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Sur  les  deux  locutions  :  partacbr  onb  droite  ,  unk  quantité, 

EN    MOYENNE  ET  EXTRÊME  RAISON;    et  DONNÉE  QU^EN   RAISON.  ^^ 

AUérfUions  probables  dans  le  texte  d'Euelide. 

PAR  A.  J.  H.  TXirCSHT. 

Professeur  aa  collège  de  Saint-Louis. 


I.  On  connaît  la  location  employée  dans  tous  les  ouyrages 
élémentaires ,  pour  indiq|ier  le  mode  de  partage  d^mie  droite 
en  deux  parties^  dont  Vune  soit  moyenne  proportionnelle  entre 
l'autre  partie  devenue  ainsi  Ton  des  termes  extrêmes  de  la 
proportion,  et  la  ligne  entière. 

Or,  dès  1405  (1),  le  Vénitien  Zamberti,  dans  son  inter- 
prétation latine  d'Euclide ,  imprimée  cent  ans  plus  tard , 
remarquait  déjà  que  la  locution  secundùm  mediam  et  extre- 
mam  rationem,  locution  d'où  la  nôtre  tire  son  origine,  ne 

(1)  Voyez  la  Bibliothèque  grecqud  de  Fabricius,  édition  de  Harles»  t.  IV,  pu  sa 
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dit  pas  ce  qu'elle  doit  dire.  £n  effet ,  dans  une  proportion ,  il 
n'y  a  point  deux  raisons,  l'une  moyenne  et  l'autre  extrême  ; 
il  n'y  en  a  qu*une  seule,  la  même  pour  les  deux  derniers 
termes  que  pour  les  deux  premiers  ;  et  Ton  ne  saurait  vou- 
loir dire  non  plus  que  cette  raison  est  à  k  fois  moyenne  et 
extrême ,  ce  qui  sep  ait  également  absurde. 

Reconnaissant  aussi  l'inexactitude  de  la  locution,  M.  le 
docteur  Terquem ,  dans  une  m)te  insérée ,  il  y  a  peu  d'années 
(en  1838),  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liou- 
ville  (  t.  III ,  p.  97  ) ,  propose ,  d'après  Lorentz ,  de  dire 
qu'une  droite  est  partagée  en  proportion  continue,  lorsque^  etc. 
Je  souscrirais  volontiers  à  cette  rédaction ,  si  elle  ne  parais- 
sait signifier  tout  antre  chose  que  ce  que  Ton  veut  dire  : 
car  comment  exprimerait-on  différemment  que  la  droite  est 
divisée  en  trois  segments  fournissant  à  eux  seuls  tous  les 
termes  de  liai  proportion  ? 

Mais  moi-même  précédemment,  en  18S4,  dans  la  3* édi- 
tion de  mon  Cours  de  Géométrie ,  j'avais  cru  devoir ,  à  la 
phrase  vulgaire,  en  substituer  une  autre  plus  simple  : 
Partager  une  droite  en  moyenne  e^eâ?/réme.  Cependant,  Ta van- 
tage  de  la  brièveté  ne  serait  point  un  motif  suflBsant  pour 
justifier  ce  changement  s'il  n'était  d'ailleurs  d'accord  avec  la 
logique.  Or,  en  effet,  l'expression  ordinaire  signi6e-t-elle 
autre  chose  que  partager  une  droite  suivant  la  raison  de 
moyenne  à  extrême,  c'est-à-dire  de  telle  façon  que  Tune  des 
parties  soit  le  terme  moyen  de  la  proportion ,  et  l'autre  par- 
tie un  des  termes  extrêmes ,  Tantre  terme ,  qu'il  faut  bien 
trouver  quelque  part ,  étant  alors  la  ligne  entière  ?  Et  dès 
lors ,  cet  énoncé  :  Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême 
(  sous-entendez  le  mot  parties  au  pluriel ,  et  non  le  mot  raison 
au  singulier)  ne  présente-t-il  point  une  locution  tout  à  fait 
convenable ,  tant  sons  le  rapport  de  la  justesse  que  sous  celui 
de  la  simplicité  et  de  la  brièveté  ?  Quant  à  moi ,  son  exacti- 
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iude  me  paraît  si  incontestable ,  qu'ayant  été  sollicité ,  à  Toc- 
casion  de  b  publication  récente  de  la  5*  édition  de  mon  Omn^ 
de  rétaUir  la  location  antique  et  solegnelle  mo^imne  el  eâr- 
trèm$  ratfon,  je  n'hésitai  point  à  en  appder  au  texte  d'Ea- 
clide,  persuadé  qu'on  l'avait  mal  traduit. 

Mon  étonnement,  je  le  confesse,  fut  extrême,  quand  je 
las  dans  l'édition  de  Pesrrard,  comme  dans  toutes  les  autres, 
ces  phrases  auxquelles  je  n'avais  pas  jusqu'alors  prêté  une 

attention  suffisante  :  Axpov  taX  fAiorov  Xoyov  (SOOS-ent  xarà)  cvOiîa 
TCTfAq<r6ac  XsTtrou ,  ôrov. ...  x.r.>.  (liv.  YI ,  déf .  3  ;  tom.  I,  p.  290)  ; 
T^v  MilaQO»  cvOitav  icnrtpa9fAlv«}y  oxpov  xm  fucrov  "iôri^^  rifAiiv  (iAmI., 
prop.  30,  p.  366)  j  Eàv  suOséa  y^\A  âxpov  txÙ.  \ti99n  X07OV  ryerfiri 

(Ht. XIII , {HTop.  !'• ,  tom.  III,  p.  212) 

Je  ne  craignis  point  d'avancer  alors  que  les  manuscrits 
avaient  été  mal  lus ,  que  les  ai»ces  abréviatifs  rem[daçant  les 
terminaisons  et  devenant  ainsi,  dans  les  manuscrits,  les  seuls 
indices  de  la  déclinaison  (apices  qu'il  est  si  facile  de  confon- 
dre) avalent  été  pris  les  uns  pour  les  antres  ;  que  par  suite , 
dans  la  transcription ,  les  terminaisons  ou  et  ov  s'étaient  snb« 
stituées  l'une  à  l'autre  par  cette  sorte  d'accident  que  les  gram- 
mairiens ncnnment  (UtracêUm ,  et  qu'en  définitive ,  les  mot» 

oxpov  >.oet  piitrov  ^oyov  devaient  élrc  lus  partout  axpou  xai  yÂ9V\y 
Xoyov. 

Malheureusement  encore,  ma  conjecture  ne  se  trouva 
nullement  confirmée  par  les  manuscrits,  dont  la  plupart 
même  portent  écrit  en  tontes  lettres  axpov  xal  jul^vov 

En  outre,  Proclus,  Pappus,  Ptolémée,  lorsqu'ils  ont  è 
rendre  la  même  idée,  ne  s'expriment  pas  autrement. 

Battu  ainsi  en  première  instance  et  en  appel ,  j'avais  au 
moins,  semblait-il,  la  consolation  de  l'être  en  compagnie  de 
la  logique.  Mais  après  tout ,  il  me  restait  la  ressource  des^ 
traductions  orientales  :  je  résolus  d'y  recourir.  Je  m'adressai 
en  conséquence  au  savant  M.  Munck ,  qui  eut  l'obligeance  de 
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consaiter  à  ma  prière ,  la  traduction  arabe,  tradaetion  toute 
littérale,  faite  au  nenyième  siècle  par /«aac  benHonatn^  et  qui 
rae  donna  en  ces  termes  le  sens  du  texte  arabe  de  la  déûni- 
lion  S*  du  livre  YI  :  Une  ligne  droite  est  dite  partagée  mivant 
la  proportion  d'ms  moyenne  et  de  dbux  extrêmes^  lorsque,  etc. 
Se  même,  la  proposition  30'  du  même  livre  s'énonce  ainsi 
d'après  le  même  texte  :  Partager  une  ligne  droite  suivant 
la  proportion  d'une  moyenne  et  de  deux  extrême».  De  même 
enfin  la  proposition  1**  du  livre  XIII  :  Lorsqu'une  droite  est 
partagée  suivant  la  propottion  d'une  moyenne  et  de  deux  ex- 
trêmes :  Al-khatt  al-maksoum  à  la  nisbet  dzàt  ouast  outarféïn. . . 

La  traduction  hébraïque  faite  au  13"*  siècle  par  Mosé  ben 
Samuel  Ehn  Tibbon^  s'exprime  d'une  manière  tout  à  fait 
analogue;  mais,  peut-être,  m'a  dit  M.  Munck,  cette  traduc- 
tion a-t-el!c  été  faite  d'après  Tarabe.  Quoi  qu'il  en  soit,  la 
traduction  hébraïque  n'eu  est  pas  moins  une  confirmation  de 
l'arabe. 

Il  en  est  de  môme  de  la  traduction  latine  à'Adhélard^  com- 
mentée par  Campanus ,  et  qui  vraisemblablement  aussi  est 
faite  sur  Tarabe  ;  l'hypothèse  contraire  lui  donnerait  beau- 
coup plus  encore  d'autorité  et  d'importance  dans  la  question 
actuelle.  Elle  s'exprime  ainsi ,  lib.  YI ,  def .  3  :  Linea  didtur 
dividi  secundùm  proportionem  habentem  mediumetduoextre- 
ma...  Les  deux  autres  passages  sont  conformes  au  premier. 

Or^  de  tout  cela  on  peut  conclure,  ce  me  semble,  avec 
quelque  probabilité ,  et  de  plus  hardis  que  moi  diront  avec 
certitude  que  si  la  locution  oxpov  xal  (liaov  X070V  peut  être 
considérée  comme  passée ,  depuis  un  temps  immémorial ,  à 
l'état  d'idiotisme  géométrique ,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que 
la  leçon  primitive  a  dû  être  oxpotv  xai  pstrov  XÔ70V  ;  le  mot  oxpotv, 
au  duel,  au  lieu  du  singulier  axpov,  n'en  est  que  plus  exprès- 
sit  9  puisqu'il  fait  voir  que  l'on  trouve  tout  à  la  fois ,  sur  la 
ligne  divisée  conformément  à  la  définition ,  les  trois  termes 
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de  la  proportion ,  tant  les  deux  extrêmes  qae  le  terme  moyen. 

En  définitive  donc,  je  maintiens  mon  ^ongé. 

II.  J'en  viens  à  une  seconde  correction  que  j*ai  aussi  à 
proposer  pour  le  texte  grec  d'un  autre  ouvrage  du  même 
auteur.  Il  s'agit  ici  d'une  expression  bizarre  qui  a  doté  notre 
langue  de  cette  locution  non  moins  étonnante  que  celle  dont 
nous  venons  de  nous  occuper,  savoir  :  Quantité  donnée  qu*en 
raison;  en  latin  :  Magnitudo  data  quam  in  raiione. 

C'est  ainsi  que,  d'après  les  définitions  11*  et  12*  du  livre 

des  Données  d^EucUde^  Une  grandeur  est  plus    |       .      | 

à  V égard  d'une  autre ^  d'une  donnée ,  qu'en  raison^  quand  la 

j       j       ....  I  retranchée,  l^este  \ 
grandeur  donnée  étant  <     .    ^,      ,  \  a  avec  loutre 

{  ajoutée ,  la  somme  ) 

une  raison  donnée. 

Il  ne  faut  nullement  être  géomètre  pour  reconnaître  ici 
une  locution  de  pur  argot  :  quel  moyen,  eu  effet,  de  faire  l'a- 
nalyse  du  qu'en  raison  ?  Aussi  M.  Chastes  y  dans  son  Aperça 
historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en 
géométrie  (page  11,  note  1"),  dit-il  que  c'est  une  expression 
embarrassante^  et  dont  le  sens  est  difficile  à  comprendre^même 
dans  la  définition  qu*cn  donne  Euclidc  ^  après  quoi  le  sa- 
vant géomètre  en  fournit  l'explication  suivante  :  «  Soit  A 
»  plus  grand  que  B  d'une  donnée  qu'en  raison  -,  soit  G  cette 

»  donnée  et  f*  la  raison,  on  aura  — -^ —  =  ^a.  » 

B 

Pour  embrasser  les  deux  définitions  dans  une  même  for- 

.    .         AzpG 
mule,  nous  écrirons  — ^ —  =f*. 

Ces  préliminaires  posés,  remontons  aux  deux  définitions 
précédentes  du  même  livre  (déf.  9  et  10)  :  Une  grandeur  est 

P^^^  \      iitfi     1  î^'wne  attire  gfrandcur,d'uw6^rawrfeMr  don- 
née, gwand /a  grandeur  rfonncc  étonM     '    fx  ^        \  ^^V^^^ 
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\  e»t  égalé  la  plu»  [^'^\. 


{grande^  lermU 
petite  y    la  somme 

Ces  deux  déGnitions ,  comme  od  le  voit ,  ne  considèrent 
qu'un  cas  particulier  des  deux  autres,  celui  de  fi  =  1  ^  ou 
A  =p  G  =  B  ;  ou  plutôt ,  les  deux  autres  ne  sont  qu'une  géné- 
ralisation de  celles-ci.  Dans  les  définitions  9  et  10,  la  raison 
donnée  est  la  raison  d'égalUé,  ou  Vunité  ;  dans  les  définitions 
11  et  12,  la  raison  donnée  devient  une  raison  quelconque;  et 
ainsi  ces  deux  dernières  définitions  énoncent  relativement  à 
une  raison  quelconque,  ce  que  les  deux  premières  disent  d'une 
manière  absolue,  ou  pour  la  raison  d'égalité;  de  sorte  que 
les  mots  qu'en  raiso^oivent  être,  pour  le  sens,  remplacés 
par  ceux-ci  irelativMent  à  ou  quant  â  une  raison  donnée. 

Or,  si  maintenant  nous  remontons  au  texte  :  ijà^î^oç  myè^oyjç 

^o6ivTe  itsi^ov  OU  cXaerorov  êçtv  ri  èv  Xô^»,  orav  x.t.>.,  il  ne  UOUS 

sera  pas  difiScile  de  reconnaître  que  tout  le  mal  provient 
d'une  faute  d'orthographe  dans  la  particule  i,  que  les  copis  • 
tes,  éditeurs,  traducteurs,  semblent  s'être  primitivement  ac- 
cordés à  considérer  comme  complétive  du  comparatif  :  Ma- 

gnitudo  magnitudine  d(xta      .        est  quam  in  rations  (Eu- 

clide  de  Peyrard,  tome  III ,  page  302),  tandis  qu'il  eût  fallu 
écrire,  avec  Vesprit  rude^  l'accent  circonflexe ,  et  l'iota  sous- 
crit:  ^,  c'est-à-dire  {ftid ,  quantum  ad^  en  tant  que -^  d'où  il 
résulte  qu'en  français  nous  devons  dire  :  Une  quantité  est 
plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre ^  d*une  quantitédonnée^ 
relativement  ou  quant  à  une  raison  donnée  ^  lorsque^  etc.  (1). 


(t)  Aucune  traduction  arabe  du  livre  des  Donnéet  ne  se  trouvant  à  la  biblio- 
thèque du  Roi,  je  n'ai  malheureusement  pu  employer  le  même  moyen  de 
contrôle  que  pour  le  cas  précédent. 
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p.  s.  —  Je  profite  de  Toccaslon  pour  adresser  à  M.  le  Ré- 
dacleur  des  Annales^  une  observation  relative  à  deux  articles 
de  M.  Finck ,  insérés,  le  premier  dans  le  tome  I,  page  353 , 
le  second,  tome  II,  p.  329. 

Il  s'agit,  M.  le  Rédacteur,  dans  ces  deux  articles,  d'une 
note  que  j'ai  donnée  dans  votre  tome  I ,  p.  272 ,  mr  la 
construction  des  tables  de  sirius  naturels.  Dans  cette  note, 
après  avoir  reproduit  une  démonstration  qqî  se  trouve  à  la 
page  233  du  Géomètre  de  M.  Guillard,  pour  la  limite  de 
Terreur  que  l'on  commet  en  prenant  l'arc  pour  son  sinus , 
démonstration  ^t  l'idée  fondamentale  est  due  à  M.  Giraud^ 
alors  élève  du  collège  de  Toulon,  j'ai  indiqué  l'emploi  de  la 
formule  de  Th.  Simpson  pour  la  construction  des  tables  de 
sinus  naturels,  en  faisant  voir  (je  l'ai  cru  du  moins)  que  les 
douze  premières  décimales  de  ir  suffisaient  pour  la  détermi- 
nation des  douze  premières  dèdmales  des  sinus  et  cosinus  de 
tous  les  arcs  croissant  de  seconde  en  seconde  centésimales. 

Pour  le  premier  point,  c'est-à-dire  pour  la  limite  de  l'er- 
reur que  l'on  commet  sur  le  plus  petit  arc^  M.  Limmet  y  est 
revenu  dans  le  tome  II,  p.  216,  et  j'ai  été  très-satisfait  de  re- 
connaître, d'après  son  excellent  article,  qu'il  n'est  pas  même 
nécessaire,  pour  arriver  à  la  limite  obtenue,  de  recourir  à  la 
formule  de  trissection,  et  que  la  bissection  est  suflSsante.  Je 
m'empresse  donc  d'adopter  la  modification  qu'il  propose, 
comme  rendant  la  démonstration  plus  élémentaire. 

Quant  au  second  point  (l'emploi  des  formules  de  Th,  Simp- 
son)y  ma  Note  a  fait  reconnaître  à  M.  Finjck^  comme  il  le  dit 
au  tome  I,  p.  353,  et  le  répète  au  tome  II,  p.  333,  qu'i/ 
avait  été  trop  loin  dans  sa  Trigonométrie,  en  accusant  d'in- 
suffisance Icsdites  formules;  mais  en  même  temps,  cet  esti- 
mable et  savantprofesseur,  dans  son  premier  article,  accusait 
ma  méthode  de  négliger  IStes  erreurs  qui  modifient  Vexac- 
titude  de  mes  résultats.  Cependant  comme,  après  tout,  ilpro- 
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mettait  de  revenir  sur  ce  sujet,  j'ai  supporté  peodant  un  an 
entier,  sans  mot  dire^  l'interdit  prononcé  contre  ma  méthode, 
espérant  toujours  l'article  annoncé.  Enfin,  cet  article  a  paru 
dans  le  if  d'août  dernier.  M.  Finck  y  emploie  le  calcul  inté- 
gral aux  différences  finies  pour  évaluer  Terreur  que  peuvent 
produire  les  formules  de  Th.  Simpson.  Si  le  but  est  le  même, 
le  moyen  est  bien  différent  de  celui  que  j'ai  employé,  n'ayant 
eu  en  vue  que  les  élèves  de  nos  classes  élémentaires  ;  et  en- 
core M.  Finck  termine- t-il  son  savant  article  en  disant  que 
rien  n'empêche  d'en  faire  autant^  c'est-à-dire  de  remplacer  ses 
formules  d'intégration  par  un  procédé  éléme«ntaire,  comme 
si  je  n'en  avais  pas  donné  un.  D'où  il  résulte  qu'en  définitive 
M.  Finck  maintient  sa  sentence  d'interdit,  sans  toutefois  la 
motiver  plus  que  la  première  fois,  sans  rien  indiquer  pour 
corriger  l'imperfection  qu'il  a  découverte  dans  mon  procédé, 
et  sans  proposer  lui-même  de  méthode  qui  puisse  atteindre 
le  même  but,  puisqu'au  contraire,  d'après  sa  conclusion  ,  il 
reste  à  en  faire  autant  que  j'en  ai  fait,  sauf  les  erreurs  dont 
j'attends  la  rectification. 

Dans  cet  état  de  choses,  et  malgré  l'horreur  profonde  que 
j'éprouve  pour  toute  espèce  de  polémique,  puis-je  me 
dispenser  de  prier  M.  Finck  de  vouloir  bien  déclarer  s'il  re- 
connaît la  vérité  de  ce  principe  :  que  dans  une  méthode  de 
calcul  qui  doit  présenter  le  double  caractère  d'être  abréviativb 
en  même  temps  qu'approximative,  si  le  degré  d'approximation 

demandé  est  — ,  on  doit  négliger  les  erreurs  de  l'ordre  --, 

an  '  *'    *  «P   ' 

(p  étant  >-  n),  toutes  les  fois  que  celles-^i  ne  se  multiplient 

pas  de  manière  à  donner  une  somme  de  l'ordre  —  ? 

2°  Dans  le  cas  de  l'affirmative,  de  dire  en  quoi  j'ai  trans- 
gressé ce  principe,  et  de  donner  l'évaluation  ifis  erreurs  que 
j'ai  commises  j 
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3*  Enfin,  si  M.  Finck  admet  que  le  principe  précité  est 
exact,  et  ne  trouve  ou  ne  prouve  pas  que  j'aie  commis  en 
rappliquant  aucune  erreur  de  Tordre  proposé,  j'attends  de 
la  loyauté  bien  connue  de  notre  estimable  confrère ,  de  re- 
connaître qu'en  ceci  encore  il  a  été  trop  loin, 

Sifum^  je  suis  tout  disposé  d'avance  à  me  rendre  à  ses  rai- 
sons ;  et  je  recevrai  ce  second  perfectionnement  à  ma  méthode 
avec  le  même  plaisir  qpe  j'ai  reçu  le  premier. 


NOTE  SUR  LES  POLYGONES  REGULIERS. 

VAB,  M.  MOVROnSg  , 

Ancien  élève  de  TÉcole  nonnale,  Professeur  au  collège  de  Rhodes. 


La  différence  des  aires  des  polygones  réguliers  de  2/z  cô- 
tés^ inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle»  est  inférieure  au  quart 
de  la  différence  des  aires  des  polygones  réguliers  de  n  côtés, 
inscrit  et  circonscrit  au  même  cercle. 

Soient  AB  et  CD  (fig^i)  les  côtés  des  polygones  réguliers 
de  n  côtés ,  £B  et  GH  ceux  des  polygones  de  2n  côtés  :  la 
différence  des  deux  premiers  polygones  est  Stz.FBDE;  la 
différence  des  deux  derniers  est  2/z.EBH.  Or,  je  dis  que 

ebh<Jfbde. 

Gomme  ce  triangle  et  ce  trapèze  ont  même  hauteur  EF,  il 

suffit  de  prouver  qu'on  a  EH  <  -  (ED  +  FB).  En  effet ,  en 

remarquant  que  la  figure  EIBH  est  un  losange ,  c'est-à-dire 
que  EH  =  IB ,   la  proportion   DH  :  HE  :  :  BI  :  IF    donne 
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UË  =  DH  X  IF  ;  mais  on  sait  que  le  côte  d'an  carré  esl  plus 

petit  qae  la  demi  -somme  des  côtés  d'un  rectangle  équivalent, 

A        ni7^I>H  +  IF       HE^DH  +  IF    ,,  .„         HE 
donc  HE< ~ ou  ---  < j^ —  ;  d  ailleurs  -r-  = 

— ~ — ,  d'où  l'on  déduit,  en  additionnant  membre  à  mem- 

4 

bre,  HE<J(ED  +  FB). 

4 


CONSIDÉRATIONS 
SUR  LES  PREMIERS  ÉLÉMENTS  DE  LA  STATIQUE. 


VAB  M.  BBJBTOXr  (BB  CHAMP), 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


Nous  avons  en  vue,  dans  cet  article,  les  éléments  de  sta- 
tique servant  aujourd'hui  de  base  à  l'enseignement ,  et  en 
particulier  Tordre  dans  lequel  ils  ont  été  présentés  par 
M.  Poinsot.  On  sait  l'usage  non  moins  élégant  qu'ingénieux 
que  ce  géomètre  a  su  faire  de  la  théorie  des  couples ,  théorie 
que  sa  fécondité  a  fait  adopter  à  peu  près  universellement. 
Toutefois  cette  théorie  elle-même  et  ses  applications  sem- 
blent subordonnées  à  la  connaissance  de  quelques  théorèmes, 
ceux ,  par  exemple ,  qui  se  rapportent  à  la  composition  des 
forces  parallèles  agissant  dans  un  mémo  plan.  Nous  nous 
proposons  d'examiner  quels  sont  les  changements  que  l'ordre 
ainsi  établi  pourrait  recevoir  sans  inconvénient  et  avec 
quelque  utilité. 
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Il  n'est  pas  inutile  de  rappeler  d'abord  que  plusieurs  per- 
sonnes ont  émis  Topinion  qu'il  serait  désirable  de  faire  pré- 
céder tous  les  éléments  du  théorème  fondamental  de  la  com- 
position des  forces ,  c'est-à-dire  de  la  règle  du  parallélo- 
gramme ,  au  lieu  de  placer  celle-ci  à  la  suite  de  la  théorie  des 
forces  parallèles  agissant  dans  un  plan.  De  U  plusieurs  dé- 
monstrations immédiates  du  parallélogramme  des  forces , 
remplissant  plus  ou  moins  parfaitement  le  but  que  l'on  se 
proposait,  mais  dont  aucune,  jusqu'à  présent,  n'a  prévalu 
sar  les  habitudes  de  l'enseignement.  Ces  tentatives  îhontrent 
seulement  le  besoin  qu'éprouve  l'esprit  humain  de  placer  à 
la  tête  de  toute  doctrine  les  principes  les  plus  généraux,  pour 
y  rattacher  les  notions  d'une  importance  secondaire.  Fût-on 
parvenu  à  satisfaire,  par  une  démonstration  simple  et  courte, 
n'exigeant  pas  de  figure  compliquée ,  à  toutes  les  exigences 
de  l'enseignement  élémentaire,  il  n'en  serait  résulté  aucune 
simplification  notable  dans  l'exposition  des  premiers  théo- 
rèmes de  la  statique.  L'on  aurait  gagné ,  en  un  mot ,  fort  peu 
à  intervertir  la  marche  consacrée ,  laquelle  d'ailleurs  consti- 
tue une  véritable  synthèse,  qui  ne  laisse  presque  rien  à 
désirer. 

II. 

Un  moyen  d'obtenir  un  ensemble  moins  restreint  de  sim- 
plifications consisterait,  si  nous  ne  nous  trompons,  à  faire 
intervenir  la  théorie  des  couples  dans  la  démonstration  des 
premiers  théorèmes.  Le  couple  et  la  force  étant  les  deux  objets 
dont  s'occupe  la  statique ,  rien  de  plus  naturel  que  de  rappro- 
cher leurs  définitions.  L'une  et  l'autre  doivent  être  en  outre 
accompagnées  du  petit  nombre  de  notions  presque  évidentes 
qui  n'ont  pas  besoin ,  pour  être  établies ,  d'une  démonstra- 
tion proprement  dite. 
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Mais ,  pour  être  plus  clair,  citons  tout  de  suite  un  exemple. 
On  fait  voir  très-facilement  qu'un  couple  peut  être  transporté 
et  tourné  comme  Von  voudra  dans  son  plan,  sans  que  son  effet 
statique  soU  changé.  Il  suffit ,  pour  cela ,  de  remarquer  que 
des  forces  égales ,  appliquées  aux  sommets  opposés  et  dans  la 
direction  des  côtés  d'un  losange,  se  font  équilibre.  De  ce  théo- 
rème on  déduit ,  comme  corollaire ,  que  deux  forces  égales, 
parallèles  et  de  même  sens ,  appliquées  aux  extrémités  d'une 
verge  rigide  et  inextensible,  ont  une  résultante  qui  leur  est 
parallèle^  qui  est  égale  à  leur  somme,  et  dont  le  point  d'ap- 
plication est  à  égale  distance  des  composantes. 

De  là  on  déduit  encore  que  le  couple  peut  être  remplacé 
par  un  couple  ^al  agissant  dans  un  plan  parallèle  au  sien. 

m. 

Cette  ubiquité  du  couple  répond  évidemment  à  la  propriété 
de  la  force  ^  qui  consiste  en  ce  que  Ton  peut  la  supposer  ap- 
pliquée à  tel  point  de  sa  direction  que  l'on  voudra.  Représen- 
tons ,  avec  M.  Poinsot ,  le  couple  par  une  droite  perpendicu- 
laire à  son  plan ,  et  dirigée  de  manière  à  indiquer  le  sens  de 
la  rotation.  Transporter  le  couple  d'un  plan  dans  un  autre , 
est  alors  la  même  chose  que  \ appliquer  à  volonté  à  l'un  quel- 
conqus  des  points  de  sa  direction.  Les  énoncés  pour  la  force  et 
le  couple  sont  ainsi  rendus  identiques,  et  mettent  les  esprits 
les  moins  dairvoyants  sur  la  voie  des  analogies. 

IV. 

Pour  aller  plus  loin ,  il  est  nécessaire  de  connaître  la  me- 
sure de  V effet  exercé  par  un  couple ,  de  même  que  Ton  a  déjà 
celle  de  la  force.  Or  cette  mesure  se  déduit  des  deux  proposi- 
tions suivantes  : 

r  Les  efforts  de  deux  couples  ayant  même  bras  de  levier 
sont  entre  eux  comme  leurs  forces; 
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â*  Les  efforts  de  deux  couples  aya/nt  mêmes  forces  sont 
entre  eux  comme  les  longueurs  des  bras  de  levier. 

La  première  est  démontrée  dans  les  éléments  d'ane  ma- 
nière à  pea  près  immédiate ,  sans  recourir  à  la  composition 
des  forces  parallèles.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  la  seconde. 
ToQtefois  la  difiBcolté  peut  être  levée  par  une  démonstration 
directe  très-simple  et  très-élémentaire. 

V. 

Soient  deax  couples  (P,  ^i) ,  (  P,  fr  )  ;  P  désignant  la  force 
œmmane ,  a  et  ^  les  bras  de  levier.  Supposons ,  b  étant  le 
plus  petite  qu'on  le  porte  sur  a  bout  à  bout  autant  de  fois  que 
faire  se  pourra ,  sauf  à  obtenir  un  reste  c  moindre  que  b. 
A  chaque  point  de  division,  perpendiculairement  au  bras, 
ai^liquons  deux  forces  P  directement  contraires  et  par  suite 
se  faisant  équilibre.  Il  suffit  de  construire  la  figure  pour 
apercevoir  que  l'on  peut  décomposer  le  système  ainsi  établi 
en  autant  de  couples  égaux  à  (  P,  6 }  que  b  est  contenu  de  fois 
dans  a  »  plus  un  couple  restant  (  P,  c  ).  Si  le  reste  c  était  nul, 
le  couple  (P,  a)  contiendrait  un  nombre  entier  de  fois  le 
couple  (P«  ^) ,  et  le  théorème  serait  démontré.  Supposons 
que  le  contraire  arrive,  rien  n'empêchera  de  comparer  de  la 
même  manière  c  à  6  ou  (P,  c)  à  (P,  ^) ,  et  l'on  obtiendra 
généralement  un  second  reste  d  avec  un  couple  (P,  d)  <;  (P,  c) 
(quant  au  bras  de  levier  seulement).  Ces  opérations  étant 
celles  qu'il  faudrait  effectuer  sur  a ,  6 ,  pour  la  recherdie  de 
leur  commune  mesure,  il  est  clair,  s'il  y  en  a  une,  que  le 
couple  auquel  elle  servira  de  bras  de  levier  sera  aussi  la  com- 
mune mesure  de  (P,  a) ,  (P,  6).  Si ,  au  contraire,  il  n'y  en  a 
pas ,  comme  les  opérations  successives  et  indéfiniment  prolon- 
gées de  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
{Pj  a)  et(Pjb)  conduisent  à  la  même  série  de  quotients  que 
AMN.  Ds  Mathcm.  m  2 
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donnerait  eelU  recherche  entre  a  «^  b ,  nous  en  conclurons  en 
core ,  avec  Ampère ,  que  les  efforts  des  deux  couples  sontpro- 
portionneis  d  leurs  brw  de  levier, 

VI. 

Si  Ton  admet  la  vérité  du  théorème  ainsi  présenté ,  rien  de 
plus  facile  que  d'en  déduire  la  mesure  deTeffort  d'un  couple. 
Les  corollaires  sont  :  la  composition  des  forces  parallèles  et  la 
règle  du  parallélogramme  des  forces.  Dans  ces  applications , 
qui  n'ont  besoin  que  d'être  indiquées  pour  qu'on  les  trouve, 
le  tran8|(K>rt  d'une  force  parallèlement  à  elle-même  d'un  point 
d'api^catioa  à  un  autre ,  transport  qui  donne  naissance  à  un 
couple,  figure  comme  moyen  de  démonstration ,  de  même 
que  dans  les  recherches  les  plus  générales  »  les  plus  com- 
plexes de  l'équilibre  d'un  système  donné.  Ainsi  non-seule- 
xnent  la  théorie  de  M  Poinsot,  au  lieu  de  se  présenter  à  la 
suite  des  anciens  éléments ,  pourrait  être  produite  en  tête  de 
leur  exposition ,  mais  encore  elle  les  réduirait  à  n'être  plus 
que  de  simples  corollaires  presque  évidents. 

Il  ne  nous  appartient  point  de  décider  s'il  serait  conve- 
nable d'intervertir  ainsi  l'ordre  des  éléments  ;  nous  savons 
avec  quelle  réserve  ce  qui  est  consacré  par  l'usage  doit  être 
traité.  C'est  aux  professeurs  à  juger  si  l'enseignement  de  la 
statique  est  susceptible  d'être  modifié  en  quelques  points ,  et 
notamment  dans  la  partie  tout  à  fait  élémentaire.  L'examen 
auquel  nous  venons  de  nous  livrer  est  destiné  bien  moins  à 
résoudre  la  question  qu'à  la  signaler  à  leur  zèle  éclairé;  et 
nous  serions  heureux  si  notre  manière  de  voir  leur  paraissait 
mériter  quelque  attention. 
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SOLUTION  DU  PROBLEME  63  (tome  H,  p. 416). 

PAR  M.  A.  PROUHBT , 

Élève  de  mathématiques  spéciales  au  collège  d'Aucb. 


Etant  donnés  les  milieux  des  côtés  d'un  polygone  convexe , 
d'un  nombre  impair  de  côtés,  déterminer  ses  sommets  en 
faisant  seulement  usage  du  compas 

1*  Soienid'aBord  A,B,C  les  milieux  des  côtésd'nn  triangle, 
et  proposons*nous  d'en  déterminer  les  sommets.  Supposons 
le  problème  résolu  •  soient  A',  B',  G'  les  sommets  cherchés 
lfig-S)y  d'après  un  théorème  connu ,  la  droite  qui  joint  A  et  B 
est  parallèle  à  A'B',  de  même  BG  est  parallèle  à  G'B',  nous 
aurons  donc  dans  la  Ggure  ABG  B'  un  parallélogramme  dont 
un  des  sommets  est  le  sommet  cherché  ;  or  nous  connaissons 
trois  sommets  de  ce  parallélogramme,  il  nous  sera  facile  de 
déterminer  le  quatrième.  Pour  cela  je  décris  deux  circonfé- 
rences :  la  première  du  point  A,  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  BG  ;  la  deuxième  du  point  G ,  comme  centre ,  avec  un 
rayon  égal  à  AB  ;  l'intersection  de  ces  deux  circonférences 
sera  le  sommet  cherché  -,  on  déterminerait  de  même  les. points 
A',  C. 

2*^  Si  maintenant  nous  avons  pour  données  les  milieux  des 
côtés  d'un  polygone,  d'un  heptagone,  par  exemple ,  le  pro- 
blème sera  ramené  au  cas  précédent ,  dès  que  nous  serons 
parvenus  à  trouver  les  milieux  des  diagonales  qui  joignent 
les  extrémités  des  côtés  consécutifs. 

Supposons  le  problème  résolu  :  soient  A,  B,  G....  iflg^S) 
les  milieux  donnés,  A',  B\  G les  sommets  opposés. 

Dans  le  quadrilatère  C  D"  £'  F'  on  connaît  les  milieux  de 
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trois  côtés  i  le  milieu  R  du  quatrième  se  déterminera  à 
Taide  du  compas,  car  d'après  un  thcorcme  connu ,  ces  quatre 
points  doivent  être  les  sommets  d'un  parallélogramme:  De 
même  les  milieux  de  trois  côtés  du  quadrilatère  G'  F'  G'  B' 
étant  connus,  M  déterminera  le  milieu  S  du  quatrième  ou 
de  la  diagonale  &V,  on  aura  donc  ainsi  les  milieux  des  côtés 
du  triangle  A',  B',  G'  et  par  leur  moyen  les  trois  sommets 
A  ,  D^  G . 

3^  On  trouvera  de  même  tant  de  sommets  que  l'on  voudra 
de  l'heptagone;  mais  dès  que  l'on  connaît  le  sommet  A'  U 
soflSt ,  pour  avoir  les  autres,  de  savoir  résoudre  ce  problème  : 
Étant  donnés  t extrémité  A'  (Tune  ligne  et  son  milieu  E(fig.  3} 
déterminer  à  Vàtde  du  compas  Vautre  extrémité  B\  Du  point  E, 
comme  centre,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  £A\ 
je  décris  une  circonférence.  Portant  ensuite  la  même  ouver- 
ture de  compas  sur  cette  circonférence ,  à  partir  de  A',  je 
détermine  les  sommets  de  Thexagone  régulier  inscrit.  Le 
sommet  opposé  à  A'  est  évidemment  le  point  cherché  B\ 
connaissant  B'  et  F  on  déterminera  de  même  G',  et  ainsi  de 
suite. 

La  construction  que  nous  venons  de  donner  s'étend  facile» 
ment  à  un  polygone  d'un  nombre  impair  de  côtés,  car  un 
pareil  polygone  est  toujours  décomposable  en  plusieurs  qua- 
drilatères et  triangles. 

V  On  peut  se  convaincre,  à  posteriori,  que  le  problème  ad- 
met toujours  une  solution,  et  n^en  admet  qu'une.  En  effet ,  si 
on  construit  tous  les  sommets  d'abord  depuis  A'  jusqu'à  D', 
ensuite  depuis  A'  jusqu'à  TS^  il  est  bien  évident  que  les 
points  B,  G,  D,  E,  F,  G  sont  les  milieux  des  six  côtés  du  po- 
lygone obtenu  ;  mais  on  ne  voit  pas  aussi  clairement  que  A 
devra  être  le  milieu  du  côté  D'E'.  Nous  allons  démontrer  qu'il 
est  aussi  le  milieu.  La  ligne  B'  G'  a  pour  milieu  le  point  S , 
car  ce  milieu  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  la  ligne  DS  parai- 
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léle  à  A'fi',  et  sur  la  ligne  £S  parallèle  à  À'  G',  de  inéin« 
Rsera  le  milieu  de  C'F' ,  car  le  milieu  doit  se  trouver  sur  CK 
droite  parallèle  à  la  diagonale  G'G',  et  sur  la  droite  FR 
parallâeàKF'  :  mémedémonstration  pour  prouver  que  A  est 
le  milieu  de  D'E'. 

5^  Le  problème  analogue  pour  les  polyg^ies  d*un  nombre 
pair  de  côtés ,  ou  admet  une  infinité  de  solutions ,  ou  n'en 
admet  aucune.  D'abopd  si  on  donne  quatre  points  coaune 
étant  les  milieux  des  côtés  d'un  quadrilatère ,  le  problème 
sera  impossible  si  les  quatre  points  ne  sont  pdBles  sommets 
d'un  ^raBéli^amme  ;  mais  supposons  cette  condition  rem- 
plie. Par  le  point  B  j^^ne  {fig.  4)  une  droite  q^uelconque 
sor  laquelle  je  preqds  de  chaque  côté  deux  longueurs  éga- 
les BF,  B£,  je  joins  £  au  point  A ,  et  prends  AH  =:A£;  je 
joins  F^au  point  C,  et  prends  CG  =  GF,  on  verra  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  fait  dans  le  n*"  3  pour  le  qua- 
drilatère FCFG',  que  la  ligne  HG  passera  par  le  point  D,  et 
y  sera  partagée  en  deux  parties  égales.  Le  quadrilatère  con- 
struit sera  donc  une  solution  du  problème  y  qui  en  admet  uoe 
infinité,  puisque  la  direction  et  la  grandeur  de  la  ligne  £F 
sont  arbitraires. 

Ensuite  pour  un  polygone  quelconque  d'un  nombre  pair  de 
côtés  y  on  pourra  construir^ui  quadrilatère  tel  que  trois  des 
points  donnés  soient  les  milieux  de  trois  de  ses  côtés  ;  puis  un 
second  quadrilatère^  ayant  un  côté  commun  avec  le  premier, 
et  tel  que  deux  autres  des  points  donnés ,  soient  les  milieux 
lie  deux  de  ses  côtés,  et  ainsi  de  suite.  Le  problème  ser%i  im- 
posssible,  si  le  dernier  coté  du  dernier  quadrilatère  n'a  pas 
pour  milieu  le  dernier  poiqt  c(onné.  Si  cette  condition  est  rem- 
plie, le  problème  sera  possible,  mais  admettra  une  infinité 
de  solutions ,  puisque  le  premier  quadrilatère  peut  varier 
d'une  infinité  de  manières. 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  68  (p.  ^27,  t.  II). 

PAR  P.  A.  G.  COI.OBEBZER. 

Régent  de  inalhéma tiques  à  Béziers. 


Quatre  po^ts  (o,  s,  o',  s')  (fig.  5)  étant  placés  tlUrmoni'- 
quement  (os  :  o's  :  :  os'  :  o's'  )  sur  une  droite  (PQ)  ;  une  mrcon- 
férence  qui  passe  par  deux  points  mnjugués  (o,  o')  coupe 
orthogonalement  la  circonférence  décrite  mr  la  distance  des 
deux  autres  points  conjugués  (s,  s')  comme  diamètre. 

lUmonstration,  Soit  c  le  centre  d'une  circonférence  pas- 
sant par  o,  o'  ',  eic^  celui  de  la  circonférence  décrite  sur  ss' 
comme  diamètre.  La  circonférence  qui  a  son  centre  en  c  de- 
vant passer  par  un  point  o'  du  diamètre  ss  de  Tantre  circon- 
férence, il  est  certain  que  les  circonférences  seront  toujours 
sécantes.  Soit  A  l'un  quelconque  des  deux  points  d'intersec- 
tion. Il  faut  prouver  que  les  tangentes  menées  aux  circon- 
férences par  ce  point  sont  orthogonales.  Mais  s'il  en  est  ainsi, 
.  la  tangente  à  l'une  quclconqiip  des  deux  circonférences  est 
normale  à  l'autre  en  A  ;  dès  lors,  d'af)rès  un  principe  connu, 
ces  deux  normales  doivent  passer  par  les  centres  c,c .  Donc  la 
question  se  réduit  à  prouver  que  le  triangle  cAc'  est  rec- 
tangle en  A ,  ou ,  plus  simplement ,  qu'on  a  la  relation 

ce'  =  cA   -f-  Ac'    . 

En  efFet ,  désignons  par  r  le  rayon  de  la  circonférence  c. 

On  a  Te  =  ?\  (1) 

Bcpréscnlons  o* ,  o's  par  aei  b^  dès  lors ,  d'après  la  propor- 
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tion  harmoDÎqne  ^  on  ai  os'  =  a     '     ,  et  d'après  la  flgurc , 


il  vient 


2ac'  =  ss  ssos  — os=: 7 ,  d  OU 

a — 6' 


— ,3  a'i* 

On  troave  facilement  d'après  la  proportion ,  et  de  ce  que  lo 
triangle  cBc'  est  rectangle, 

Si  l'on  joint  co\  le  triangle  rectangle  cBo'  donne 


cB    =r^  + 


4       ' 


en  éliminant  cB  par  addition ,  et  réduisant  le  second  membro 
il  yient 

'^^='-  +  (^zr^.-  (3) 

De  ce  que  léquation  (3)  est  la  somme  des  équations (1)  ^  (2)  ^ 
il  s'ensuit  qu'on  a 

— 1  a  î 

ce'  =  cA  -{-  A(f  . 

Donc  le  triangle  cc'A  est  rectangle  en  A  ;  par  conséquent  les 
tangentes  aux  deux  premières  circonférences,  menées  par 
l'un  quelconque  de  leurs  points  d'intersection ,  sont  orfhf>go- 
nales.  C.  Q.  F.  D. 
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DÉTERMINATION 

du  cefUre  de  gravité  de  la  surface  totale  d'un  tronc  de  cùne 
circulaire  droit  à  bases  parallèles, 

PAR  M    HUBT, 

Régent  de  physique  au  Collège  de  Pamiers. 


1^  Solution. 

Il  est  éTidoit  que  le  nioment  de  la  sarfaee  totale  da  tronc 
de  Gône  ABCD  {fig.  6)  est  égal  au  moment  de  la  surface  con- 
vexe du  cône  SCD,  plus  le  moment  de  la  base  du  cône  SAB, 
plus  le  moment  de  la  base  du  cône  SCD  moins  le  moment  de 
la  surface  convexe  du  cône  SAB ,  tous  ces  moments  étant 
pris  par  rapport  à  la  base  CD. 

Soit  AC=c,  SC=C,  SA=zc\  CE==R,  AF=r,  SE=H, 
SF  =  ^',  EF=A. 

La  surface  convexe  du  tronc  de  cône  est  irc  (R  -f-  r) ,  et  sa 
surface  totale  tt  { (R +r)  c  +R* + r* } . 

La  surface  convexe  du  cône  SCD  est  irRC,  et  la  surface  de 
sa  base  est  9rR\ 

La  surface  convexe  du  cône  SAB  est  nrcf,  et  la  surface  de 
sa  base  est  7rr\ 

D'ailleurs  on  a  C  :  c'  :  :  R  :  r,  d'où  C  —  c'  :  C  :  :  R — r  ;  R. 

Donc  C=: .  On  a  de  même  G— i/  :c  ::  R— -rrr;  d'où 

R — r 

cr 

c  =  ~ .  La  proportion  H  :  /a'  :  :  R  :  r  fournit  aussi  H— /*'  : 

H  —  r 

AR 

H::R— r:R;  d'où  H=:- — ;  puis  H— //':/i'::R— ./:/•, 
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hr 

d'où  h!  s=  :- .  Cela  posé  ^  x  étant  la  distance  da  centre  da 

K  —  /* 

granité  cherché  à  la  base  CD,  on  a. jour  moment  de  la 

sorfece  totale  du  tronc,  j:.Tt{c(R  +  r)+R*  +  r*  j. 

Le  moment  de  la  surAce  convexe  du  c6ne  SCD  est  éyi- 

*  ''  H 
demment  tcRC.-— ,  ou  bien ,  en  remplaçant  C  et  H  par  leurs 

o 

valeurs  lur.  r^ . -.  Le  moment  de  la  base  CD 

R— r    3(R  — r) 

est  nul.   Celui  de  la  surface  convexe  du  cône  SAB  est 

.«'(|+A)oabiennr.^^(j^  +  A).   Çafin.  le 

tDoment  de  la  base  Afi  du  cône  SAB  est  ia*h.  Od  a  donc 
l'égaUté  * 

cr    /      hr  \ 

R— rV3(R+r)^    ) 

D'où  Ton  tire^  après  avoir  fait  les  réductions  et  effectué  la 
division  par  (R— r)% 

—  *    cR  +  2cr  +  8r« 

•^""3c(R+r)+R*+r'' 
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DEMONSTRATION 

de  irais  théorèmes  de  géométrie  ^  y  compris  le  61** 
(p.  416,  t.  II). 

VAR  M.  UEO»  ASm, 

Ancien  élére  de  PÉcoIe  polytechnique,  et  répétiteur  au  Collège  Louis-le-Greiid. 


1"  Théorème, 
Si  deux  polygones  {fig.  7)  ABCD..,  A'B'C'IV,  sont  sembla- 


blés ,  intérienrs  Vun  à  l'autre ,  et  ont  leurs  côtés  homologues 
parallèles ,  tout  polygone  PQRT  à  la  fois  inscrit  dans  Tun  et 
circonscrit  à  l'autre ,  a  une  surface  moyenne  proportionnelle 
entre  celles  des  deux  polygpnes  sipnblables. 

En  efiet,  les  droites  AA',  fiB\  GC,  qui  joignent  les 

sommets  homologues  des  deux  polygones  semblables  sembla- 
blement  placés ,  viennent  toutes  coocourir  au  même  point  o , 
centre  de  similitude  des  deux  polygones  (théorème  connu). 

Je  joinsi^  ce  point  o  avec  tous  les  sommets  du  polygone 

moyen  par  les  droites  oP,  oQ,  oR ,  oT qui  coupent  les 

çôtéâ  correspondants  du  polygone  intérieur  aux  pointsjE?,  g , 

Pyt Cette  construction  décompose  les  U'ois  polygones  en 

triangles  tels  quetchaque  triangle  du  polygone  moyen  est 
moyen  proportionnel  entre  les  desx  qui  lui  correspondent 
dans  les  deux  polygones  semblables. 

Par  exemple,  oQfi'  donne ,  à  cause  du  parallélisme  de  AB 
et  A'B', 

oQB  :  oQB'  ::  oB  :  oB'  ::  oQ  :  oq  ::  oQB'  :  oqW. 

En  outre,  le  point  o  étant  le  centre  de  similitude  des  poly- 
gones ABGD A'B'C'iy ,  les  surfaces  de  ces  triangles 

qui  se  correspondent  et  qui  sont  homologues,  sont  entre  elles 
comme  celles  S,S'  de  ces  polygones  j  d'où 


Substituant 
oQB 


Chaque  triangle  du  polygone  PQRT donnant  cette  même 

relation ,  il  vient 

oPA'+oA'Q+oQB'+ ^^M'+oA',+ogB'+ ^g^,. 

mais  le  numérateur  n'est  autre  chose  que  S'  lui-même; 
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donc 
poly.  PQRT =  \/poly.  ABCD X  poly.  A'B'C'D' 

Remarques.  V  Ce  théorème  a  cela  de  remarquable ,  qu'il 
est  encore  vrai  quand  même  les  trois  points  P,A.',Q  on  QB'R 
ne  seraient  pas  en  ligne  droiter,  c'est-à-dire  quand  mémo 
le  polygone  PQRT  ne  serait  plus  convexe,  pourvu  toutefois 
que  ses  sommets  soient  alternativement  un  sommet  du  poly- 
gone intérieur  et  sur  un  côté  du  polygone  extérieur.  Cela 
tient  au  parallélisme  des  côtés. 

2*  Le  théorème  serait  encore  vrai ,  si  les  polygones  étaient 
remplacés  par  des  secteurs  polygonaux  a^ujettis  aux  mêmes 
conditions. 

3*"  La  démonstration  est  évidemment  la  même  pour  des 
triangles  assujettis  aux  mêmes  conditions,  c'est-à-dire  pour 
le  théorème  (64)  énoncé,  p.  416 ,  t.  II. 

Ce  théorème  sur  les  triangles  est  cité  dans  Gergone,  t.  II, 
p.  93 ,  sans  aucune  démonstration;  M.  Lilatte ,  professeur  à 
Angers ,  y  est  parvenu  par  des  considérations  trigonométri- 
qnes  ;  on  peut  en  donner  cette  autre  démonstration  :  Menant 
{fig.  8)  ce  parallèle  à  AB  ,  ainsi  que  les  autres  lignes  tra- 
cées sur  la  figure,  le  parallélisme  donne 

A'DC'=A'CC',     BTC'=B'CC',     A'EB'=A'GB'. 
Donc  DEF=A'GC    et    A'CB'=A'C"B'. 

Les  triangles  A'C'B'  et  A'GC  sont  entre  eux  comme  C  'B'  et 
CG  ;  donc  comme  les  hauteurs  des  triangles  A'C'B',  ACB  ;  ou 
enfin  comme  leurs  côtés  homologues  A'B'  et  AB.  En  outre 
A'GC  :  KGC  :  :  CA'  :  CK  :  :  a'B'  :  KG 
KGC  :  ABC  :  :  KG  :  AB. 
Multipliant  terme  à  terme,  A'GC  :  ABC  :  :  AB'  :  AB. 

Donc  A'C'B'  :  A'GC  :  :  A'GC  :  ABC , 

ou  ABC  :  DEF  ::  DEF  :  ABC  , 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 


2«  Théorème. 

Si  aux  sommets  d'an  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle 
on  mène  des  tangentes ,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères 
ainsi  construits  concourent  tontes  au  même  point. 

*iPoiir  le  démontrer,  je  remarque  que  si  deux  triangles  ont 
on  angle  égal  et  un  angle  supplément ,  les  côtés  opposés  aux 
angles  égaut  sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés  aux 
angles  supplémentaires  (ce  qui  se  démontre  en  plaçant  les 
deux  triangles  Tun  contre  l'autre ,  de  sorte  que  l'angle  inté- 
rieur de  l'un  devienne  l'angle  extéHeur  de  l'autre.) 

Gela  admis,  soit  o  la  rencontre  de  BO  et  de  HF  {fig.  9),  les 
triangles  BoF,  DoH  ont  l'angle  o  commun  et  Tangle  B  sup- 
plément de  D ,  puisque  BF,  DH  sont  tangentes  aux  extrémi- 
tés d'une  même  corde  BD.  Donc ,  BF  :  DH  :  :  Fo  :  oH. 

Soit  o'  la  rencontre  de  AC  et  FH ,  les  triangles  Fo'C,  Ao'H 
sont  dans  les  mêmes  conditions  ;  FC  :  HA  :  :  Fo'  :  o'H,  à  cause 
du  rapport  commun  ;  Fo  :  oH  :  :  Fo'  :  o'H  ou  Fo  :FH  :  :  Fo'  :FH. 
Donc  Fo =Fo'  ;  c'est-à-dire  que  les  deux  diagonales  coupent 
FH  au  même  point.  Donc  aussi  £G. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  On  peut  considérer  le  cercle  comme  base  d'un 
cylindre  ou  comme  base  d'un  cône,  et  cette  figure  comme  une 
projection  cylindrique  ou  comme  une  projection  conique.  De 
là  ce  théorème  :  Si  aux  sommets  d*un  quadrilatère  inscrit 
dans  une  courbe  du  second  degré ,  on  mène  des  tangentes  à 
cette  courbe ,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères  ainsi  for- 
més concourent  toutes  au  même  point. 

3*  Théorème. 

Si  de  deux  points  (^gr.  10)  D,D',  du  côté  BC  d'un  triangle 
ABC  quelconque,  on  mène  des  parallèles  DE,DF;  IVF, 


—  29  — 

VF  aux  deux  autres  côtés  du  triangle,  et  si  Ton  joint  un 
point  M  quelconque  du  côté  fiC  aevc  les  extrémités  de  ces 
parallèles ,  les  ieux  triangles  EM£',  FMF'qui  en  résultent 
forment  me^somme  constante  et  égale  au  triangle  CAD' 
formé  en  joignit  les  deux  points  Diy  avec  le  sommet 
opposé. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  que  si  d'un  point  M  quel- 
conque de  la  diagonale  Diy  d'un  parallélogramme  KDGiy, 
on  mène  des  parallèles  à  ses  côtés ,  il  en  résulte  quatre  pa- 
rallélogrammes,  lefdeux  KRMT,  PMSG,  qui  necotitien- 
nent  pas  la  diagonale,  sont  équivalents. 

En  eiSfet  >  ces  parallélogrammes  sont  entre  eux  comme  les 
triangles RMT,  PMS,  c-àd.  comme MRxMTrMPxMS. 
Or  le  parallélisme  donne 

MR:KD'::DR:DK}    MT.DK  ::  lyTiD'K. 

Multipliant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  et  sup- 
primant les  facteurs  communs , 

MRx  MT=rDR  X  D'T  =  MP  xMS. 

Donc  les  parallélogrammes  RMTK,  PMSG  sont  équivalents. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Cela  posé, 

EMF  =  |.EPTE'  ;    FMF  =  ipRSF'. 

Faisant  la  somme  et  remplaçant  RMTK  par  PMSG,  il 
vient 

EME  +  FMF  =  ^EGDT  +  ^FKiyF, 

somme  qui  est  constante. 

En  second  lieu, 

DAiy  =  DAK  +  DKD'  +  KAD' 

ou  DAD'=  ÎeDKE+^DGD  R+^KFF'D'. 
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Donc,  EME'+FMF=:DAD  ; 

CG  qu'il  faOait  démontrer. 

La  démonstration  serait  absolument  la  mêxie  si  le  point  M 
étaiisur  tout  autre  point  de  BC  non  intérieure  DIV.  EnGn, 
si  le  point  M  était  sur  le  prolongement  du'Mté  BG ,  ce  serait 
la  différence  des  surfaces  des  deux  triangles  MFF,  MES', 
qui  serait  constante  et  égale  à  celle  du  triangle  DAD'. 


NOTE  SUR  LES  PILES  DE  BOULETS. 

PAB  M.  GVUMXN, 

Ancien  élève  de  l'école  normale. 


Pour  démontrer  les  formules  qui  servent  à  la  sommation 
des  piles  de  boulets ,  on  emploie  ordinairement  celles  qui  sont 
relatives  aux  sommes  des  puissances  semblables  des  termes 
d'une  progression  arithmétique,  ou  bien  on  a  recours  à  la 
théorie  des  combinaisons  :  la  démonstration  suivante,  qui 
n'emploie  ni  les  unes  ni  les  autres,  m'a  semblé  plus  simple. 

Elle  est  fondée  sur  cette  remarque.  Une  tranche  de  pile 
carrée  de  ?i  boulets ,  sur  chaque  côté ,  peut  être  considérée 
comme  l'assemblage  de  deux  tranches  de  piles  triangulaires, 
l'une  de  n  boulets,  l'autre  de  n— 1  boulets  de  côté. 

C'est  ce  que  l'on  voit  facilement  en  figurant  une  tranche 
de  pile  carrée ,  et  tirant  une  ligne  droite  le  long  des  boulets 
qui  forment  la  diagonale. 

D'ailleurs,  on  le  voit  facilement  par  l'identité  suivante  : 


2 
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Car 

1+2+3+...+n=^l>?   et    i+2+Z...+n-i=/^. 

La  première  sommanest,  comme  on  sait,  le  nombre  des 
boulets  de  la  premier  tranche  de  pile  triangulaire  indiquée  ; 
la  deuxième  est  relative  à  la  tranche  de  n  —  1  boulets. 

Par  suite,  en  désignant  par  Qn  le  nombre  ^es  boulets  de 
toute  la  pile  carrée,  et  par  T» ,  T»-i  les  sommes  de  boulets 
de  deux  piles  triangulaires ,  Tune  de  n  tranches ,  l^autre  de 
n — 1,  on  aura 

Une  pile  triangulaire  de  n—i  tranches  est  ainsi  composée  : 

!'•  tranche,  1  boulet. 
2«      id.         i  +  2. 
3*      id.         1-1-2  +  3. 


(7^— !)•  tranche,  l-|-24-3-f-...+/»— I. 

Donc  t»_i=i(n-^l)+2(/i— 2)+3(/i— 3)+..  .(/i— l)(n— (n— 1)) 
=/i(l+2+3+...+»— i)— (l+2'+3»+...(/i-l)'). 

En  diangeant  n  —  1  en  n,  ou  n  en  n-^i ,  on  aura 
T»  =  (/ï+l)(i-f-2+3  +  ...  +  '»)-(l+2'  +  3'.../i-) 
=  (n+t)(l  +  2+3+...+n)  — Qn; 
d'où      Tn  +  Qn=(n  +  l)(l  +  2  +  3+...+/i). 

Remplaçant  Q»  par  la  valeur  ci-dessus ,  il  vient 

2Tn  +  Tn~i  =  («  +  l)(l+24-3+.../i). 

Ajoutons  des  deux  parts  t  +  2  +  3+  ...  w,  valeur  tfune 
7i'  tranche ,  T»-i  deviendra  égal  à  Tn ,  et  on  aura  2T«  +  Tn 


ou     3Tn  =  («+2)(l  +  2  + 3 +  .../!)  = 

«"       ^"=1.2.3 
Pile  carrée. 
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(/i4.2)(n+l)« 


• 


Q^=:T,i+l,^i 1.2.3     +     1.2.3     =^       1.2.3       * 

La  formuMl||ui  donne  la  somme  des  boulets  d*ane  pile  rec- 
tangulaire se  déduisant  fadlonent  de  la  précédente,  je  n^a- 
jouterai  rien  de  plus. 


NOTE 

sur  les  racines  infinies  des  équations. 


Je  me  propose  d'examiner  quelques  points  de  la  théorie 
des  asymptotes  rectilignes  aux  courbes  algébriques. 

Dans  Tordre  d'exposition  que  j'adopte,  il  est  utile  de  par- 
ler en  premier  lieu  des  racines  influies  des  équations  à  une 
seule  inconnue.  Je  commence  par  Fexamen  du  principe 
suivant  : 

I.  Lorsque  le  coefficient  du  premier  terme  d'une  éqtMtion , 

devient  mU ,  V équation  admet  une  racine  infinie. 

Expliquons  d'abord  quel  est  le  sens  précis  de  cet  énoncé  , 
ou  du  moins  celui  que  nous  y  attacherons. 

Les  coeflBcients  B ^  C ,  .. .. ,  sont  supposés  réels  et  déter- 
minés; le  coefficient,  A,  du  premier  terme  est  variable ,  et 
peut  recevoir  des  valeurs  aussi  petites  que  l'on  voudra ,  tant 
négatives  que  positives  :  il  sera  toujours  possible  de  donner  à 
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ce  ooefScient  A  une  valeur,  a,  assez  petite  pour  que  l'équa- 
tion a:r*  -4-  Ba?*~'  +  Cj:"*"'  +  ....=  0  ait  une  racine  réelle 
plus  grande  que  tout  nombre  déterminé  S ,  et  cette  racine 
réelle  deviendra  de  plus  en  plus  grande,  lorsque  a  diminuera 
progressivement,  en  convergeant  vers  zéro. 

C'est  seulement  cela  que  je  veux  exprimer  en  disant  : 
Lorsque  le  coefficient  du  premier Jerme  devient  nul,  V  équation 
admet  une  racine  4n finie. 

Et  par  conséquent ,  je  ne  dirai  pas  -..L'équation  A'a**4-l=î0 
a  ses  racines  infinies  quand  Â  =  0  ;  car  ces  racines  restent 
constamment  imaginaires,  quelque  petite  que  soit  la  valeur 
réelle  attribuée  au  coeflBcient  A  {*), 

La  liiéme  observation  s'applique  à  l'équation  A*j:®-f-  ^^+ 
+x' — 1  =0,  quoique  celle-ci  ait  deux  racines  réelles  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  A.  Mais  ces  racines  ne  peuvent 
devenir  aussi  grandes  que  l'on  voudra ,  car  elles  sont ,  né- 
cessairement ,  moindres  que  l'unité. 

Au  reste ,  les  conclusions  tirées  de  ces  deux  exemples  ne 
sont  nullement  en  contradiction  avec  le  principe  énoncé , 
puisque,  dans  l'énoncé  même  de  ce  principe,  j'ai  expressé- 
ment supposé  que  le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équa- 
tion considérée  pouvait  recevoir  des  valeurs  tant  négatives 
que  positives  ;  c*est-à-dire  pouvait  changer  de  signe  ;  tandis 
que,  au  contraire,  dans  les  deux  équations  prises  pour 
exemple,  j'ai  admis,  par  la  forme  môme  attribuée  au  coefiS- 
cient  du  premier  terme .  que  ce  coefficient  conserverait  con- 
stamment le  même  signe. 

Considérons  encore  l'équation  générale  du  second  degré  à 
une  seule  inconnue  Ax^  +  Bj:  +  C  =  0 ,  dont  les  deux  ra- 


C)  On  objeclera ,  peut-être ,  que  cela  n'empêche  pas  les  racines  de  devenir 
infinies  quand  A^^-O;  seulement,  elles  sont  alors  intiniment  grandes  imaginaires 

de  la  forme  a+6r—i.  Celle  manière  de  parler  peut  être  admise,  mais  je  pré- 
fére  parler  autrement. 

Ann.  i)K  Matiiém.  m.  3 
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cincs  j:',  jc!\  sont  déterminées  par  les  formules  . 
-2C  „  -2C 


B-I-I/B'— 4AG  '  B— \/f=4ÂC* 

Je  suppose  que  les  coeflBcients  invariables  B,  G,  soient 
positifs ,  et  je  donne  au  coefiBcient,  A ,  du  premier  terme  des 
valeurs  positives  de  plus  en  plus  petites.  Dès  que  Tinégalité 

B* 
A<  Yr  ^^^  satisfaite,  les  deux  racines  de  l'équation  seront 

réelles,  et  la  racine  :r"  ira  toujours  en  augmentant  pour  des 

valeurs  décroissantes  de  A ,  à  partir  de  y^.  II  est  d'ailleurs 

évident  que  Ton  peut  donner  au  coefficient  A  une  valeur  po- 
sitive assez  petite  pour  que  la  valeur  de  x"  snrpasae  tout 
nombre  donné  ^.  Enfin  »  cette  racine  x''  reste  constamment 
négative  dans  tous  les  états  de  grandeur  qu'elle  acquiert , 
lorsque  la  valeur  positive  de  A  diminue  progressivement ,  en 
convergeant  vers  zéro.  C'est  ce  que  je  conviens  d'exprimer 
ainsi  t 

L'équation'  +  Aj:*  +  Bj:4-C  =  0,  a  une  racine  infinie 
négative,  quand  le  coefficient  9+^9  ^^  son  premier  terme 
se  réduit  à  zéro. 

Si  l'on  suppose  A  négatif,  la  racine  ad'  reste  constamment 
positive  y  et  augmente  au  delà  de  toute  limite  assignable, 
pour  des  valeurs  absolues  de  A^  suffisamment  petites.  C'est 
pourquoi  je  dirai  : 

L'équation  — Êix'  +  Bor-f-  C  =  0  a  une  racine  infinie  po- 
sitive, quand  le  coefficient  — A  de  son  premier  terme-  se 
réduit  à  zéro. 

Si  le  second  terme  manque ,  l'équation  ^st  Aa:*H-C=:0.  Le 
coefficient  C  étant  supposé  positif ,  les  racines  de  l'équation 
restent  imaginaires  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  A  ; 
mais  lorsqu'on  donne  au  coefficient  A  des  valeurs  négatives , 
réquation  devient  — A j:*  +  C  =  Oî  et  si  A  s'annule,  cette 
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deroière  éqaation  a  deux  racioes  iafinies ,  Taoe  positive  et 
l'autre  négative. 

2.  Je  passe  actaellement  à  la  démoDStralion  du  principe 
général  énoncé  n"^  1. 
Je  considère  d'abord  l'équation  de  degré  pair 

dans  laquelle  le  second  terme  a  un  coefficient  négatif,  et  je 
donne  au  coefficient  A  du  premier  terme  des  valeurs  posi- 
tives indéfiniment  décroissantes. 

Bans  cette  hypothèse ,  Téquation  ne  peut  admettre  une  ra- 
cine infinie  négative  ;  car  si  l'on  désigne  par  N  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  des  coefficients  B,  G,  etc.,  les  racines  négatives 


auront  pour  limite 


-G+'> 


Mais  on  peut  donner  au  coefficient  A  une  valeur  positive 
a  assez  petite  pour  que  l'équation  admette  une  racine  positive 
plus  grande  que  tout  nombre  donné  ^,  et  si  la  valeur  de  A 
continue  à  décroître  à  partir  de  a,  cette  racine  réelle  ira  en 
augmentant. 

En  efiet ,  soit  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand  des  coef- 
ficients du  polynôme  —  Bj:*"*"'  -j-  Cj:'*""*  -f  etc.  ;  en  rempla- 
çant ,  dans  ce  polynôme ,  la  variable  x  par  f -g  4~^  ) ^oubien, 

par  une  valeur  plus  grande,  le  résultat  de  la  substitution 
sera  négatif ,  et  sa  valeur  absolue  augmentera  continuelle- 
ment avec  celle  de  la  quantité  substituée  à  x.  C'est  là  un 
principe  démontré  dans  les  Éléments  d'Algèbre.  Cela  posé , 
désignons  par  |3  un  nombre  au  moins  égal  au  plus  grand  des 

N 
deuK  nombres  -^  -f- 1  et  ^\  et ,  substituons  |3  à  a:  dans  le 

15 
premier  nombre  Aj:'** — Bj:'**~'-|-Cj:'"*"'  +  elc.  de  Téqua- 
tion*proposéc.  Ce  polynôme  deviendra  A|3'~— B^'^^'+Cp'*"" 
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+etc.,  ou  bien  encore  :  A6** —  »,  en  nommant  — «la  va- 
leur de  —  Bp'"*-'+Cp'"*-'+etc.  Et  par  conséquent,  en 
donnant  au  coeflScient  A  une  valeur  positive  a  moindre  que 

-^,  le  résultat  de  la  substitution  de  p  à  x  dans  le  premier 

P 

membre  de  l'équation  ajc*^— Rr'"'"'+Ca?**^'+etc.  =0, 

N 
sera  négatif.  Or,  si  Ton  remplace  x  par  —  + 1 ,  le  premier 

membre  de  cette  équation  devient  positif ,  et  conserve  le 

même  signe  pour  toute  valeur  plus  grande  substituée  à  x  ^ 

donc,  Féquatioti  aura  une  racine  ^'  comprise  entre  |3  et 

N 

— +  1.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'on  a  p'>9,  puisque  (3 

ce 

est ,  par  hypothèse ,  au  moins  égal  à  $. 

Il  faut  encore  observer  que  |3'  est  la  plus  grande  des  ra- 
cines positives  de  l'équation  aj:'"*— Rr'*"-'+Cjr'"*-'+....=0, 
car  le  premier  membre  de  cette  équation  reste  constamment 
positif  pour  des  valeurs  croissantes  de  je:,  à  partir  de  |3'. 

Mais  on  donnera  à  Téquation  Ax'"* — Bj:'**"' +  Cj?'"*"* 
+  ....=  0  une  racine  plus  grande  que  ^\  en  remplaçant  A 
par  une  valeur  positive  a  moindre  que  a.  En  effet ,  l'égalité 
a5'^«— Bp"^'^'+C^''"*"-'+ ....  =  0  donne  : 

a'p'8"»— B^""*-'+Cp""*-*+ ....  <0. 

D'où  il  suit  que  l'équation  aV"*— Bjc'"*"'+Cj:'**"*+....  =0 
a  une  racine  positive  supérieure  à  |3'. 

Ainsi ,  l'équation  -|-Ajc'"*— Ba:'**-'4-Ga:'"*-*-f  etc.  =  0  ad- 
met une  racine  inGnie  positive ,  quand  A  se  réduit  à  zéro. 

Si  les  valeurs  décroissantes  attribuées  au  coefficient  du 
premier  terme  sont  constamment  négatives,  l'équation  prend 
la  forme  : 

—  Ajc"'*—  Bjc'*"-^  +  Cjc'"*"'+  ....  =0 , 

et  ses  racines  positives  ont   nécessairement    pour    limite 
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Itf  • 

-  4~  ^  •  Dans  ce  cas  f  il  sera  possible  de  donner  à  A  une  va 

o 

leur  a  aa^ez  .petite*  pour'  que  l'équation  ait  Une  racine  néga- 
tive —  Çl  plus  grande ,  en  v^flenr  absolui^,  que  tout  nombre 
négatif  —  ^  assigné.  Et*  la  valeur  ^c  ^  ira  en  augmentant 
à  mesure  que  a  deviendra  plus  pettf»  En  «d'autres  termes  : 

L'équation  —  Ax'?—  Rr'"'-'-f-  Cj:^"^4-:.. .  =  0  aura  une 
racine  inânie  négative',  lorsque  A= 0.     *  . 

Le  raisonnement  «est,  dans  lie  second' caç,^  ci^tiérémén't 
semblable  à  celui  du  premier.  '        *  .         •* 

La  même  analyse' s'applique ,  san^  aucune  modification  : 

!•  Aux  équations  de  degré  pair  ±:Àj:'"*+Bj:'"*-'+....*=0  , 
dont  le  second  terme  a^un  coefficient  positif,  puisqu'il  suffira} 
pour  rendre  ces  deux  nouvelles  éqûatipns  identiques  «avec 
les  drax  premières,  de  changer  les  signes  tle;tous  leurs 
termes. 

2*  Aux  équations  de  degré  impair  ±:Aj:'**"'±Bx''^'+... 
=0.  Car  si  l'on  introduit  dans*  ces  équations  lAifi/acinc 
nuUe,  en  multipliant  Ions  leurs  termes  par  a: ,  eller  prendront 
la  forme  des  équations  déjà  considérées. 

3.  Pour  compléter  la  démonstration,  il  reste  encore  à 
examiner  les  équations  privées  de  leur  second  terme. 

Je  prends  pour  exemple  l'équation  Aj:'""+Fj:*"-f  Hj:"-!- 
-|-  ....  =0-,  de  degré  pair  ,.et  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  a;.  Le  second  ter^e  manquant ,  je  suppose 
que  le  premier  des  termes  à  coeflBçient  invariable^  -f  Tj:*", 
soit  positif  et  d'un  degré  jpaîr., Puis,  je  donne  au  coefficient 
A  du  premier  terme  des  Valeurs  indéfiniment  décroissantes , 
mais  positives. 

Le9i.racines  {)ositives  ou  négatives  des  équations  détermi- 
nées de  cette  manière ,  pe  peuvent  devenininfinies/car  elles 

'     N  ' 

resteront  moindres  que  ^.+  l ,  en  désignant  par  N  la  va- 


lear  çibsolae  8a  plus  granc)  des*  coefficients  invariables  de  ces 
équations.  .    »       •  ^  ., 

Maïs ,  A  Ton  donné  an  coefficient  A  des  valeurs  négatives 
convergentes  vers  i^ro,  réqyalioij -^Ajj^'^+Fj^'^+Aa:^ 
4- ....  =  Ô ,  aâra.^  pour  jdes  valeurs  de  A  suffisamment  pe- 
tites, ime  racine  po^tive,  et  une  racine  négative,  toutes 
deux  plus  grande^^ / en  Valeursr  absolues,  que  des /ibnilires 
^pjelconques  désignés ,'  et  Ces  racines  iront  en  augipentailt 
pour  d^  valeurs  décroissantes  de  A.  C'est  ce  qui  résulte 
évi'demipènt  de  l'analyse  du  n*»  2  (  p.'  36-36)  » 

Lorsque'^A.  s'aïmule  ^  ?équa|ion  —  Aj:'"'4-  Fj:'"-}-  . . . . = 0 
fi  donc  deux  racines  infinies ,  Tun^  positive ,  et  l'autre 
B^ative.. 

Le*pfèmiet  des  fermes  à  coefficient  invariable  peut  être 
de  degré  impair,  comme  dans  l'équation 

A4:'"'+Fjc'^' +  Ha:''+ ....  =  0. 
Alors^  la  démonstration  donnéç  n""  2 ,  pour  les  équations  dont 
le  second  tarmo  n'est  pas  nul ,  s'applique  inunédiatemont. 
Par  consé({uen  i ,  lorsque  A  =  0 , 

L'équation 

+  Aj:'*'*+F.r*'*-  +  Ha^+  ....  =  0. 

a  une  racine  infinie  négative ,  et  l'équation 

—  A:r:"~  +  Fa?'"-'  +  Hô^  +  ....  =  0  , 

une  racine  infinie  positive. 

Toute  équation  privée  de  second  terme  se  ramène  à  l'une 
des  qiïatre  formes  d'équations  déjà  considérées ,  par  un  chan- 
gement de  signe 'dans  tous  les  termes,  ou  bien ,  en  introdui- 
sant une  racine  nulle.  Ainsi ,  dans  tous  les  cas  : 

L'équation'à  unç  seule  inconnïie 

Aar\Bx''+Gx^+  ....  =  0 
admet  au  moins  une  racine  réelle  infinie ,  quand  le  coefficient 


da  premier  terme,  supposé  variable  et  susceptible  de  chan<« 
ger  de  signe ,  se  réduit  à  zéro. 

rajoaterai-encore  quelques  mots  sur  deUx  rafsoujiemenls 
très^mpks ,  au  moyen  desquels  on  a  touIu  établir ,  sans 
aucune  restriction,  le  principe  que  je  viens  d'examiner. 
Quelque  facile  que  soit  la  réfutation  d^ces. raisonnements^ 
elije  ne  peut  être  déplacée  dans  un  article  qui  s'adresse  uni- 
qnenient'  à  des' commençants. 

La  première  des  démonstrations  dont  je  veux  parler  con- 
siste à  nttetlre  d'abord  Téquation  proposée 

B       C 
soûs  la^ forme  A  +  -  +  — +  ....  =  0.  Puis,  oa  fait  obser- 

B       C 
ver  qile«i  A==0,  la  fonction  A+  -^-h  -—  +  eto.  est  corfver- 

gente  vers  zéro,  pour  de  très-grandes  valeurs  de  x ,  et  s'âp- 

Bulé  quand  ^j:  devient  infini.  7- Or,  la  fonction  qu'il  s^ag[ii 
•  *  *  •'  ^      «        •  " 

B      C  .         •         .  % 
d'abnnler   nést  ^s  A  +  -  +  — •+etc.,  majs  le  produit 

X        X     m  •  .  '  *      -      .      # 

(B      c  \  * 

A  +  -  +-^  +  ....  )  x.*".  Si  Je  premier., facteur  es^  tîônvçi'- 
XX  .  /  ^  ■     ■  .       ,+ 

gent  vers  lEéro  pour  de  très-grandes  valeurs  tle  x^  par  cela 
même,  le  second  facteur  x"^  se  rapproche  de  TinOili;  et  jus- 
que-là, on  ne  peut  rien  conclure  pour  la  vateur*du  produite 
L'autre  raisonnement  n'est  guère  plus  concluant.'  'Dan^ 

celui-ci ,  on  remplace  xpar- ,  il  vient  :    ' 
ABC  „ 

faisant  disparaître  les  dénominateurs ,  on.  a*  : 
A  +  BjK  +  Cy  +  etc.  =0. 
Cette  dernière  équation  admet  "une  racine  miU»,  quaind 
A  =  0  f  et  de  là  x^  x  .^JKEais,  la  foActioli  de  y  qu'il  faut 
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annuler,  est  maintenant  le* produit  (A+B^+Cy+....)  X  -a- 
£t  Fobjeetion  reste  la  même.    G.    {La  mite  prochainement,) 


QUESTIONS  PROPOSEES. 

.*  

0. 

80.  Théorème.  Une  parabolç  ayant  un  foyer  fixe,  et  pas- 
sant par  un  point  déterminé  :  le  lieu  du  sommet  est  une  épir 
cycloïde  engendrée  par  Iç  point  d'une  circonférence  roulant 
sur  une  circonférence  Se  même  rayon  (CAa$/e). 

81 .  Construire  la  courbe  donnée  par  l'équation  polaire 
p  =  tang(p.  lit  démontrer  que  la  polaire  de  cette  courbe,  re- 
lativement'à^Àn  cercle,  est  une  seconde  courbe  ég^le  à  la 
pregiière.  .  ,,  . 

82.  Héi^udrç  «t  discute)*  Téquation 

Afin  de  biéti  faire  comprendre  quelle  est  ici  la  quesVon 
proposée  ,  il  suffira  de  rappeler  en  peu  dé  mots  ce  que  l'on 
trouve  dans  les  Traités  d'Algèbre,  au  sujet  de  la  réi^olution 
des  équation^  irrati6nnelle$.  On  fait  disparaître  les  radi- 
caux; puis  on  observe  que  Téqaation  rationnelle  ainsi.obte- 
tenue  doit  avoir  parmi  ses  racines,  non-seulement  celles^de 
Féqùation  proposée,  mais  encore  les  racines  de  toutes  les 
équationa.  irrationnelle»  qu'il  est  possible  de  former,  en  pre- 
nant chaque  radical  avec  toutes  ses  déterminations  algébri- 
ques.   Ôr ,    en   opérant  de  cette   manière  sur  l'équation 

-f  \/i  +  X  +  \/i  — ir  =  1 ,  on  parvient  à  l'équation  jc^.f=    , 

4 

dont  lea.racinçs  sont  ±:  -  1^3.  '  Aucune  de  ces  deux  valeurs 

ne  peut  convenir  à  i-équation  proposée,  car  il  est  évident  que 
l'éqpatioh  -^  J/l  +  a:  +V/ 1  —  x  =  1  ne  peut  admettre  une 
racine  réelle..  C'est  ce  que  l'on  propose  d'oxpliuer. 
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RECHERCHE 


RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES, 

PAR  M.  VXtStSK, 

Docteur  es  sciences,  professear  aa  collège  de  Strasbourg, 

ET 

M.  AUGUSTE  BmJkBÉaÉBRB, 

Professeur,  licencié  es  sciences  physiques  et  mathématiques. 


Note.  La  dénomination  de  racine  complexe^  introduite  par 
M.  Gauss ,  sert  maintenant  à  désigner  une  racine  imaginaire 
dont  les  denx  ooeflScients  réels  sont  commensurables.  Dans 
un  beau  Mémoire  sur  la  théorie  des  nombres ,  M.  Dirichlet  a 
donné ,  pour  trouver  les  racines  complexes ,  une  méthode 
entièrement  identique  à  celle  qui  est  en  usage  pour  les  ra- 
cmes  réelles  commensurables.  Nous  devons  ce  renseignement 
à  l'obligeance  de  M.  LAesgue ,  professeur  à  la  faculté  des 
sciences  de  Bordeaux.  Cet  arithmologue  distingué  {*)  nous 
promet  d'enrichir  prochainement  les  Annales,  de  démonstra- 
tions élémentaires  des  principales  propositions  de  M.  Di- 
richlet. Les  éléments  finiront  par  admettre  la  nouvelle  mé- 
thode ,  dont  celle  qu'on  pratique  n'est  qu'un  cas  particulier. 
En  attendant,  l'importance  de  la  matière  nous  engage  à  pu- 
blier ce  que  nous  avons  reçu  à  ce  sujet ,  il  y  a  un  mois  ^  de 


(')  Nous  hasardons  cette  expression  qui  parait  propre  à  désigner  le  petit 
nombre  d'esprits  éminents  qui  font  faire  des  progrés  à  la  plus  difficile  des 
branches  du  calcul,  à  la  théorie  des  nombres,  où  il  reste  encore  tant  de  terrains 
à  défricher. 

Aun.  de  Mâthjîu.  III  ^ 
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M.  Deladéréere  et,  récemment,  de  M.  le  professeur  Findc. 
Noos  réanissons  les  deux  notes  en  une  seule.  Tm. 

1.  Définition,  Une  expression  imaginaire  ât+6|/^— i,  où 
aeib  sont  des  nombres  entiers ,  est  divisible  par  le  nombre 

entier  d,  lorsque  dans  le  quotient  a'+6'l^— 1 ,  a!  eiV  soai 
des  nombres  entiers.  (DI) 

2.  Proposition  I.  a  et  b  étant  des  nombres  entiers,  si 
a  +  bXZ—i  est  divisible  par  <2,  il  faut  et  il  sufiBt  que 

-  et  ~  soient  des  nombres  entiers.  (D.) 
a       d 

'.  3.  Proportion  IL  Si  un  nombre  premier  p  divise  un 
produit  U+6V/^)  (^x'+ft'KIT)  ,  où  a,b,  a\V  sont  des 
nombres  entiers  ;  et  sip  divise  seulement  Tun  de  ces  nombres  •. 
alors  p  divise  nécessairement  le  facteur  où  ce  nombre 
n'entre  pas. 
DémonstraHm.  On  a  (tf +  ft\/=n)(^/+y\/^)  = 

aa'—  bb'+  {ab'+  bd)  V/^  =  c  +  cî  V^^l  ;  il  faut  donc 

que  p  divise  c  eid  (1)  ;  supposons  encore  que  p  divise  V 

,     ^       C'\^bU    d—aU  ad    bd 

sans  diviser  a  ;  îdonc ,  ,  ou  bien  — ,  —  sont 

P  P  P      P 

a       b 
entiers  ;  mais  p  est  premier  avec  d  ;  donc  -  et  -  sont 

des  nombres  entiers.  C.  Q.  P.  D.  (D.) 

4.  Proposition  III.  Tout  nombre  premier  p  qui,  dans  un 
produit  tel  que  {a^'by—i){d+b'\/^){d'W\/^).... 
divise  seulement  dans  chaque  facteur  l'un  des  deux  nombres 
entiers  a,  b;  d^  b'  ;  d\  6"  ; ne  divise  pas  le  produit. 

Démonstration,  Ce  produit  peut  se  mettre  sous  la  forme 
U+6V/— l)  (P+Q\/— l)  ,  où  P  et  Q  sont  des  nombres  en- 
tiers ;  donc  si  ce  produit  était  divisible  par/? ,  le  même  nom- 
bre premier  devrait  diviser  P + Q  V/—  1 ,  car  />  ne  divise  que 


^  k3  — 

Vxm  des  deux  nombres  a ,  6  (3)  ;  de  même ,  P  +  Q  l^—  1  = 

(a'+f/l/Z;ï)(p"4-Q"J/^^;  par  le  même  raisonnement, 

]» devrait  diviser P'+Q"(^—i  ;  en  continuant,  on  parvien- 
drait à  démontrer  que  p  devrait  diviser  Tun  des  facteurs  du 
prodoit  ;  ce  qui  est  impossible.  Donc,  etc.  (D.) 

5.Z>^/!nt7ion.  Un  nombredelaforme  a+6\/ — 1  est  dit 
nombre  complexe  entier^  lorsque  a  et  b  sont  des  nombres 
entiers  ;  si  a  et  6  ne  sont  pas  des  nombres  entiers ,  le  nombre 
est  complexe  fractionnaire.  (D.) 

6.  Proposition  IF.  Soit  l'équation  j:*+tf,j:*~'+a,a:*^+ 

^  s  0  (1)  ;  les  coefficients  tf< ,  ^i  9 ^  étant  des  nombres 

complexes  entiers^  l'équation  ne  peut  admettre  des  racines 
complexes  fractionnaires. 

Démonstration.  Supposons  que  l'équation  (1)  ait  une  racine 

complexe   firactionnaire  de   la   forme  7-4--  K— 1;  %.  - 

b      e  0    e 

peuvent  être  suiqposés  irréductibles  ;  soit  d  le  [dus  grand 

c(»iimun  diviseur  de  6  et  e  ;  de  sorte  que  l'on  ait  6  =  dV*^ 

es=zde'i  V  eie'  seront  des  nombres  premiers  entre  eux.  Donc 

T  +  -  V^  —  1  = ^r^ (2)  ;  soit  p  un  nombre  pre- 
mier facteur  de  6'  ;  p  divise  donc  cb'  ;  il  divise  aussi  b  ;  donc 
il  ne  divise  pas  a ,  puisque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux  ^ 
et  par  une  raison  analogue,/?  ne  divise  pas  e'  ;  par  conséquent 
le  second  membre  de  Tidentité  (2)  est  aussi  un  nombre  com- 

plexe  fractionnave.  Donc  aussi  ^: -^rn — ^est  un  nom- 
bre complexe  fractionnaire  (Prop.  III). 


dUé 
réqoalion   (1)  et   multipliant   par  {dVéJ^\  on  déduit 


Or  en  substituant -rrri à  la  place  de   x  dans 
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(ff:±£^»^E^  =  M  +  NK=:ï,  où  M  et  N  sont  des 
due 

nombres  entiers  \  éqaation  impossible ,  puisque  le  premier 
membre  est  un  nombre  complexe  fractionnaire.  Donc  l'équa- 
tion n'a  pas  de  racine  complexe  fractionnaire.  (D.) 

7.  Problème  I.  Étant  donnée  l'équation  ^„j:'*+a,j:*~'+ 

a^x"""' ^«  =  0,  où  les  coefficients  a^,  a,,  a, sont 

des  nombres  complexes  quelconques,  trouver  les  racines 
complexes? 

Solution,  En  chassant  les  dénominateurs,  on  peut  tou- 
jours ramener  l'équation  à  une  autre  dont  les  coefficients 
sont  des  nombres  complexes  entiers  ;  nous/(upposerons  donc 
de  suite  que  les  coefficients  a^^a^^a^ an  sont  des  nom« 

z 
bres  complexes  entiers  ;  faisons  x  =  —  ^  et  chassant  les  dé- 

nominateurs,  on  obtient  une  équation  en  z,  oùz*^a  pour 
coefficient  l'unité ,  et  dont  tous  les  autres  coefficients  sont  des 
nombres  complexes  entiers  ;  conséquemment  l'équation  eus 
ne  peut  admettre  que  des  racines  complexes  entières  (Pro- 
pos, ly  )  ;  le  problème  est  donc  ramené  à  trouver  les  racines 
complexes  entières.  (D.) 

8.  Problème  IL  Étant  donnée  l'équation  û^j7'*+^,j7*-'-|- 
û5,x***^+ ^n  =  0,  les  coefficients  sont  des  nombres  com- 
plexes entiers  ;  trouver  les  conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire une  racine  complexe  entière. 

Solution%x=za-{'by — 1  ;  a  et  6  étant  des  nombres  en- 
tiers ;  on  a 

-}-^n-i  {a-\*b\/-^\  )  +an  =  0  } 
d'où 

a+bV^i. 


—  45  — 
Le  premier  membre  est  un  nombre  complexe  entier  ; 
donc  an  est  divisible  par  a-^-b  )/—  1  ;  et  par  conséquent 
an{a — b]/ — l)  est  divisible  par  a*  +  6'  ;  ainsi  le  dernier 
coefficient  mnltiplié  par  a — bl/ — 1  doit  être  divisible  par  le 
carré  du  modale  ;  première  condition  ;  désignons  le  quotient 
parc+rfV/^;  on  en  déduit 


—  C  —  dv — 1  —  an^i 


a  +  b\/—i 


Ainsi,  le  premier  quotient  augmenté  do  coefficient  ^.| , 
et  multiplié  par  a^bV — 1 ,  doit  être  divisible  par  le  carré 
da  module  ;  seconde  condition  ;  et  ainsi  de  suite  ;  la  dernière 
0(Niditi<m  est  que  le  dernier  quotient  çpit  égal  à — a^;  condi- 
tioDS  qui  existent  aussi  pour  les  racines  réelles  entières  ; 

mais  alOTS  b  étant  nul,  la  multiplication  par  a  —  b  \/ —  1 
devient  superflue.  On  démontre  aussi ,  comme  pour  les  racines 
entières  réelles ,  que  si  ces  conditions  existent ,  la  quantité 
essayée  est  racine.  (D.)  (V.  t.  II ,  p.  523.) 

9.  PrapofiHon  r.  Dans  tout*  équation  de  la  forme  (/j:)= 

x*  +  tf,x"^  +>.a:*~*+ ^  =  0,  où  tf,,  a an  sont 

des  coefficients  quelconques,  le  plus  grand  des  modules 
des  coefficients,  augmenté  de  1,  est  une  limite  supérieure  des 
modules  des  racines  imaginaires. 

Démonstration.  En  efTet,  soit  G  ce  module  maximum  ;  le 
module  iefx  n'est  jamais  moindre  que  celui  de  x'* — ^Cj:*"' — 

Cx*-  — —  Co:  — C;   or,  C  +  1    rend   x*>C:c'*"'  + 

Cx**^  + Cx  +  C  ;  donc ,  toute  valeur  de  x  dont  le  mo- 
dale n'est  pas  inférieur  à  C+1 ,  ne  saurait  annuler/ (j:)  ;  donc 
C  4-1  est  une  limite  supérieure  des  modales  des  racines  ima- 
ginaires. (F.) 
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10.  Problème  III .  Trouver  les  racines  complexes  eatièrei    1 
d'nne  éqaation. 

Solution.  Soit  l'équation  ^o'^*+^,jc'^  +  ^x,j:*^+ +  \ 

^z«»  =  0;  a^  a,  sont  des  nombres  complexes  ratim.  ^ 

Soit  C  + 1  le  pins  grand  module  des  coeflBcients;  on  coud-  ^ 

dère  tous  les  diviseurs  de  a%{a^b\^ — l)  compris  entre  0  i 
et  (C  + 1)^  On  rejette  les  diviseurs  qui  ne  peuvent  sedéooDEe  < 
poser  en  la  somme  de  deux  carrés  ;  soit  D  un  diviseur  coin-  ] 
pris  entre  0  et  (G  +  1)'  et  étant  la  somme  de  deux  carrés  i 
fit'  +  i%  il  y  aura  à  essayer  les  quatre  valeurs  a^b  K— 1  ; 

—  a+bV^i  è+aV/HTj  — 6+a\/^;  ce  même 
essai  suffit  aussi  pour  les  conjugués  de  ces  nombres.  {V). 

11.  Propoêition  VI.  a+b\/^^i  n'est  pas  racine  com- 
plexe entière  de  f{x)  =  0 ,  1*  si  (^ — 1)* + 6*  ne  divise  pas 

/(l);2»si  (tf+iy  +  i"  ne  divise  pas /(—l);  a**  si**  ne  di- 
vise pas  f(a). 

Démonstration.  Sia-^b  K— -1  est  une  racine  oomfdeie 
entière ,  on  a  l'identité/ (a:)  =  (x^ —  2ax+  a'4-  b^)fx  ;  tous 
les  coefficients  de  <^x  sont  entiers;  faisant  dans  cette  identité 
successivement  x=i,  x:^  — 1,  x=say  l'on  obtient 

/(I)  =  ((a-l)-+6»)cp (1)  ;  /(-1)=  ((a+  !)>+&») <p  (-1)5 
fa  =  6«^(a)  ;  C.  Q.  F.  D.  (F.) 

12.  Exercice: 

(2  +  |/IIl)a:5  +  (l~2\/in[):c4-«(41  +  37V/^n):c5-- 
— (213— 93\/^V+(l45Hl05k^)a>f350— 50K-^=0. 
Les  racines  ^nt 

l+(/Zi.   •-a+WCT;  — 4-.3\/^;   2k^i  5    (D.) 
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Réclamation  au  sujet  d^un  article  des  Annales^  relatif  aux 
racines  commensurahles. 

M.  Finck  nous  écrit  que  la  méthode  sur  les  racines  com- 
mensurables  (t.  II,  p.  523)  est  déjà  expliquée  dans  son 
Algèbre,  publiée  en  1839. 


THÉORÈME 
SUR  LE  PRODUIT  DE  DEUX  POLYNOMES. 

D'après  M.  Gauss  ('). 


A          B           C 
Lbmme.  La  somme  -^  +  -^  +  ^^^  + est  toujours 

ikactiomiaire,  ayant  o?  comme  facteur  au  dénominateur 

conunun;  on  suppose  A,  B,G a^  b,  c des  nombres 

mtiers  premiers  avec  le  nombre  entier  a.  Les  exposants  de 
a  sont  entiers  et  positifs. 

Démonstration.  Réduisant  au  même  dénominateur,  on 
obtient 

Abc +  aiBac +  a^Cab + 


aFabc. 


Or ,  le  numérateur  n'est  pas  divisible  par  ce ,  donc  le  fadeur 
a'  reste  au  dénominateur. 

Théorème.  Le  produit  de  deux  polynômes ,  ordonnés  sui- 
vant la  même  yariable,  à  exposants  entiers  et  positifs,  à  coef- 
ficients réels,  mais  pas  tous  entiers,  donne  un  troisième 
polynôme,  dont  les  coefScients  ne  sont  pas  tous  entiers  ;  on 

(*)  DisqaUitiones  arithmelicœ ,  sect.  i ,  $  42. 
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suppose  que  les  coeflicieuts  de  la  plus  haute  puissance  de  la 
variable  dans  les  deux  polynômes  sont  égaux  à  Fonité. 
Démonstration.  Soient  les  deux  polynômes 

j:'  +  A^-"  +  A.o:'-'  + ArJ:^  + (P) 

x'  4-  B.a:«-'  +  B,a:«-  + B,:c«-  + (Q) 

peiq  sont  des  nombres  entiers  positifs  ;  r  n'est  jamais  supé- 
rieur hp^  ni  s  supérieur  à  ^.  Les  coeflBcients  A, ,  A,,  A, 

B, ,  B, ,  B, sont  réels ,  mais  tous  ne  sont  pas  entiers. 

Soit  a  un  nombre  premier  facteur  d'un  des  dénominateurs 
qui  se  trouvent  dans.  (P)  ;  réunissant  tous  les  termes  où  oe  est 
à  la  plus  haute  puissance,  et  parmi  ces  termes  prenons  celui  où 
j:  a  le  plus  haut  exposant  ;  soit  t  la  plus  haute  puissance  de 

N 
a  et  p — r  le  plus  haut  exposant  de  j:  ;  de  sorte  que  Ar  =  -j—  ; 

N  et  M  étant  des  nombres  entiers  premiers  avec  a  ;  dans  tous, 
les  termes  qui  précèdent  Ar,  a  sera  élevé  à  une  puissance 
moindre  que  t  :  et  dans  ceux  qui  suivent,  a  ne  pourra  avoir  un 

exposant  supérieure  t  -,  dans  le  polynôme  -^ ,  le  coefficient  du 

premier  terme  est  -  ;  ainsi  il  y  a  au  moins  un  coeflScient  qui 
a  a  comme  facteur  au  dénominateur.  Soit  <i[  la  pins  haute 
puissance  de  a  qu'on  rencontre  dans  - ,  et  q — s  le  plus  haut 

exposant  de  x^  où  cette  rencontre  a  lieu  ;  on  aura  donc 

B  N' 

JL  =  —--^  ;  M'  et  N'  sont  des  nombres  premiers  avec  a  ; 

a  a  M 

dans  les  termes  précédents ,  a  s'élève  à  une  puissance  moin- 
dre que  t' et  ne  surpasse  pas  ^  dans  les  termes  suivants  ;  dans 

le  produit  des  polynômes  P.~,  on  obtient  d'abord  le  terme 

GC 

t+tfn^-^n  7  coeflScient  de  j:**"^*^"*,  et  t+t'  n'est  point  infé- 
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rieor  à  2.  Pour  avoir  les  autres  coeflBcients  qui  répondent  à 
Ja  même  puissance,  il  faut  prendre  un  terme  qui  précède 
3*^  et  le  multiplier  par  un  terme  qui  suit  j?'"*"  et  mce  versa  ; 
donc  dans  ces  coeflBcients ,  a  s'élève  à  une  puissance  moindre 
qae^  +  ^;  et,  en  vertu  du  lemmc,  la  somme  de  ces  coef- 
ficients renferme  a^"^"  comme  facteur  au  dénominateur  ;  donc 
dans  le  produit  P.Q ,  la  puissance  a'+*'~'  entrera  comme  fac- 
teur dans  le  coeflScient  j:'*+«"*-*  ;  donc,  ce  coeflScient  est  frac- 
ticnmaire.  G.  Q.  F.  D. 

Observation.  La  même  démonstration  s'applique  aux  po- 
lynômes dont  les  coeflBcients  des  premiers  termes  ne  sont  pas 
égaux  à  l'unité,  pourvu  que  tous  les  coeflBcients  de  Q  ne 
soient  pas  divisibles  par  a^ 

Corollaire.  Le  théorème  subsiste,  sous  les  mêmes  condi- 
tions, pour  un  nombre  quelconque  de  polynômes,-  et  par 
conséquent  pour  des  polynômes  égaux.  Donc ,  un  polynôme 
à  une  variable ,  ayant  un  ou  plusieurs  coeflBcients  fraction- 
naires, étant  élevé  à  une  puissance  entière  positive ,  donne 
pour  résultat  un  polynôme  ayant  au  moins  un  coeflScient 
fractionnaire.  Tm. 


THÉORÈME 
SUR  LA  DIFFÉRENCE  ENTRE  L'ARC  ET  SON  SINUS , 

D'après  Pappus. 


Théorème*  La  différence  entre  un  arc  du  premier  qua- 
drant et  son  sinus  est  moindre  que  le  double  du  carré  de 
l'arc  divisé  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Démonstration.  Faisant  le  rayon  égal  à  un ,  représentons 
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la  longaenr  de  l'arc  par  a,  de  sorte  qae  ââ(<7r;  on  a  les 
inégalités  soivantes  : 


a<tanga                (1), 

coi.a>^~a            (2) 

acosa<Csina 

cosa>^^— /x  jsina 

acos'a<8inacosa 

(-— a  jsin'a<sinacosfl 

a—asiv?  a<Csm  acosa 

asia^a^a—smawsai 

donc 

asWa 

a—sinacosa 
sin^xcosa    ' 

(:-<.)*■ . 

TT 

S         ^    sin^zcosa 
^2      ^a— sinacosa' 

-^    ^            a 

2a       a— sinacosa 

2a*  2a* 

Ainsi  a — $inacos^<C —  et  à  fortiori  a— sina< — . 

Observation  L  On  parvient  à  ce  théorème  en  écrivant  en 
caractères  algébriques  la  proposition  XY  (théorème  XIY) 
du  5^  livre  de  Pappus  ;  cette  proposition  n'est  autre  que 
l'inégalité  (3) ,  que  Pappus  énonce  ainsi  :  Le  rapport  de  l'aire 
d'un  secteur  à  Taire  de  son  segment  est  plus  grand  que  le 
rapport  de  l'angle  droit  à  l'angle  du  secteur.  C'est  ce  qu'il 
démontre  par  des  considérations  géométriques. 

> 
6 
(t.  II ,  p.  216  ;  ;  cette  limite ,  moindre  que  celle  de  Pappus , 

est  par  conséquent  préférable. 

Observation  III.  Lorsque  a  est  compris  entre  ^  et  ir,  on  a 

2a* 
a  < — ,  et  alors  la  limite  de  Pappus  est  intuitive. 


Observation  IL  Les  séries  donnent  pour  limite  a — sin  a<  - 
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ObservatUm  IV.  Pappns  se  sert  de  cette  même  proposi- 
tion XV  pour  démontrer  celle-ci  :  Si  nne  demi-circonférence 
et  on  arc  de  cercle  sont  de  même  longueur,  l'aire  du  demi- 
cercle  est  plus  grande  que  Taire  du  segment  formé  par  Tare 
et  sa  corde  (prop.  XVII  du  liv.  5). 

Observation  V.  Pappus,  auteur  du  quatrième  siècle ,  ne 
connaissait  pas  nos  lignes  trigonométriques.  On  doit  les  sinus 
et  sinns-verse  à  Mohammed-ben-Geber^  de  Batan  en  Méso- 
potamie ,  auteur  arabe  du  neuvième  siècle ,  surnommé  Alba- 
tegnius,  et  mort  en  928.  Les  tangentes  et  cotangentes  ont  été 
introduites  par  Mohammed-ben-Yahya,  prince  de  Syrie ,  au- 
teur astronome  du  X^  siècle  connu  sous  le  nom  de  Aboul- Wéfa, 
le  même  auquel  on  voulait  attribuer,  il  y  a  quelques  années, 
la  découverte  de  la  variation^  inégalité  lunaire  ;  assertion 
détruite  récemment  par  M.  Munk ,  orientaliste  distingué  et 
par  l'illustre  M.  Biot,  de  l'Académie.  L'emploi  des  sécantes  est 
dû  à  Joachim  (Georges),  surnommé  Rhéticus,  né  à  Fcldkirk, 
dans  le  pays  des  Grisons  (Rhetia),  le  16  février  1514, 
mort  en  Hongrie  le 4  décembre  1576;  mais  son  ouvrage, 
Opus  palatinum  de  triangulis^  n'a  paru  qu'en  1596.      Tm. 


GRAND  CONCOURS.  (Année  1843.) 
Exposer  (Tune  manière  concise  la  théorie  des  racines  égales 
et  la  méthode  qu'on  en  tire  pour  mener  les  tangentes  aux 
courbes  algébriques, 

PRIX   D'HONNEUR. 

VA.WL  M.  ROGER  (ÉMZJbCXiOVXS), 

né  le  29  avril  1825  à  Nîmes  (Gard).  Institution  de  M.efe  Reusse, 
Collège  royal  Saint-Louis,  professeur  M.  Vincent, 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Théorie  des  racines  égales. 
Soient  â(,  6,  c...  les  racioes  d'une  équation  algébrique 
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/{x)  =  0  :  on  sait  qne/(j:)  sera  le  prodait  des  factears  binô- 
mes (:t: — a),  {x — é),  (x — c).,.;  en  sorte  que  l'on  aura 

f{x)  =  N(x  —  a)  {x—b)  ix—c)..., 

(N  étant  lecoeflBcient  du  premier  terme  de  cette  éqaafion). 
Il  peut  arriver  que  les  racines  a^b^  c...  ne  soient  pas  toutes 
diflerenfes  entre  elles  ,*  ainsi  la  racine  a  pourra  se  trouver 
répétée  n  fois ,  la  racine  é,  p  fois...  :  on  dit  alors  que  f[x) 
admet  n  racines  égales  ka^  p  racines  égales  à  &...;  et  on 
peut  écrire/(x)  sous  la  forme 

expression  qui  s'applique  aussi  en  particulier  au  cas  des  ra- 
cines simples,  en  faisant  »  =  1 ,  je?=  1 ,  etc. 

Gela  posé ,  l'objet  de  la  théorie  qui  nous  occupe  consiste 
principalement  à  ramener  une  équation  qui  admet  des  racines 
égales ,  à  un  système  d'équations  tel  que  chacune  d'elles 
n'admette  plus  qae  des  racines  simples ,  et  que ,  en  supposant 
le  système  résolu,  on  puisse  en  conclure  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée,  chacune  avec  leur  degré  de  multiplicité. 

Ainsi,  soit  X,  le  produit  des  facteurs  simples  de  f{x)  ou 
X  9  X,  le  produit  des  facteurs  doubles,  mais  élevés  chacun  à 
la  première  puissance,  X,  le  produit  des  facteurs  triples, 
mais  élevés  chacun  à  la  première  puissance...;  alors  on  aura 

A.  =2  A-i  A,    A.|  Jx^  * .  • 

Il  s'agit  d'obtenir  isolément  chacun  des  facteurs  X,,  X,... 

Première  méthode.  Cette  méthode  découle  naturellement  de 
la  forme  de  l'équation 

/(jr)=N(a:— ûrcar  —  ô)"  (a:  — c)«... 

On  voit  en  effet  que  si/(a:)  admet  une  racine  a  au  degré  n  de 
multiplicité,  ce  polynôme  devra  être  exactement  divisible  par 
(x  —  ay.  D'après  cela ,  pour  découvrir  cette  racine ,  il  faudra 
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effectuer  la  division  de /(x)  par(j:— a)**,  comme  si  a  était 
connu  ;  on  écrira  ensuite  qne  le  reste  de  la  division  est  iden- 
tiqaement  nul.  Comme  ce  reste  sera  ordinairement  du  degré 
(»— 1)  en  j:,on  obtiendra  ainsi  n  équations  de  condition 
entre  a  et  les  coefficients  de  l'équation  proposée.  Soient 
A=0,    B=0,    C=0..., 

ces  équations  de  condition  ;  toute  ^valeur  |de  a  qui  annulera 
à  la  fois  tous  ces  polynômes  sera  au  moins  n  fois  racine  dans 
f[x).  Il  faudra  donc  chercher  les  solutions  communes  aux 
polynômes  A,  B,  G...,  considérés  comme  fonctions  de  a\ 
le  plus  grand  conmiun  diviseur  D  entre  tous  ces  polynômes 
contiendra  toutes  les  racines  qui  entrent  dans/(  j:)  au  degré 
n  de  multiplicité  ^  ou  à  un  degré  supérieur. 

Cette  dernière  indétermination  vient  compliquer  la  mé- 
thode ^  qui  parait  au  premier  abord  si  naturelle;  mais  on 
peut  y  remédier.  En  effet,  si  Ton  a  pour  le  polynôme  pro- 


A  —  JVj  A,    Jkj  A.^    A^  .«., 

et  que  Von  cherche  d'abord  les  racines  doubles ,  en  divisant 
X  par  un  facteur  de  la  forme  {x — af,  et  que  Ton  détermine 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  équations  de  condi- 
tion ainsi  trouvées,  on  aura  évidemment ,  en  appelant  D,  ce 
plus  grand  commun  diviseur , 

D.=X.X3X;X,>X«3...; 

car  un  facteur  tel  que  {x — af  pourra  être  considéré  comme 
donnant  {x^afix — a)^(ar— âf).  De  même,  si  l'on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  qui  correspond  aux  racines 
triples,  on  doit  trouver 

D3=X,X4XsX;...,etc. 
Or,  au  moyen  des  polynômes  D,  et  D3,  on  peut  isoler  le 
facteur  X,.  En  effet,  X,  est  le  produit  des  facteurs  étranger» 
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aux  deux  polynômes  D,  et  D,,  et  yoici  commeiit  on  p^t 
l'obtenir. 

Soit  §  le  plus  grand  commun  diviseur  que  Ton  peut  cher- 
cher entre  D,  et  D,  ;  divisons  D,  par  ^ ,  et  soit  D,'  le  quotient; 
on  a  alors 

Cherchons  de  même  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
D/  et  D3.  Soit  f  ce  plus  grand  commun  diviseur  :  on  aura  de 
même  en  divisant  D/  par  S' 


et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  plus  grand 
commun  diviseur  égal  à  l'unité,  ce  qui  arrivera  certaine- 
ment, attendu  que  les  degrés  D/  et  DJ'  vont  en  diminuant 
au  moins  d'une  unité  à  chaque  opération  : 

Multipliant  ensemble  toutes  ces  égalités,  on  en  déduit 


alors  D,"  sera  le  produit  des  facteurs  de  D,  qui  ne  divisent  pas 
D3;  car  10  D,*"  ne  divise  pas  D,  y  puisque ,  d'après  la  manière 
dont  on  a  opéré ,  D\  et  D3  ont  pour  plus  grand  commun  di- 
viseur ^  =  1  ;  2**  tous  les  autres  facteurs  de  D,,  savoir  : 
^,5'...,  divisent  D,. 

De  là  on  conclut  que  le  polynôme  D*",  est  précisément  le 
polynôme  cherché 

X.. 

En  opérant  de  même  sur  D,  et  D^,  on  obtiendrait  le  poly- 
nôme X3,  et  ainsi  de  suite.  (On  aurait  pu  isoler  d'abord 
le  polynôme  X,  au  moyen  de  X  et  de  D..)  Le  problème 
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des  racines  égales  doit  donc  être  considéré  comme  résolu. 

Mais  la  méthode  que  je  viens  d'exposer ,  quoique  suffi- 
sante en  théorie ,  deyenant  le  plus  souvent  impraticable  à 
cause  de  la  longueur  des  calculs  qu'elle  exige ,  il  est  néces- 
saire  d'avoir  recours  à  une  autre  méthode  ;  c^est  celle  que  je 
vais  expliquer  sonunairement. 

Seconde  méthode.  Elle  est  fondée  sur  la  considération  des 
pcflynômes  dérivés. 

Si  dans  un  polynôme  f{x)  on  remplace  or  par  jr-f- A,  on 
sait  que  l'on  obtient  on  développement  de  la  forme 

f{x)  ^/"(x)...  étant  les  polynômes  dérivés  successifs  de/(j:). 
Supposons,  pour  un  moment,  que/(;cr)  n'ait  que  des  ra- 
cines simples, 

f(x)^{x—a)  {x—b)  (x—c).r, 

je  vais  chercher  quelle  sera  la  composition  ie/'{x)  : 

f{x)  est  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  h  dans 
le  développement  de/(x-|-^^).  Remplaçant  x  par  x-f^ 
dans  l'identité  précédente ,  on  aura  encore  identiquement 


f{x)'\'f{po)-+^..^  =  {x^a+h){x-b-{rh){x^c+h).. 

On  peut  développer  le  second  membre  suivant  la  loi  qu'on 
démontre  au  sujet  du  binôme  de  Newton,*  on  aura  ainsi 

Sm9  Sm-i  ••  désignant  respectivement  les  produits  des  fac- 
teurs (j: — a)  {x — h)...  mkm,  m— I  à  /»  — 1 De  là  on 

déduit  la  composition  de/'(:r) 

/'(x)  =  Sm-o 

oa ,  ce  qui  revient  au  même, 
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Voici  maintenant  le  théorème  snr  lequel  s'appuie  cette  se- 
conde méthode. 

Théorème.  //  existe  toujours  entre  f  (x)  et  f  (x)  un  plus  grand 
commun  diviseur^  et  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  h 
produit  des  facteurs  binômes  de  f  (x)  élevés  à  des  puissances 
dont  les^exposants  sont  moindres  d'une  unité. 

Démmstration.  Soit  f[x)=:[x-'af{x^bY(X''C)'^ ; 

puisque  les  racines  sont  deyenues  égales  à  a^ on  aura 

évidemment 


=.(a:— a)*-'(^— 6)'-'(:t>-c)» 


n{x — b){x — c... 
\-\-p{x^a){x — c)... 
I  +^( J>— a)  (x — b) . . . 

+ 


et  Ton  voit  déjà  que  le  polynôme 

D  =  {x^àf^\x—bf"(x'^€)'^ 

divise  exactement/(j:)  eif{x).  Pour  faire  voir  qu'il  est  leur 

plus  grand  commun  diviseur,    il  suffit  de  montrer  que 

f(x)     f'(x)  f(  v) 

•^-^  ^^    iT"'  ^^  simplemcnt/i;j:)  et^^-rr-^j  sont  premiers  entre 

eux.  Or,  f{x)  n'admet  pas  d'autre  facteur  que  {x--a), 
(JT  — 6) L'un  quelconque  de  ces  facteurs,  {x — a)  par 

exemple,  divisant  toutes  les  parties de*^-:^,  hors  une,  ne 

f'ix) 
peut  diviser '^-r^.  Donc  puisque  tous  les  facteurs  dc/(j:) 

f(x)  f'(x) 

sont  étrangers  ^-^ ,  il  s'ensuit  que/(j:)  et  ■-=-'  sont  pre- 
miers entre  eux  ;  ce  qui  démontre  le  théorème ,  car  D  est  le 
produit  de  tous  les  facteurs  binômes  de/{x)  élevés  chacun  à 
une  puissance  dont  l'exposant  est  moindre  d'une  unité. 
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(Cela  fi^ét^d  même  aux  facteurs  simples  de  X,  lesquels 
soDt  élevés  dans  D  à  la  puissance  zéro.  ) 

Gela  posé,  voici  comment  on  peut  décomposer  f{x)  en  ses 
fadeurs  des  différents  degrés  de  multiplicité. 
Écrivons ,  comme  tout  à  l'heure , 

x=x.x.'X33V 

SoitD  le  plus  grand  conunun  diviseur  de /(a)  et  de  fXx)  j 
alors  D  =  X.'X,'X,3 

De  même ,  soit  £  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  B  et 

son  dérivé,  EssXj'X^^ 

F  =  x; 

Divisant  chaque  polynôme  par  celui  qui  le  suit,  nous  aurons 
^-X. 

Yoilà  donc  les  facteurs  simples  de  X  qui  se  trouvent  isolés. 

On  voit,  d'après  cela ,  comment  il  faudra  opérer  toutes  les 
fois  qu'il  s'agira  de  séparer  les  racines  des  divers  degrés  de 
multiplicité  d'une  équation. 

Mais  avant  tout,  il  sera  bon  de  débarrasser  l'équation 
donnée  des  racines  commensurablcs  qu'elle  peut  contenir. 
On  trouvera  d'abord  ces  racines  par  les  procédés  connus,  et 
pour  reconnaître  quel  est  leur  degré  de  multiplicité ,  on  opé- 
rera par  des  divisions  successives,  ou  bien  en  se  fondant  sur 
le  théorème  suivant  • 

Si  une  équation  f (x)  =  0  admet  u  racines  égales  d  à^  les 
Amn.  de  Màtush.  m.  «> 
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polynàmes  dérivés  f(x),f  (x), jusqu'au  (o  — 1)«,  adm^ 

tent  la  même  racine  a;  et  rédproq'uemerU. 

En  eSet ,  diminuons  toutes  les  racines  ée/{x)  s  0 ,  de  h 
quantité  a^  en  posant 

y^x  —  a,      d'où      x^a+y^ 
la  transformée  en  y  deyra  admettre  n  racines  nulles.  Or 
cette  transformée  est 


f{a^jr)=f{a)  +f{a)^  +f\a)  ^+ . 


Donc  on  devra  avoir 

La  réciproque  est  évidente. 

On  pourra  donc  trouver  quel  est  le  degré  de  multiplicité 
d'une  racine  commensurable  a^  en  cherchant  quel  est  Tordre 
du  dernier  dérivé  que  cette  racine  anéantit.  C'est  ce  qu'on 
pourra  voir  encore  en  supprimant  la  racine  a  dans  y  (j:)  par 
la  division,  autant  de  fois  qu'il  sera  possible. 

On  sent  pourquoi  ce  mode  de  vérification  ne  peut  être  ap- 
pliqué aux  racines  incommensurables.  C'est  parce  que  toute 
racine  incommensurable  ne  peut  s'obtenir  qu'avec  une  ap- 
proximation plus  ou  moins  grande.  Mais ,  dans  tous  les  cas , 
le  nombre  a  n'étant  qu'approché,  la  vérification,  qui  con- 
siste à  voir  si  /(^),  f{a) sont  nuls,  ne  pourrait  être 

qu'approchée,  c'est-à-dire  défectueuse. 

A  la  rigueur ,  ce  mode  de  vérification  pourrait  s'appliquer 
aux  racines  imaginaires  (a  +  ^\/ — l ,  a  et  6  étant  commen- 
surables)..  Il  faudrait  alors  résoudre /(j:)  en  substituant 
a  +  S\/— 1  à  la  place  de  x,  ce  qui  donnerait  un  résultat  de 
la  forme  p  +  qv/Hï, 
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et  par  suite  les  deux  équations 

P  =  0,      Q  =  0, 

équations  à  deux  inconnues ,  dont  on  pourrait  déterminer 
les  racines  réelles  commensurables.  Mais  il  vaut  mieux  » 
pour  la  simplicité  des  calculs,  n'opérer  la  recherclie  des  ra- 
dnes  imaginaires  qu'après  la  séparation  effectuée  des  diverses 
racines  suivant  leur  multiplicité. 

Yoilà  donc  comment  on  arrive  au  but  principal  que  l'on 
se  propose  dans  la  théorie  des  racines  égales.  A  cette  théorie 
se  rattachent  d'ailleurs  une  foule  de  questions  particulières. 
Par  exemple ,  on  peut  demander  les  conditions  pour  qu'un 
polynôme  donné/(x)  admette  un  certain  nombre  de  racines 
égales  entre  elles.  On  opérera  sur/(:i;}  conune  si  on  voulait 
isoler  X» ,  et  on  écrira  à  mesure  les  conditions  nécessaires 
pour  l'existence  de  ce  polynôme.  A  cet  effet ,  on  pourra 
employer  l'une  quelconque  des  méthodes  que  nous  avons 
données  ;  mais  il  sera  généralement  plus  simple  de  s'appuyer 
sur  la  remarque  que  nous  avons  faite  tout  à  l'heure.  En  dé- 
signant par  a  la  racine  inconnue  qui  doit  entrer  dansy(j:) 
au  degré  n  de  multiplicité ,  on  devra  avoir  : 

/(a)  =  0,   r(a)  =  0,     /^'(a)  =  0. 

Les  conditions  demandées  s'obtiendront  en  éliminant  a  entre 
ces  n  équations  ;  on  aura  ainsi  (/i  —  1}  équations  de  condi- 
tion. On  pourrait  aussi  exprimer  qu'il  existe  entre/(j:)  et 
fx)  un  plus  grand  commun  diviseur  du  (n —  1)'  degré,  ce 
qui  donnerait  (n  —  1)  équations  de  condition,  en  identifiant 
à  zéro  le  dernier  reste  de  l'équation;  et  de  plus,  il  faudrait 
exprimer  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  une  (n^l)* 
puissance  exacte ,  ce  qui  donnerait  en  sus  {ji — 2)  condi- 
tions. Tontes  ces  conditions  devraient  ensuite  se  réduire  à 
(/i  — 1) etc. 
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SECOfKUL   PARTIE* 


Méthode  qu'on  peut  tirer  de  la  théorie  deg  raeinei  égaUt 
pour  mener  les  tangentei  aux  courbée  algébriquee. 

Soit  une  droite  MN  qui  oonpe  une  ooorbe  en  diren  poinii 

M  ^  N , Si  Ton  ooDooît  qae  la  droite  MK  tourne  aotoor 

du  point  M ,  jusqu'à  ce  qu'an  second  de  ses  points  d'intersee- 
tion  N  Tienne  coïncider  avec  le  premier ,  dans  cette  position, 
la  sécante  sera  deTaane  tangente. 

Aiusîy  on  peut  définir  la  tangente  aune  courbe,  en  la  eonsi- 
dérant  comme  une  droite  dont  deux  points  d'intersection  se 
sont  réunis  en  un  seul ,  la  droite  ayant  tourné  autour  de  l'un 
d'eux  comme  fixe.  Par  là  on  Toit  qu'une  tangente  peut  avoir 
un  nombre  illimité  de  points  communs  arec  la  couilie^  sans 
cesser  d'être  tangente,  et  qu'une  droite  qui  n'aurait  qu^ 
point  c(»nmun  avec  la  courbe ,  ne  serait  pas  pour  œla 
tangente. 

Cela  posé ,  il  s'agit  de  mener  une  tangente  à  une  couriie 
algébrique  /(x ,  j)  =  0 , 

d'après  la  théorie  des  racines  égales. 
Soit  j^  =  flx  4-  ^ , 

l'équation  de  la  tangente  cherchée  ;  je  vais  déterminer  les 
conditions  auxquelles  cette  droite  doit  satisfaire  pour  être 
tangente.  Si  l'on  cherche  les  coordonnées  d'inteRCCtion  de 
cette  droite  avec  la  courbe,  on  aura,  pour  déterminer  x, 
l'équation  /{x^  ax  +  b)=zO. 

Cette  équation  admet  autant  de  valeurs  réelles  de  x,  que  la 
droite  aura  de  points  sur  la  courbe.  Si  maintenant  on  veut 
que  la  droite  devienne  tangente,  c'est-à-dire  que  deux  de  ses 
points  d'intersection  viennent  se  réunir  en  un  seul ,  il  fau- 
dra que  réquation 

J'(x ,  ax'^b)  =  0 
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admette  une  racine  double.  Cette  condition  est  suffisante  ;  car 
la  droite  ayant  deux  points  qui  coïncident ,  c'est-à-dire  deux 
points  infiniment  voisins  sur  la  courbe,  sera  évidemment 
tangente. 

La  question  est  donc  ramenée  à  déterminer  les  conditions 
ponr  qu'une  équation  algébrique 

*/{x,ax  +  b)  =0 

ait  deux  racines  égales  entre  elles. 

Pour  cela,  on  pourra,  ainsi  que  nous  l'avons  indiqué, 
chercher  le  pins  grand  commun  diviseur  entre /(j:  ^ax  +  b) 
^f{jc,  ax^b)^  et  exprimer  que  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est  du  premier  degré ,  ce  qui  se  fera  en  égalant  le 
<temier  reste  de  l'équation  à  zéro,  et  donnera  une  condition 
de  la  forme  <j>(^z,  i)  =  0; 

on  bien  qp  pourra  diviser  y  (j:,  ax  +  b)  par  un  facteur  de  la 
forme  {x  —  a)%  et  exprimer  que  le  reste,  qui  sera  du  pre- 
mier degré  en  j:,  doit  être  identiquement  nul.  On  aura  deux 
équations  de  la  forme  M  =  0,  N  =  0,  M  et  N  étant  des 
fonctions  de  a,  b,  a.  Éliminant  a  entre  ces  deux  relations , 
on  devra  trouver  la  condition  cherchée  <ï>(a,  b)  =  0.  Le  pro- 
cédé qui  consiste  à  éliminer  x  entre  les  deux  équations 
f(xj  ax+b)  =  Ojf'{x,  ^07  + 6)  =  0,  ramènerait  au  premier 
mode  de  calcul. 

On  aura  donc  ainsi  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe 
f{x,  y)  =  0;  et  cette  équation  sera 

jrz=zax  +  b^      avec  la  condition      f  {a^  6)=  0. 

Dès  lors  on  peut  résoudre  toutes  les  questions  qu"il  est 
possible  de  se  proposer  sur  les  tangentes.  Par  exemple  : 

Mener  une  tangente  qui  passe  par  un  point  donné  (x',  y'). 

IL  faudra  joindre  à  la  condition  ^  (<z,  ^)  =  0  la  condition 
y  =  ax  +  é  ;  et  les  deux  équations  détermineront  complète- 
ment a  et  b. 
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Mmer  une  tangente  parallèle  â  une  droite  donnée. 

Le  coefiBcient  angulaire  a  de  la  tangente  cherchée  sera  le 
même  que  celui  de  la  droite  donnée  -,  et  l'ordonnée  de  la  tan- 
gente sera  donnée  par  l'équation  à  une  inconnue 

Généralement,  on  pourra  demander  que  la  tangente  satis- 
fasse à  une  condition  exprimée  par  une  relation  de  la  forme 

On  aura ,  pour  déterminer  a  et  6 ,  les  deux  équations 

^{a,b)=0,       <p(a,é)  =  0. 

Deux  conditions  déterminent  la  tangente,  ainsi  que  toute 
droite.  Ce  n'est  que  dans  des  cas  particuliers  qu'on  pourra 
assujettir  la  tangente  à  satisfaire  à  plusieurs  conditions  à  la 
fois ,  marquées  par  des  équations  de  la  forme        * 

>I/(/z,  6)=rO,    4»,(a,i)  =  0 outre  <p(a,  6)a=0. 

Il  faudra  que  toutes  ces  équations  admettent  un  certain 
nombre  de  solutions  communes. 

Cette  manière  de  mener  les  tangentes  à  une  courbe  ne 
pourrait  être  regardée  comme  complètement  satisfaisante,  si 
elle  ne  faisait  pas  connaître  la  forme  remarquable  qu'est 
susceptible  de  prendre  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
menée  par  un  point  donné  sur  la  courbe.  Or  la  détermination 
de  ce  coeflScient  angulaire  peut  se  rattacher  à  la  théorie  des 
racines  égales. 

£n  effet,  supposons  d'abord  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  sur  la  courbe,  et  que  ce  soit  par  ce  point  qu'on  veuille 
lui  mener  une  tangente.  L'équation  de  la  courbe  sera  de  la 
forme         Bx+C^  +  Dj:'  +  E:r7'  +  Fy  + =o, 

et  celle  de  la  tangente       y  =  ax. 
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Les  aiMdMes  des  points  d'intersection  de  La  droite  avec  la 
coarbe  seront  données  par  Véquation 

(B  +  Gï)jr  +  (D  +  Ea  +  FrtV+ =0. 

Il  faut  actoellement  exprimer  que  cette  équation  a  des 
ncines  égales  ;  et  Ton  sait  déjà  que  ces  deux  raciqes  égales 
doivent  être  nulles.  On  a  donc  immédiatement 
B  +  GasrO. 

Du  reste,  en  appliquant  les  procédés  ordinaires,  ils  don- 
nent le  même  résultat.  En  effet ,  la  première  méthode  con- 
siste à  diviser  /  {x)  par  {x — a)%  ici  égal  ha/"  k  cau^e  de  la 
valeur  connue  a=0,  et  à  égaler  à  zéro  le  reste  B  +  Ca.  La 
seconde  méthode  consiste  à  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre/fj:)  eij^{x)  ;  et  comme  on  sait  d'ailleurs  quel 
doit  être  ce  plus  grand  commun  diviseur ,  j:  —  a  =  jc ,  cela 

revient  à  dire  que  /'{x)  ou  B+Ca  +  x( )+ =  0 

admet  une  racine  nulle ,  ce  qui  donne  B  +  C/z  =  0.  Enfin , 
on  a  va  que  le  troisième  procédé ,  dans  le  cas  d'une  l'acine 
double,  est  le  même  que  Te  second. 

Ainsi,  on  voit  que  la  théorie  des  racines  égales  indique  la 

condition 

B  +  Ca=0, 

B  fa 

d'oà      a  =  —  -.=—  "^  (puisque  Ton  a  Ba-j-C6-t-.  •  •  =  0) . 
I  t.  /  6 

Nous  avons  supposé  que  le  point  de  la  courbe  par  lequel  on 
veut  mener  la  tangente  était  à  l'origine  des  coordonnées.  Or, 
on  peut  toujours  transporter  l'origine  au  point  par  lequel 
on  voudra  mener  la  tangente.  Ainsi ,  soit  (a,  (3 )  ce  point  : 
il  faudra  substituer  dans  l'équation, 

et  Ton  aura,  conmie  on  sait, 
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En  appliquant  la  méthode  qui  précède,  on  aura  encore 

a=^  —  ~. 

Telle  est  donc  la  valeur  générale  du  coelQBcient  angulaire  de 
la  tangente,  obtenue  par  un  procédé  qui  se  rattache  à  la 
théorie  des  racines  égales. 

La  théorie  des  racines  égales  fournit  encore  le  moyen  de 
déterminer  les  points  d'inflexion  d'une  courbe 

il  suffifcen  effet  d'exprimer  que  la  droite  MN , 

a  trois  points  communs  infiniment  voisina  sur  la  courbe,  ou 
que  réquation        f{x ,  ^ïj:  -{-  6)  =  0 

a  trois  racines  égales  entre  elles  ;  et  de  même  pour  les  cas 
de  contact  plus  intime,  où  la  courbe  est  coupée  par  la  droite 
en  un  plus  grand  nombre  de  points.  Mais  il  existe  pour 
toutes  CCS  déterminations  des  méthodes  plus  expéditives  ;  ces 
méthodes  ne  doivent  pas  être  exposées  ici. 


QUESTIONS 
SUR  LES  MAXIMA  ET  LES  MINIMA, 

PAR  M.  OSSZAW  BomnsT. 

(Suite.) 

IV. 

Pb.  Trouver  dans  la  parabole  la  normale  qui  intercepte 
la  plus  petite  aire. 
Sol.  Soit^"  z=2px  l'équation  de  la  parabole  donnée.  Dési- 
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gooos  par  —  m  la  tangente  de  f  angle  qae  la  normale  cher- 
chée  fait  avec  l'axe  des  x  ;  l'équation  de  cette  normale 

sera  y  =  —  mx  +  Ç  (m^  +  2m) , 

el  les  points  où  elle  rencontre  rectangulairement  et  oblique- 
ment la  courbe  auront  respectivement  pour  coordonnées 

on  en  déduit  aisément  l'aire  interceptée  par  la  normale 

_pW    jp>    p\m''+2)^    p(nC-¥2)/p  (m'+ay  pm^\ 

■""    3  ''^  2  ■•■      3/7*3  2/»     Va       w'        ^        2  /' 

OU  en  simplifiant 


Maint^iant ,  d'après  le  théorème  du  $  I ,  le  minimum  de 
cette  aire  aura  lieu  quand 

7»*+l=2m%    d'où    w=:dzl. 

Ainsi  la  normale  cherchée  fait  un  angle  de  45*"  avec  l'axe 
des  X  ;  pour  cette  normale,  on  a 

Si  on  calcule  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la 
courbe  et  le  rayon  de  courbure  correspondant  au  point 
a/,  y,  on  trouve  successivement 

ce  qui  fait  voir  que  la  partie  de  la  normale  comprise  dans 
la  courbe  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  point  de 
rencontre  avec  la  développée  ;  on  verrait  aussi  sans  peine 
que  si ,  par  ce  point  de  rencontre ,  on  mène  une  parallèle  à 


l'axe  des  X,  OD  diviie  l'aire  ioterceplée  par  la  normak  ca 
deux  partiel  égales,  etc. 

V. 

Pb.  Trouver  dam  Fellipse  la  normale  qui  intercepte  la 
plus  grande  et  par  conséquent  la  plus  petite  aire. 

Sol  Soit  y+  b^x*  =  b*  l'équation  de  l'ellipse  proposée 
(nous  fiôsoBS  pour  simplifia'  a  =  1  ),  el  m  la  tai^ente  de 
l'angle  que  la  normale  cherdiée  fait  avec  l'axe  des  x, 
l'équation  de  cette  normale  sera 

c*m 
V/l+6'm' 

et  les  points  où  die  rencontre  rectangnlairement  et  oblique- 
ment la  courbe  auront  respectivement  pour  coordonnées 


D'ailleurs  l'aire  interceptée  par  la  normale 

Pour  qne  cette  aire  soit  maximam  oa  minimoiB ,  il  faut  que 
sa  diSërentielle  soit  nolle  ce  qui  donne 

'iiydjif—'iy'daf'—b'afdy—byda/—c*3fdy"+ 
+  x!'dy"-~<?y'd3f-it-y'dJ'=  0 , 


ou 


OD 


y^y—  jfdy + jcf-dy — y*/*" + 
+  <f{yd3f-\-  x'dy^^dy^ydaf) = o , 


_a/.rf.^+y»rf.  Ç  -I-  cV.a'(y-y')  =  0, 
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M,  en  yerta  des  valeurs  de  a/,  y,  ^\y"  écriles  ci-dessus 

1  (26'— l)/»*+2w'(6<— 6'+l)+6'*(2— 6') 


Cette  équation  donne  ±  1  pour  Taleurs  admissibles  de  m. 

Gela  nous  montre  que  dans  Tellipse  comme  dans  la  para- 
bole la  normale  qui  intercepte  la  plus  petite  aire  fait  un 
angle  de  45""  avec  l'axe  des  x  ;  pour  cette  normale  on  a 

1                             V 
^= —  ,     y  =  ^ ,  etc., 

la  yaleur  de  S  n'offire  rien  de  remarquable.  Si  on  calcule  la 
portion  de  la  normale  comprise  dans  la  courbe  et  le  rayon 
de  courbure  correspondant  au  point  j/,  y,  on  trouve  la 
portion  de  la  normale  double  du  rayon  de  courbure;  ce  qui 
montre  que  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la  cour- 
bure est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  point  de 
rencontre  avec  la  développée  s  «te. 

VI. 

Pa.  Déterminer  dam  la  parabole  la  normale  qui  inter-- 
ceple  le  plus  petit  arc* 

Sol.  Soit  y  =  2px  l'équation  de  la  parabole.  Gonsidé* 
rons  une  de  ses  normales,  et  soient  a/,  y  j  x",  —y,  les 
coordonnées  des  points  où  elle  rencontre  rectangulairement 
et  obliquement  la  courbe.  Soit  enfin  S  l'arc  intercepté  sur  la 
courbe ,  nous  aurons 


Des  deux  premières  éqaations  on  tire 

et  portant  dans  la  troisième 

2p-=y\y"-y).  (1) 

Maintenant  pour  que  S  soit  minimum,  U  faut  qae  sa  dillé- 
rentielle  soit  nulle ,  ce  qui  donne 


VTTPdy  +  ki»'+y"rfy'=  o ,       (2) 

mais  de  Féqualion  (1)  on  tire 

o==dy\y"-y)+y{dy'-dy),  d'où  rfy=J^„ 

portant  dans  (2)  et  supprimant  dy\  il  vient 

y  yy^p'+ {2y-y)  v'p'+y"= o , 

éliminant  y  entre  cette  équation  et  l'équation  (1) ,  on 
trouve 

3y*—py*—lp*=0, 
d'où 
^^-.^P\t^, I-    2p     ^_2  5p        ,,_25 

La  valeur  de  S  n'offre  rien  de  remarquable.  Si  on  calcule  la 
portion  de  la  normale  comprise  dans  la  courbe  et  le  rayon 
de  courbure  correspondant  au  point  a/,  y,  on  trouve  suc- 
cessivement 

ce  qui  montre  que  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la 
courbe  est  divisée  par  son  point  de  rencontre  avec  la  déve- 
loppée dans  le  rapport  de  â  à  1 ,  etc. 


Pr.  Déterminer  dans  V ellipse  la  normale  à  laquelle  correê- 
pond  le  plus  petit  arc. 

Sol.  Soit  toujours  y+i*J:»=A*  l'équation  de  rdlipse 
donnée ,  et  m  la  tangente  de  l'angle  que  la  normale  cher- 
chée fait  avec  l'axe  des  j:  ,  de  sorte  que 

y=zmx— 

soit  l'équation  de  cette  normale,  et 


""(/»'  +b') V/T+Fw*'  ""      {m'  +  b')  Ï^T+J^m' 

les  coordonnées  des  points  où  elle  rencontre  rectangulaire- 
ment  et  obliquement  la  courbe  -,  nous  devons  avoir 

^  V^thT+dy  +J  ^   \/da^*  +  dy*  =max.oumm., 

ce  qui  exige  qae  la  différentielle  da  premier  membre  soit 
nulle,  on  qoe 

\/da:'*+*fy'"  +  V^da/'^+dy  =  0 , 
d'où  dj^'  +  4y"  =  daf"+dy" , 

d'où  {dx'+dx")idx'—dx")  +  {dy  +  dy')  (dy'—dy')=0, 
00     d(x'+x^d(ji/—j/')+d{y'+y")d{y—y')z=0, 

lobstitaant  à  jc^+x",  x'—x",  y+y\  y— y  les  valeurs 
qoe  l'on  déduit  des  équations  (1) ,  on  trouve  sans  difficulté 

(»»•—  6*w»«—  2i«')  (&'/»♦+  6'  (3—b')m*  +  6*—  2*'  +2) 
+(26*»»*  +  m*— 6')  I  (264_2ft'+ l)m«+(3i'  —  i)m'+b'  j  =0, 
ou  eo  simplifiant  et  posant  m'  =u 

6'«5+i'(46*— 6ft'+5)tt«+(6*+66«— 86'+3)«3  — 
— (36'— 86*+6A'  +1)k'—  (5ô«— 66"  +  *)m—  />^= 0. 
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Cette  éqaation  admet  pour  racine  — 1 ,  supprimant  œtte  ne 
cine,  qui  est  évidemment  étrangère,  il  vient 

—  2(26*  — 36'+2)a— M=0, 

éqaation  du  quatrième  degré  qu'il  ne  me  parait  pas  facile  de 
résoudre.  On  peut  reconnaître  pourtant  qu'elle  n'a  qu'une 
racine  réelle  positive,  que  cette  racine  n'est  ni  entière  ni 
fractionnaire,  et  qu'enfin  elle  ne  correspond  pas  comme 
l'indiquerait  l'analogie  de  la  parabole,  à  la  normale  dont  la 
partie  intérieure  à  la  courbe  est  divisée  par  le  point  de  con- 
tact avec  la  déveloiq[)ée  dans  le  rapport  de  2  à  3. 

VIII. 

* 

Pr.  Parmi  tous  les  triangles  de  mime  périmètre  etdemêÊÊ^ 
surface  y  trouver  celui  dans  lequel  la  distance  entre  les  cmUrm 
de  gravité  du  périmètre  et  de  la  surface  est  maxinmm ,  et  eeM 
dans  lequel  la  mêms  distance  est  minimum. 

Sol.  Soient  a,b,  c  les  trois  côtés  du  triangle  cherché  ;  ap- 
pelons x ,  j^,  et  x\  y  les  coordonnées  respectives  des  centres 
de  gravité  de  la  surface  et  du  périmètre  de  ce  triangle ,  prises 
par  rapport  à  deux  de  ses  côtés  ^^  et  6,  par  exemple ,  que  nous 
supposerons  faisant  entre  eux  un  angle  6. 

Il  s'agira  de  trouver  a ,  6 ,  c  de  manière  que 

(1)  ù'=(a:^jy;+(^— y)*+2(x— j/)  (y— y)  cofiô 

soit  maximum  ou  minimum,  sachant  que  ces  variables  véri* 
fient  les  conditions 

(2)  a+b+c=:Qp,pip'-a){p^b)(p>^c)  =  S\ 
a>0,  6>0,  c>0,   a<:b  +  c,   6<û+c,   c<a+*, 

où  les  constantes  2/?  et  S,  qui  représentent  respectivement  le 
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|iériiiià(re  et  la  sorboe  du  triangle  cherché ,  sont  sopposées 
teDes  qae27S*    71*9  afin  que  ce  triangle  soit  possible. 


On  déduit  aisément  du  principe  des  moments 


6(6 +  c) 


"2(ût  +  6  +  c)* 

sohstitaant  ces  valeurs  dans  l'égalité  (1) ,  il  vient ,  en  se  rap- 
pdantqaecosO=: — ^  .     ., 

(3)        14*/i*S'=a'(2&— tf— c)*  +  6*(2a— 6~cy+     , 

+  (26  —  a— c)  (2ût—  6 — £?)  (ût*  +  6*  —  c») 
=  ^(26  — tf — c)  (6-^tf — 2c)  + 
+*X2c— a— 6)  (6+c— 2a)  +  c*(2a— 6— c)  (a+c— 26), 


2  2  2 

(♦)        ^=^P  +  ^      6  =  -p+j^,      c=-p+z. 


les  équations  de  condition  (2)     remnlaceront  par 

9p 


(5)  x+^+z=0,  />(ay+ja+^s)— Say* 

2 


-3/1», 


2  2  2 

^*        ^*       ^* 

^<ip^  y<'^p^  ^<iP'^ 

et  l'équation  (3)  deviendra 

144/A'=— (2p+3x)Vz-(2p  +  37)*za:-(2p+3z)'^j-  = 
=  —  *p'(^  +  xz  +yz)  —  36pa:j<2 , 

d'où 

36p  A'  =  —p{xy  +  j:z  +^2)  —  9j:j^z  , 

d'où,  en  ajoutant  la  seconde  des  équations  (5)  »  multipliée 
par  3, 

36/>A' + 9*^  =  —  ^p{xy  +  xz  ^yz). 
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Geto  Mas  Mt  Toir  qiM  les  Taleors  maxiaitt^ 

de  A*  et  de  — (^+x2H^r^)  ont  lien  en  même  tempt.  Ainsi 
considâx)ns  la  fonction  —  {xy + xz  +^z) .  Posons         ' 

(6)  —  {xy+xz  +yz)  =  Zm\ 

ce  qoi  donne,  d'après  la  seconde  des  équations  (5) , 

xjrz=:i^ — pm^  ; 
l'équation  dont  les  racines  sont  x^y^z  sera 

(7)  u?—  Sm*u  +p/7i'  —  À:' = 0 , 

et  comme  d'après  les  six  dernières  des  conditions  (5)  x^  y,  z 
doivent  être  comj^s  entre  *—  - /?  et  ^ ,  l'équation  (7)  devra 

aviHT  ses  racines  rédles  et  tontes  les  trois  comprises  entre 

2       p 
—  ^  et^  ;  exprimons  que  cela  a  lieu ,  et  nous  connattroai 

les  limites  de  m. 

A  cet  eflfet,  j'applique  le  théorème  de  M.  Sturm  à  l'équa- 
tion dont  il  s'agit,  je  t^pove  pour  la  suite 

U  =  tt'—  Bm^u  +pm'  —  k^, 

U.  =  tt'—  m\ 

\J,  =  2m*u—pm*  +  k\ 

je  fais  maintenant  dans  cette  suite  successivement 

2p  p 

ce  qui  me  donne  pour  u  = ^  : 

-^+3/»m'-**,  .^—m\—pne+k\  Am*-(pm'—]^ 
pour  K=Ç: 


1a  première  suite  ne  doit  présenter  que  des  VArtatloos  ^  et 
la  secoode  que  des  permanences;  j'ai  donc 

♦i»6  —  (/>«»—  k^y  >  0 ,     /«'  <^ ,     5 pm'  <  kK 

"         3 

Je  n'écris  pas  la  relation  ~-  —  A:'  >  0  qui  est ,  on  le  voit 

aisément,  une  identité. 

La  seconde  inégalité  est  inutile  à  cause  de  ravant-dernièrc; 
la  première  et  ravant-dernière  sont  également  inutiles  à 
cause  de  la  dernière  ;  on  peut  donc  ne  considérer  que  les 
trois  in^alités 

m^>^,    4/n«-(pm'-A^/>0,     m*<— .      (8) 
Ip  p 

la  seconde  de  ces  dernières  peut  se  mettre  sous  une  autre 
forme,  elle  revient  d'abord  à 

( 2/»3  -^pm^  +  k^)  {2m^+pm*—  A:»)  >  0, 
et  puis  à 

{m^  —  a')  [ne  —  a"*)  (m'  —  a"=*)  >  0 ,  (9) 

en  appelant  a,  a,  a!\  les  racines  de  l'équation 

Je  fais  remarquer,  maintenant ,  que  les  racines  « ,  a',  a", 
sont  toutes  trois  réelles ,  que  deux  sont  positives  et  une 
négative,  et  qu'enfin  la  racine  négative  est  en  valeur  ab- 
solue la  plus  petite  des  trois.  En  eiïet  si  Ton  substitue  à  m 

p 
dans 2m* — /?m^+^, successivement  —  oo,  0,  •--,  x,  on  ne 

trouve  que  des  variations  ;  cela  fait  voir  déjà  que  les  trois 
racines  sont  réelles  et  qu'il  y  en  a  deux  positives  et  une  né- 

▲:<iii.  DES  Mathémat.  m.  ^ 
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giliTC;  pois  ai  0^  est  b  racine  négatfTe,  le  IrobHm  leme 
manqQani  dans  l'éqnatHMi,  on  a 

«"(«  +  .')+ «a' =  0,     OU     _«"  =  -^, 

d'où 


—  o['  —  a= — .,    et    -.«"_«'=_ 


Ce  qui  (ait  voir  qoe  a  et  a'  sont  pins  grandes  que  la  valenr 
absolue  de  a". 

Cela  étant,   si  nous  supposons  a'  >  «*>  a'",    Finéga- 
lité  (9)  retient  à  l'inégalité 

m'>a%  (10) 

on  aux  deux  in^alités 

m'<x'%     m^>«'\  (11) 

W 
Linégalité  (iO)  est  inadmissible,  car  m' doit  éCre  <C  —  en 

P 

vertu  de  b  troisième  des  inégalités  (8)  et  —  est  <Ca%  ainsi 

P    

qu*on   le  reconnaît   en    substituant    \/  —  à  m  dans 

âm'  —  /y/Il'  -j- 1^  ;  nous  ne  dcTons  donc  prendre  que  les  deux 
inégalités  J 1).  Je  dis  maintenant  qu'à  cause  de  ces  deux  der- 
nières inégalités  b  première  et  la  troisième  des  inégalités  (8) 
sont  inutiles  ;  en  effet  si  Ton  substitue  à  m  dans  2i7i- — pmi'+l^ 

,     -::—  et  V      —  •  ^^  trouTedabord 

un  résultat  positif  et  puis  un  rvsultat  ne^tif .  Geb  prouve 

^r-«t>«  .  et  que  \/  — est>3\oobien 

que  ;.—  «K  *  ^"^  S»  —  «l>*  .  A^no*  otc,  Aibsidous 
^P  P 

n  avctts ,  en  di'fiuîtiTo  «  qu  à  $atis(aii>^  aux  dtttx  iaôialiiès 
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Nous  éli  conclurons  qne  m?  =  a"*  est  la  pins  petile  valeur  de 
w'  et  qne  in*=  ol^  est  la  plas  grande.  Pour  chacune  de  ces 
valeurs  de  m*  Téquation  (7)  admet  deux  racines  égales,  donc 
pour  les  valeurs  maximum  et  minimum  de  /»'  ou  de  â  ,  deux 
des  trois  quantités  j:  ,  ^,  z ,  et  par  conséquent  deux  des  trois 
qaantités  a^b^c^  sont  égales,  ainsi  les  triangles  cherchés 
sont  des  triangles  isocèles  ;  de  plus  comme  dans  le  cas  de  x  =  j^, 
on  a  OT^  =  m'  en  vertu  de  Téquation  (6)  et  de  la  première 
des  relations  (5),  on  voit  que  le  triangle  isocèle  pour  lequel 
A  est  maximum ,  est  celui  qui  a  le  plus  grand  côté  double ,  et 
que  le  triangle  isocèle  pour  lequel  A  est  minimum  est  celui 
qui  a  le  plus  petit  côté  double.  {La  fin  prochainemeni.) 


QUADRATURE  DE  U  œURBE  REPRÉSENTÉE  PAR  L'ÉQUATION 


On  peut  aisément  construire  et  discuter  la  courbe  dont  il 
s'agit.  On  reconnaît  ainsi  qu'elle  estfsymétrique  par  rapport 
aux  axes,  qu'elle  est  comprise  entre  Taxe  des^  et  une  pa- 
rallèle à  cet  axe  menée  à  la  distance  1 ,  que  son  point  le  plus 

3  3l/'3 

haut  a  pour  coordonnée  jc  ==  - ,  ^  =  ,  qu'elle  est 

tangente  à  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  à  la  distance  1 , 
qu'elle  a  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  à 

l'origine,  qu'elle  a  une  inflexion  an  point  x  = j-^, 


y^zWe  V^  3 -9,  etc. 


-  76  - 

le  mo  contenterai  de  faire  remarqner  une  propriété  <|iil 
conduit  d'ane  manière  élémentaire  à  la  quadrature  de  la 
courbe* 

Considérons  le  cercle  représenté  par  Téquation 

et  retranchons  d'une  ordonnée  positive  quelconque  de  ce 
cercle  l'ordonnée  positive  correspondante  à  la  même  abscisse 
de  la  courbe  proposée,  il  viendra 

Y-^y  =  (i—x)\/a:{i—a:) 

Or,  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  la  valear  de 
Tordonnée  de  la  courbe  correspondante  à  l'abscisse  1 — ^  ;  on 
conclut  de  là ,  par  la  méthode  des  înflniment  petits,  que  l'es- 
pace compris  entre  l'axe  des  x  et  la  partie  de  la  courbe  située 
au-dessus  de  cet  axe  est  égal  à  l'espace  compris  entre  cette 
même  partie  de  la  courbe  et  la  demi-circonférence  placée  au- 
dessus  ,  et  par  conséquent  que  Taire  de  la  courbe  est  moitié 

de  celle  du  cercle,  ou  j. 


NOTE  SUR  UN  THÉORÈME  D'ALGÈBRE  ; 

PAa  AaCAS  TTLÉMEBT  ('). 


On  trouve  à  la  page  468  du  tome  II  de  cet  ouvrage  une 
démonstration  du  théorème  suivant,  qu'on  peut,  ce  me  sem- 
ble, présenter  beaucoup  plus  simplement. 

ThéorPime.  a  et  B  sont  deux  nombres  entiers  et  positifs 
ayant  plm  de  la  moitié  des  chiffres  à  gauche  en  commun     et 

C)  M.  Arcas  Tréberl  nous  a  adresse  un  Mémoire  qui  sera  publié  dans  noir» 
prochain  numéro. 


9 
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*  i        1 

A>  B.   On  a  taujoun  Ap  —  B  p  <  -  (p  étant  entier  et 

positif). 
Démonstration.  On  a  identiquement 


Posant  j;:*  =  A ,  j^**  =  B ,  on  aura 


Soit  A:  le  nombre  des  chiffres  de  A  —  B,  B  aura  au  moins 
2i  4-  1  chiffres,  donc 

A— B<10'etB>  10'*, 


d'où 


(A— B)"^     W 


gp-. 


<  |Q(ap-a)fc  '^  10  (P  -  >)»  "^  *  ' 


puisque  /?  est  au  moins  égal  à  2. 

i         *       1 
Donc  enfin  A^  —  B^»  <  -. 

V 


C.  Q.  F.  D. 


NOTE 

SUR 

LES  CENTRES  D'HOMOLOGIE. 

PAR  M.  BUBT , 

Ancien  professear  dans  les  Collèges  royaux. 


Soient  dans  un  plan  deux  figures  semblables ,  d'ailleurs 
quelconques,  ABC...  et^Ac...,  {f.q,  11),  dont  les  côtés  soient 
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parallèles  et  de  même  seng;  ou  bien  ABC....  et  dVd....  doot 
les  côtés  soient  parallèles  et  de  sens  contraires. 

On  sait  que  les  droites  Aût ,  Bô ,  Ce ,  etc.,  ou  A^,  B6',  Ce', 
etc.,  qui  joignent  deux  à  deux  leurs  points  homologues,  con- 
courent en  un  même  point  I ,  situé  sur  le  prolongement  de 
ces  droites  dans  la  première  hypothèse,  et  entre  les  points 
homologues  considérés  dans  la  seconde. 

Ce  point  a  été  nonuné  centre  de  similitude  ou  d'homologie, 
direct  dans  le  premier  cas ,  inverse  dans  le  second.  Gomme 
la  théorie  des  centres  d'homologie  est  encore  peu  répandue, 
nous  croyons  utile  d'exposer  ici  quelques-unes  des  propriétés 
de  ces  centres  qui  ne  nous  paraissent  pas  suffisamment  éclair- 
des. 

Nommons  d  la  distance  de  deux  côtés  homolc^es  et  pa- 
rallèles des  deux  figures ,  X  et  j:  les  distances  du  point  I  à 

ces  droites,  et-  lenj^rt  d'homologie.  Ton  aura  dans  le 


premier  cas 


^        dL     ^  dl 

X  =  ç -,  et  j:  = 


et  dans  le  second  : 

X-.^        _    dl 

On  voit  par  ces  valeurs  que  si  l'une  des  deux  figures  vient 
à  se  mouvoir  parallèlement  à  elle-même  dans  le  plan ,  de 
manière  que  la  distance  d  demeure  constante ,  le  centre  1  se 
mouvra  aussi  sur  une  parallèle  aux  deux  côtés  homologues 
considérés ,  et  pourra  prendre  sur  cette  parallèle  telle  posi- 
tion que  Ton  voudra. 

D'ailleurs ,  si  Ton  foit  varier  d ,  la  distance  de  cette  paral- 
lâe  à  chacun  des  deux  côtés  homologues  pourra  devenir 
aussi  grande  et  aussi  petite  que  Ton  voudra  \  d*où  il  suit  qu'il 
n'est  pas  de  pcHnt  du  plan  qui  ne  puisse  être  considéré 


—  79  — 

Dime  le  centre  d'homologio  de  deux  figures  semblables  et 
irallcles  données  placées  convenablement  dans  ce  plan. 
Si  l'on  fait  tourner  l'un  des  deux  systèmes  abc...,  je 
appose ,  autour  du  point  I ,  de  sorte  que  chaque  sommet 
lécriTe  un  arc  de  cercle  du  même  nombre  de  degrés  dont  ce 
point  soit  le  centre,  alors  les  droites  Âa,  Bfr,Bc,  etc.  {fig.  12) 
ne  passeront  plus  par  le  point  I  ;  mais  le  point  I  sera  toujours, 
comme  dans  la  première  figure,  le  sommet  commun  des 
triangles  semblables  ayant  pour  bases  les  côtés  ou  lignes 
homologues  AB  et  ab,  ÂG  et  o^ ,  BG  et  bc  ^etc.  ;  il  sera  en- 
core le  point  unique  du  plan  où  deux  points  homologues  des 
deux  systèmes  seront  confondus  en  un  seul,  et  l'on  aura  les 
proportions  suivantes  : 

IA.:la::AB:ab 

lB:lb::AB:ab 

lC:lc::Ah:ab 

Etc. 

Réciproquement ,  si  le  point  I  est  tel  que  deux  des  pro- 
portions précédentes  aient  lieu ,  il  est  facile  de  reconnaître 
que  toutes  les  autres  auront  lieu  également ,  et  que  par  suite 
le  point  I  sera  le  centre  d'homologie  des  deux  figures. 

Supposons  maintenant  que  la  figure  ^&c...  tourne  sur^z^ 
comme  axe  et  vienne  prendre,  dans  le  plan,  de  Taulre  côté 
de  ab ,  la  position  symétrique  abc'...,  etc. 

S'il  existe  un  point  K  entre  les  droites  AB  et  ab^  tel  que  les 
triangles  KAB ,  Kab  soient  semblables,  les  triangles  KAG 
et  Kac,  KBG  et  Kbc',  etc.,  le  seront  aussi,  et  l'on  aura  les 
proportions  suivantes  : 

KA.:Ka::AB:ab 
KB:Kb::AB:ab 
KC:Kc'::AB:at, 
Etc. 


C'est-à-dire  que  le  point  K  sera  le  centre  d'homologie  par 
symétrie  des  polygones  symétriquement  semUables  ABC... 
et //ic'... 

Cela  posé,  je  vais  dànontrer  qoe  deux  systèmes  de  points, 
directement,  inversement  ou  symétriquement  semblables 
dans  un  plan ,  qui  ont  deux  droites  données  pour  côtés  ho- 
mologues ,  ont  toujours  un  centre  d'homologie  et  ne  peuvent 
en  avoir  qu'un  seul ,  quelles  que  soient  la  grandeur  et  la  po- 
sition de  ces  droites  dans  le  plan. 

On  sait  que  dans  un  plan  le  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances à  deux  points  donnés  A  et  B  (fig,  i  3)  sont  dans  le  rap- 
port donné  de/»  à  7,  est  une  circonférence  de  œrde  dont  le 
contre ,  eu  supposant  p  >>  7,  est  au  delà  du  point  B ,  sur  le 
prolongement  de  AB ,  et  que  si  O  est  le  centre  de  cette  cir- 
conférence ,  et  I  le  point  où  elle  coupe  AB ,  Ton  a 

01  =  ^i<«    et    0B=.    «• 


Al-IB  Al-IB' 

En  nommant  /  la  lonp:nour  de  AB ,  r  le  rayon  du  cercle  et  d 
la  distance  OB ,  les  expressions  précédentes  deviennent 


Soit  maintenant  un  quadrilatère  quelconque  ABfra  {fig.  14) 
dont  Us  c^ês  Ail ,  Bc>  se  rencontrent  on  O. 

Je  dis  que  la  circinifèrence  »  Hou  des  pi^ints  dont  les  dis- 
tances au\  plaints  A  et  <i  st^nt  dans  le  rapport  de  ABiab^  et 
la  oirctmfon^nce,  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  points 
B  ot  /*  simt  au$si  dans  le  n>ppi>rl  do  \B:.il*.  se  coupent 
toujours. 

Kn  oiTol  »  soit  K  lo  ivntre  do  la  prvmiôro  et  L  celui  de  la 
s<\  vMuio  ;  iKunuious  /»  ot  </  les  doux  c\Nlos  AB  et  ab ,  et  soit 
Z»'^  •  ;  dosiiriHms  los  dist;imt*s  OA,  IK;,  OB,  O^»  respecti- 
\cuiout  i>ar  -.^ .; .  \  3  ;  los  nyous  dv*s  Jou\  circonférences 


-81  — 

par  R  et  r,  et  les  distances  OK  et  OL  par  A:  et  /,  noos  aurons 
d'abord 

pois 

p—1 

par  suite 

p'-q 

on  réduisant 

p  —9. 
de  même 

P    — î 

Cela  posé ,  appelons  0  l'angle  AOB  et  d  la  distance  KL  des 
deux  centres.  Le  triangle  OKL  donnera 
£f = A' + r— 2A:/ cos  6. 

Il  faut  donc,  si  la  proposition  énoncée  est  vraie ,  que  Ton 
ait  à  la  fois 

ci<R+r    et    rf>R-r, 

ou,  ce  qui  est  l'équivalent^  que  l'on  ait  les  deux  inégalités 
suivantes  : 

i»  +  Za--2A:/cose<(R+r)^  (1) 

Ar^  +  Z"  — 2A:/cose>(R-r)».  (2) 

Or 

p'—i" 

et 
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Remplaçons  dans  (1)  les  quantités  k,  /  et  R  +  r  par  kan 
valeurs,  il  viendra 

</^V(« +  ?-«-??;  (3) 

OU,  développant  et  ordonnant, 

+  2??'— 2(a'?+a?')cOSe]<;?y[a»4.p'«+a'»+p"~ 
—  2oL{a!+^')  —  2p  (ot'+P')  +  2a?+2a'?'].  (4) 

Remarquons  que  r<m  a 

;?*  =  a'  +  3*— 2a|3cOSe 
et  q*  =  a '+  ^''—  2a'0'  COS  6 , 

et  qae  par  suite  le  facteur  p*q*  est  commun  à  tous  les  temiea. 
Alors  en  le  supprimant  et  en  remplaçant  p*  et  q*  par  leurs 
valeurs,  il  viendra,  en  eQaçant  les  termes  oonunans  aux 
deux  maoabres  et  divisant  par  2 ,  Texpression  suivante  : 

C0Se(a?'+pa'— ap^fl^p'X— (a?'+p«'— a?— a'P')  , 

OU ,  en  passant  tout  dans  le  premier  membre, 

(COSe+l)(:t?'+?a'— a?— «'?')<  0.  (5) 

Or  on  passe  de  Tinégalité  (1)  à  Tin^alité  (2) ,  en  changeant 
le  signe  de  r  ;  ce  qui  revient ,  en  remontant  à  l'expression  de 
cette  quantité ,  à  changer  le  signe  de  ?  et  de  ^'  dans  le  se- 
cond membre  de  (4). 

La  seconde  condition  équivaut  donc  à 

(COSÔ  —  1)  (a?'  +  ?a'  —  a? -  a'?'}  >  0.  (6) 

Or  quel  que  soit  le  signe  de  cos6 ,  cosO+i  est  toujours  posi- 
tif et  cosO  —  i  toujours  négatif.  Pour  que  les  inégalités  (5)  et 
(6)  soient  satisfaites,  il  faut  donc  et  il  sutlit  que  Ton  ait 


OQ  bien  que  là  somme 

aire  OAB  +  aire  Oab  >  aire  OAft  +  aire  OBa, 
00,  en  supprimant  2  Oab  communs  aux  deux  membres,  que 

A.Bb  +  abA  >  abk  +  abB , 
ou  enfin  que  AB^  >^  abB, 

Or  cette  dernière  in^alité  est  manifeste.  Donc  les  deux 
circonférences  se  coupent.  Donc  en  revenant  à  la  proposition 
primitive,  quelle  que  soit  la  position  des  figures  semblables  di- 
rectes, inverses  ou  sjrmétriques ,  le  centre  d'bomologie  existe 
toujours.  Mais  les  circonférences  R  et  r  se  coupent  en  deux 
points,  et  nous  avons  vu  que  le  centre  cherché  était  unique 
pour  les  deux  systèmes  considérés.  Ainsi  l'un  des  deux  points 
d'intersection  trouvés ,  toujours  facile  à  choisir  d'après  Tes- 
pëce  de  similitude  donnée ,  conviendra  seul  à  la  question. 
L'autre  sera  lié  au  premier  par  les  considérations  que  nous 
avons  précédemment  exposées. 

Pour  mettre  cette  dernière  assertion  hors  de  doute ,  exa- 
minons les  cas  particuliers  où  les  deux  systèmes  sont  pa- 
rallèles. 

Dans  cette  hypothèse ,  soient  AB  et  ab  (fig,  15)  deux  côtés 
homologues  des  deux  figures.  Prolongeons  Aa  et  B^  jusqu'à 
leur  rencontre  en  I.  Tirons  A^  et  Ba  qui  se  coupent  en  i, 
puis  menons  par  les  points  I  et  i  des  parallèles  m!m"^  m"'m}'f 
àAB,  et  par  ces  mêmes  points  les  perpendiculaires  IK,  ik 
sur  cette  même  droite.  Les  points  I  et  i  seront  les  centres 
dliomolo^e  cherchés  suivant  que  les  deux  systèmes  auxquels 
appartiennent  les  lignes  homologues  AB  et  ab  seront  directs 
ou  inverses. 

Les  points  I  et  m\  I  et  m"  seront  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  Aa  et  B^ ,  et  les  points  i  et  m'"^  i  et  m^"^  le  se- 
ront aussi  par  rapport  à  A^  et  Ba.  lies  circonférences  décrites 
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sar  Im'  et  Ini'  comme  diamètres  se  couperont  en  K,  et  celles 
décrites  sur  im!"  et  im^^  se  couperont  en  k. 
Donc ,  indépendamment  des  proportions 
lA:Ja::lB:lb::AB:ab 
iA  :  ib  ::  îB  :  ia  ::  AB  :  ab^ 
on  aura  encore  celles-ci  : 

KA  :  Ka  ::  KB  :  K6  ::  AB  :  ab 
*A  :  kb  :  :  kB  :  ka  :  :  AB  :  ab. 

Donc  les  triangles  £AB  et  K^fr  sont  semblables,  ainsi  que 
les  triangles  lAB  et  lab^  et  les  triangles  A:AB  et  kab  le  sont 
aussi,  de  même  que  les  triangles  ikB  et  iab.  Le  point  K  a 
donc  réellement,  entre  les  droites  AB  et  ab^  la  position  ana- 
logue à  celle  du  point  I  au-dessus  de  ces  droites. 

Il  en  est  de  même  du  point  k  relativement  au  point  i.  Les 
points  I  et  K ,  £  et  A;  sont  donc  des  centres  d'homologie  dis- 
tincts correspondant  aux  diverses  hypothèses  que  l'on  peut 
faire  sur  le  genre  de  similitude  des  systèmes  auxquels  appar- 
tiennent les  côtés  AB  et  ab.  On  conçoit  que  quoique  nous 
n'ayons  pris  qu'un  cas  particulier ,  des  considérations  analo- 
gues auraient  lieu  dans  le  cas  général. 

V^ Corollaire.  Nonmions  C  la  première  circonférence  décrite 
du  rayon  R,  ou  sur  Ka  {fig.  14).  Désignons  par  C,  C",  C"',  etc. 
les  circonférences  analogues  décrites  sur  Bb^Cc^  Dd,  etc.  : 
il  suit  de  ce  qui  précède  que  C,  C\  C",  C",  etc.  auront  une 
corde  commune,  ou  se  couperont  toutes  aux  mêmes  points. 

2°  Corollaire.  Si  p  =  q^  c'est-à-dire  si  les  systèmes  sem- 
blables deviennent  égaux ,  les  rayons  R,  R',  R",  etc.  devien- 
dront inûnis  ;  les  circonférences  C,  C",  C",  etc.  se  change- 
geront  en  des  droites  perpendiculaires  sur  le  milieu  des 
droites  Aa,  B^,  Ce,  etc.  ;  d'où  il  suit  que  ces  perpendiculaires 
iront  toutes  concourir  en  un  même  point. 

3e  Corollaire.  Soient  deux  droites  AN,  AN'  {fig.  16)  issues 
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(hpdnt  ▲  et  terminées  à  la  droite  OX.  Faisons  Knfm^n 
tinTV  as  MA.  En  conséquence  du  corollaire  (2)  ^  les  perpen* 
dicalaires  sur  les  milicax  des  droites  AH',  nn\  NN'  se  ren- 
contreront en  un  même  point.  Si  Ton  fait  tourner  AN'  sur  le 
point  A ,  et  qu'on  suppose  les  droites  N'/t',  n'U!  iovariables 
de  grandeur,  quand  le  point  TU'  se  rapprochera  du  point  N , 
le  point  n'  décrira  un  arc  de  conclioïde.  A  la  limite,  ou  quand 
les  points  N'  et  N  se  confondront,  les  points  H'  et  A  se  con- 
fondront aussi.  La  droite  nn!  deviendra  tangente  à  la  courbe, 
et  la  perpendiculaire  sur  cette  droite  deviendra  normale. 
Cette  normale  passe  donc  alors  par  le  point  de  concours  des 
perpendiculaires  en  N  et  en  A  sur  les  droites  ON  et  NA.  Ce 
qui  fournit  un  moyen  facUe  de  mener  par  un  point  de  la 
ooncboîde  une  tangente  à  cette  courbe. 

DES  RACINES  INFINIES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 
(Saite  d'un  premier  arlicle.  Voy.  t.  UI,  pages  32...  40.) 


4.  Dans  la  discussion  complète  d'une  équation  à  deux  in- 
connues F(x,  ^)  =  0,  on  peut  aussi  avoir  à  considérer  des  solu- 
tions composées  d'une  valeur  infinie  et  réelle  pour  Tune  des 
inconnues ,  y ,  et  d'une  valeur  finie  et  réelle  pour  Vautre  x. 

Quand  je  dirai  :  l'équation  proposée  admet  la  solution 
jr  =  a ,  j'  =  00  (a  étant  une  quantité  réeUe  et  finie  ) ,  voici 
ce  qu'il  faudra  sous-entendre  : 

On  peut  donner  à  l'inconnue  x  une  valeur  aH-^  ou  a — h, 
assez  peu  différente  de  a  pour  que  l'autre  inconnue^  ait  une 
valeur  correspondante ,  ^ ,  plus  grande  que  tout  nombre 
détermine  ^  ;  et  si  l'on  fait  converger  la  valeur  de  a:  vers  a , 
par  la  diminution  progressive  de  h ,  la  valeur  correspon- 
dante de  jr  ira  continuellement  en  augmentant  à  partir  de  6. 


C'est  à  ce  genre  de  solutions  que  se  rapporte,  en  dèflsi*- 
tive  y  la  détermination  des  asymptotes  rectUignes  aux  courtMi 
algébriques. 

Dans  la  recherche  des  solutions  de  la  forme  x = a,  jr  ss» ,  p? 

j'ordonnerai  Téquation  proposée  suivant  les  puissanoea  di-  ^ 

croissantes  de  jk  ,  en  l'écrivant  de  cette  manière  :  \ 

A^'*+Br*  +  Cy  + =0.  * 

Je  supposerai  que  A,  B,  G,  etc.  soient  des  fonctions entièrei 
de  X,  premières  entre  elles,  et  à  coefficients  numériques 
réels  et  finis.  Aucune  valeur  substituée  à  a:  ne  pourra  an-  ' 
nuler  à  la  fois  toutes  les  fonctions  A ,  B ,  C ,  etc. ,  pnisqa'èlks   ' 
sont  débarrassées  de  tout  diviseur  commun.  ^ 

5.  L'équation  Ar**  +  B^*  +  Çr'  +  ....  =  0  ne  peut  ad- 
mettre la  solution  j:  =  a ,  j^=  x ,  qu'autant  que  la  substi- 
tution de  a  à  :r  annule  le  coefficient  A  du  premier  terme. 
Car  si  A  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  les  racines  de  Féquation  i 
une  seule  inconnue^,  obtenue  par  la  substitution  dont  il 
s'agît ,  ont  évidemment  une  limite  supérieure  que  l'on  peut 
assigner.  Ainsi,  l'équation  n'admet  aucune  solution  de  la 
forme  indiquée,  lorsque  le  coefficient  A  est  indépendant  de 
jr  ;  et  il  en  est  encore  de  même  si ,  A  contenant  x ,  l'équa- 
tion A  =  0  n'a  aucune  racine  réelle. 

Mais  il  n'en  faut  pas  conclure  que  toute  racine  réelle  oc  de 
A=:0,  donne  à  Téquation  proposée  la  solution  .r=a,,;^=oo  • 
Pour  écarter  cette  conclusion  9  il  suffira  de  prendre  Gomme 
exemple  les  équations  : 

(:r  —  l)y -h  (^"  +  l)y  +  1=0 
(a:  —  i)Y  +  (  j:'  +  l)y—  1  =  0. 
Le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  y  de  chacune  de 
ces  deux  équations  se  réduit  à  zéro  lorsque  a:=:  i  •  et ,  ce- 
pendant ,  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  plus  grandes  ou  plus 
petites,  aussi  peu  différentes  de  Funité  que  l'on  voudra  ,  les 
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Taleurs  correspoodastM  de^^  seront ,  dans  la  premitee  équa- 
tion^ tonjours  imaginaires;  et  dans  la  seconde,  tonjoars 
moindres  qae  ranité. 

Pour  reconnaître  quelles  sont  les  racines  a  réelles  et  finies 
de  A  =  0,  qui  donnent  à  Téquation  proposée  A^"'+B^*'  + 

C^+ sssO,  des  solutions  de  la  forme  j:=:a,  x  =  *>> 

je  distinguerai  deux  cas  :  suivant  que  le  nombre  des  racines 
de  A  =  0 ,  égales  à  a,  est  impair  ou  pair. 

6.  Si  V équation  A=0  a  un  nombre  impair  de  racines  égales 

m  nombre  a  réel  et  fini ,  V équation  A^**+  Bx%  0^"+ =  0 

admettra  nécessairement  la  solution  jr  =  a ,  j^  =  oo . 

Cest-à^ire  que 

r  En  remplaçant  j:  par  «+/*  ou  a — h  {h  étant  un  nombre 
réel  suffisamment  petit),  Téquation  aune  seule  inconnue 

A^**+^"+Cy  + =0,  aura  au  moins  une  racine  réelle 

j^us  grande  que  tout  nombre  donné  S. 

2*  Si  Ton  foit  converger  vers  a  la  valeur  «  +  ^,  ou  a — h^ 
substituée  à  or,  la  valeur  correspondante  de  j^  ira  toujours  en 
augmentant. 

Ge  sont  les  deux  points  qu'il  faut  établir. 

La  valeur  a  qui ,  substituée  à  x,  annule  A ,  peut  de  même 
annuler  quelques-uns  des  coefficients  suivants  B,  C,  etc.  ; 
mais  tous  ces  coefficients  ne  sont  pas  à  la  fois  réductibles  à 
zéro  :  je  nomme  A'  le  premier  des  coefficients  que  a  n'annule 
pas  ;  B',  G,  etc.  ceux  qui  peuvent  suivre  A'  ;  et  ^  un  nombre 
réel  assez  petit  pour  que  l'équation  A'=  0  n'ait  aucune  ra- 
cine comprise  entre  a  +  h  et  a  —  h.  Et  de  plus ,  je  suppose 
qu'en  faisant  variera:  depuis  a-^h  jusqu'à  «  —  A,  la  fonc- 
tion A  soit  seulement  réduite  à  zéro  par  jr  =  a. 

D'après  la  notation  indiquée,  l'équation  proposée  est 
A^~+Br''+ +Ay  +  By+ =0. 

Afin  d'apporter  plus  de  précision  dans  l'examen  des  valeurs 


et  des  lignes  qae  prend  le  premier  membre  >  lorsque  «  ety 

reçoivent  différentes  valeurs»  je  considérerai  d'abord  sépale 

ment  chacun  des  deux  polynômes  Ay+By+ ,  et 

Ar-4-]?r''+etc- 

On  peut  donner  à  Tinconnue  j^  une  valeur  y  assez  grande 

pour  que ,  en  faisant  varier  x  depuis  a+h  jusqu'à  a  —  A ,  le 

polynôme  Ay  +  B^  +  etc.  ait  constamment  le  signe  de  son 

premier  terme  Ay.  En  effet,  soient  a'  la  plus  petite  valeur 

que  prend  A',  et  M  le  maximum  de  B',  G',  etc. ,  lorsque  x 

varie  depuis  «  +  ^  jusqu'à  a  —  A  :  il  suffira ,  pour  satisfaire  à 

la  condition  énoncée,  de  remplacer  y  par  un  nombre  y  au 

M 
moins  égal  à  -7  + 1  T).  La  même  condition  étant  remplie  par 
a 

M 
tout  nombre  plus  grand  que  --7+l>  je  supposeraiy  au  moins 

égal  au  nombre  donné  9. 

En  substituant  y  ky  dans  le  second  polynôme  Ay^  -4- 
+  By  H-,  etc.,  et  faisant  varier  x  depuis  a  +  A  ou  a  —  & 
jusqu'à  tt ,  on  donnera  à  ce  polynôme  des  valeurs  absolues 
aussi  petites  que  l'on  voudra  :  car,  lorsque  :r  =  a ,'  tous  les 
coefficients  A ,  B, ,  s'annulent  à  la  fois  (**).  Pour  des  va- 
leurs de  h  suffisamment  petites ,  on  aura  toujours ,  en  valeurs 
absolues,  l'inégalité Ay*^+  By*  -f ....  < Ay  +  By  + .... 
En  effet,  nommons  N  le  minimum  des  valeurs  de  Ay 
+  By... ,  correspondantes  aux  valeurs  de  x  comprises  entre 
a -{-h  ci  a  — h,  l'inégalité  indiquée  existera  nécessairement 


C)  Car  toutes  les  équations  à  une  seule  inconnue,  y,  déterminées  parla  substi- 
tution des  valeurs  attribuées  à  x,  auront  leur  premier  terme  pins  grand  que  la 

M 
somme  de  tous  les  autres  termes ,  lorsqu'on  y  remplacera  y  par  -  + 1 ,  ou  bien 

par  une  valeur  plus  grande.  C'est  un  principe  démontré  dans  tous  les  traités 
d'algèbre. 

(**)  Les  fonctions  A,  B...,  admettant  le  diviseur  a?— «  à  des  puissances 
m',  n'j  etc.,  prendront  la  forme  ah^',  bh^\  etc.,  lorsqu'on  y  substituera  «+A  à  x; 
c'est  pourquoi  le  polynôme  Ay^^+By'**...  devient  aussi  petit  que  l'on  veut,  en 
donnant  à  h  une  valeur  sufTisammcnt  petite. 
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<iés  qae  Ay*  -f-  Br"*  +  ••  deviendra  moindre  que  N. 
EnGn,  je  ferai  encore  observer  qu'il  est  possible,  en 
disposant  convenablement  du  signe  de  A ,  de  donner  aux 
coefficients  A  et  A'  des  signes  contraires.  Si,  par  exem* 
pie,  les  valeurs  de  x  coinprises  entre»  <4-  h  et  «rendent  ces 
deux  coefficients  positifs  :  pour  lesvaleurs  de  j:  comprises  entre 
a — h  et  a,  le  premier  deviendra  négatif  et  Vautre  ne  changera 
pas  de  signe  ;  ils  auront  donc  alors  des  signes  contraires.  La  pos- 
sibilitéde  satisfaire  à  cettedemière  condition  tient ,  comme  on 
v(»t^  à  ce  que  Téquation  A  =  0  ,  a  un  nombre  impair  de 
racines  égales  à  a. 

Cela  posé ,  remplaçons^  par  y,  et  x  par  a  dz  A,  dans  le 
premier  membre  de  Téquation  ky^  +  B/*  +  ....  +  A'y 
-f  B>'  -f-  ....=:  0.  En  disposant  du  signe  et  delà  grandeur 
de  h ,  comme  nous  venons  de  Tindiqner ,  les  termes  Aj^'*", 
Ay**  auront  des  signes  contraires,  et  la  valeur  absolue  du 
polynôme  Ay"*  +  Bj/**  +  etc. ,  sera  moindre  que  celle  du 
polfiitaie  A'jf"^  +  B'y*  +  etc.;  alors  le  premier  membre  de 
réquation  proposée  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  son 
jMremier  terme  Ay*". 

Puis ,  sans  rien  changer  à  la  valeur  ni  au  signe  de  A,  fai- 
sons croître  ^^  à  partir  dey,  jusqu'à  ce  que  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  prenne  le  signe  de  son  premier  terme ,  et 
conserve  ce  signe  pour  toute  valeur  plus  grande  de  y.  Par 
cette  augmentation  progressive  de  la  variable^,  le  premier 
membre  de  l'équation  s'annulera  au  moins  unefœs ,  puisqu'il 
change  de  signe  dans  l'inlervalle  des  valeurs  attribuées  à  y. 
Ainsi  l'équation  en ,r  aura  au  moins  une  racine  réelle  6  plus 
grande  que  y.  On  peut  d'ailleurs  prendre,  pour  la  valeur  de 
€,  la  plus  grande  des  racines  de  l'équation.  Donc , 

1^  En  remplaçant  x  par  a  -f-  A  ou  «  —  A  (A  étant  un  nom- 
bre réel  suffisamment  petit)  l'équation  proposée  ky^  +  By 

AHN.de  M4THÉM.  III.  7 
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-j-  etc.,  =  0,  aura  au  idoîrs  une  racine  réelle,  6,  pins  grande 
que  le  nombre  donné  S. 

Si  plusieurs  valeurs  différentes  de  A  correspondent  hys=^^ 
je  prendrai  pour  h  la  plus  petite  de  toutes.  Ainsi  a  -f-  )k  on 
a  —  h  représentera ,  parmi  les  valeurs  de  jc  qui  peuvent  cor- 
respondre à^  =  6,  celle  qui  diffère  le  moins  de  ùl.  Alors, 

en  faisant  diminuer  h^  le  polynôme  AeT  +  B6*  -f- 

-|- A'6*'-f-B'^  +  ••'9  V^  ^^î^  annulé,  reprendra  immédiate- 
ment le  signe  du  terme  A'ê*',  pour  h'<,h,  qudquc  petite  que 
soit  d'ailleurs  la  diminution  de  h  (^).  Et  comme,  en  augmen- 
tant la  valeur  de^  à  partir  de  6,  on  pourra  de  nouveau  donner 
au  polynôme  A^*-f  B^"+...-f  A.r'-f  Fr«+....  fetigue 
desonpremiar  terme  A^*,  Téquation  admettra,  ^nrh'<Zh^ 
une  racine  &  >  6.  D*oii  je  conclus  que 

â^SiTon  fait  convergeir  vers  a ,  la  valeur  a -{- ^  ou  a  —  k 
attribuée  à  x,  la  valeur  cerrespondante  de  x  ira  toujours  en 
augmentant. 

Et,  par  conséquent ,  Téquation  proposée  admettra  réelle- 
ment la  solution  j:=  a,  ^=  00. 

7.  En  général ,  Téquation  proposée  admettra  toujours  pour , 
l'inconnue^  une  valeur  ioGnie  réelle,  correspondante  à  la 
valeur  réelle  et  Gnie  a  de  Tautre  inconnue  x,  qui  annule  le 
co^cient  A  de  la  plus  haute  puissance  de^-  :  lorsque,  en 
attribuant  à  x  une  valeur  a  +  A  ou  a  —  A ,  salBsamment  rap- 
prochée de  a ,  il  sera  possible  de  donner  des  signes  contraires 
au  premier  terme  A^**  de  Tcqualion  et  au  premier  des  ter- 
mes Ay  dont  le  coefficient  A'  n*est  pas  annulé  par  la  substi- 
tution de  a  à  a:  c*). 


O  Si  la  SQbsliUitioii  de  A'  à  A  donnait  au  polynôme  un  signe  contraire  à  celai 
da  terme  À'ê^,  il  y  aurait  entre  fc'  et  o  uneTaleur  à"<A  correspondante  à 
y^c;  car  lorsque  à— 0,  le  pol)nônie  a  évidemment  le  signe  du  terme  A'c'. 

C*)  Je  ne  veex  pas  dire  que  cette  condition  soit  indispensable ,  elle  est  seule- 
ment suffisante.  J'examinerai  plus  loin  vQ*  9)  comment,  lorsqu'elle  n'est  pas 
remplie ,  on  peut  reconnaître  si  la  taleur  de  y  correspondante  à  x  -^  x  est  encore 
l'infini  rfel. 
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C'esi  là  une  couséquence  évidente  de  la  démonstratioQ  qui 
Fient  d'être  donnée  n*"  6. 

Que  si  nous  avons  considéré  a  comme  une  racine  simple , 
ou  d'un  ordre  de  multiplicité  impair,  de  l'équation  A=:0 , 
c'est  parce  qu'il  est  alors  toujours  possible  de  faire  prendre 
des  signes  contraires  aux  deux  termes  Ar*",  A^*",  en  dispo- 
sant convenablement  des  signes  de  h  et  de^. 

Dans  chaque  cas  particulier,  il  sera  facile  de  distinguer 
({ods  sont  les  signes  de  h  et  de  y  qui  donnent  aux  deux 
termes. Aj"*",  Air*"  des  signes  difiërents.  Cette  observation  est 
utile  pour  la  construction  des  courbes  ;  f  en  montrerai  immé- 
diatement l'utilité,  en  appliquant  le  principe  du  n""  6àla 
recherche  des  asymptotes ,  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées, 
d'une  courbe  algébrique. 

8.  Pour  reconnaître  si  l'équation 

Ar*'  +  fi7*+etc.  =0 

représente  une  courbé  ayant  une  ou  plusieurs  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  des  ordonnées ,  il  faut  précisément  savoir 
si  cette  équation  admet  des  solutions  delà  forme  x=a, 
r  =  00  ,  en  déûnissant,  comme  nous  l'avons  fait,  les  solu- 
tions de  cette  forme  ;  car  à  chacune  de  ces  solutions  corres- 
pond une  branche  de  courbe  qui  a  pour  asymptote  la  droite 
a:=a;  et  réciproquement,  à  chacune  des  asymptotes,  jr=a, 
parallèles  à  l'axe  des  ordonnées  correspond  une  solution  de 
laforme  j:  =  a,  j^=  00. 

D'après  cela ,  pour  déterminer  les  asymptotes  dont  il  s'agit, 
on  cherche  d'abord  les  racines  réelles  de  l'équation  à  une 
seule  inconnue  A  =  0,  et  il  reste  ensuite  à  examiner  si  les 
valeurs  de  x  ainsi  obtenues  donnent  à^  des  valeurs  réelles 
infinies. 

Lorsque  la  racine  obtenue  a  est  simple  ou  multiple  d'ordre 
impair,  une  des  valeurs  correspondantes  de ^  est  toujours 
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réelle  infloie  (n*  6  )  ;  donc  l'équation  proposée  représente  une 
courbe  dont  une  branche  au  moins  a  pour  asymptote  bt 
droite  jr= a. 

Afin  que  cette  première  donnée  puisse  servir  à  construire 
une  partie  de  la  courbe  avec  quelque  précision,  il  faut  encore 
savoir  de  quel  côté  de  l'axe  des  abscisses  et  de  la  droite 
JT  =  a  les  branches  de  la  courbe  deviennent  asjrmptotes  à 
cette  droite. 

A  cet  effet ,  je  substitue  kjcla  valeur  a  dans  les  coelB- 
cients  successifs  B ,  C ,  etc.,  jusqu'à  ce  que  je  parvienne  à 
un  terme  A'y  dont  fe  coefficient  A'  ne  soit  pas  annulé  par  la 
substitution  de  a.  Ce  coefficient  A'  se  réduira  à  un  nombre  r^ 
dont  le  signe  est  déterminé. 

Puis,  après  avoir  divisé  le  coefficient  A  du  premier 
terme  Ay^  par  la  plus  haute  puissance  Ae  x — a  qui  entre 
comme  facteur  dans  ce  coefficient,  je  remplace  encore  x  par  « 
dans  le  quotient  obtenu  ;  il  en  résulte  un  nombre  m!  positif 
>u  négatif. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  nombres  r^,  m!  aient  le 
même  signe. 

Les  termes  Ay,  ky  prendront  des  signes  contraires 
lorsqu'on  fera  varier  x  depuis  a — h  jusqu'à  a,  en  donnant 
de  plus  à  ^  des  valeurs  positives;  par  conséquent,  la  droite 
j:  =  a  sera  asymptote  à  une  branche  de  la  courbe  située  du 
côté  des  ordonnées  positives;  et  si  a  est  positif,  en  laissant 
aux  axes  la  disposition  ordinaire ,  celte  branche  sera  située 
à  gauche  de  l'asymptote  xr=^oL. 

Lorsque  les  exposants  r,  /z  de^  dans  les  termes  A^,  ky^ 
seront  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  ces  termes 
prendront  encore  des  signes  contraires  pour  des  valeurs  né- 
gatives de^,  les  valeurs  de  x  étant  toujours  comprises  entre 
a  —  A  et  a.  Ainsi ,  la  droite  a: = a  est  encore  asymptote  à  une 
branche  de  la  courbe  située  au-dessous  de  l'axe  des  x  ;  cette 
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noayelle  branche  sera ,  comme  la  première ,  dirigée  à  gauche 
de  l'asymptote. 

Mais  si  l'un  des  deux  exposants  r,  n  est  pair  et  Fautre 
impair^  en  donnant  à^des  valeurs  négatives,  il  faudra  faire 
varier  x  depuis  a  +  A  jusqu'à  a ,  pour  que  les  termes  A^^**, 
Ay'  prennent  des  signes  contraires  ;  alors  les  deux  branches 
sont  situées  de  différents  côtés  de  Tasymptote. 

On  déterminera  de  même  la  situation  relative  de  la  droite 
xrra  et  des  branches  auxquelles  elle  est  asymptote,  dans  le 
cas  particulier  où  les  deux  nombres  W  et  m!  ont  des  signes 
contraires.  G. 

(  La  fin  prochainement.  ) 


QUESTION  D'EXAMEN. 
wo(%xmom  »s  m.  b.  uoamsT. 

ProfetMar  de  mathématiqQes  au  Collège  rûyal  d«  Louis-le-ftrand. 


Trouver  le  volume  d'un  segment  sphérique  d  une  base  en 
fonction  du  rayon  r  delà  base  du  segment  et  de  sa  haukur  h , 
connaissant  le  volume  de  la  sphère  et  sachant  qu,e  la  fonction 
demandée  est  entière  par  rapport  aux  quantités  v  et\i. 

Soit  ACB  le  demi- cercle  générateur  de  la  sphère ,  6D  la 
hauteur  du  segment ,  CD  le  rayon  de  sa  base  et  \^  son  vo- 
lume ;  on  aura 
(1)  ^  =  AA^+BAV+C^r'  +  Dr' , 

A,  B ,  G,  D  désignant  des  nombres  constants  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 

La  dnnte  CD  étant  une  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
de  la  circonférence  sur  le  diamètre  AB,  on  a  la  proportion 

AD:CD::CD:BD, 
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CD* 
d'où  Ton  lire  AD  =  -—jr  r'^~'  -,  mais  la  ligoe  AD  est  la  hau- 

teur  d'an  aatre  segment  de  même  base  que  le  premier  ;  donc, 
poor  exprimer  le  volume  ^  de  ce  segment  en  fonction  de  r 
et  A ,  il  snfiBt  de  remplacer  h  par  t'h"'  dans  le  second  memtaie 
de  l'égalîté  (1) ,  ce  qni  donne 

(/=  ArV  +  BA"V  +  CA-'r*+Dr3. 
Pour  exprimer  le  volume  Y  de  la  sphère  en  fonclioo 
des  mêmes  quantités  r  et  A,   nous  observons  qu'on  a 
\=^izÂB^  etAB=BD  +  AD=À  +  /^A~Sd'oàroiidMiiil 

6 
mais  la  sphère  entière  est  égale  à  la  somme  des  deux  seg- 
ments; donc 

-  (A3  +  3Ar^  +  3A-'r*  +  A" V)  = 

=AA3+BAV4-CAr'  +2Br^  +  ChT'r^-^hhr'r^  +  A^-^rS, 
Cette  égalité  ayant  lieu  pour  des  valeurs  de  r  aussi  petites 
qu'on  voudra,  lorsqu'on  attribuée  h  des  valeurs  comprises 

entre  AB  et  -  AB ,  les  coefficients  des  même  puissances  de  r 

sont  égaux  dans  les  deux  membres  \  donc 

A=^,        B  =  0,        C  =  ^,        D  =  0, 


6 
et,  par  suite, 


2  6 
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Développements  sur  plusieurs  points  de  la  théorie  des  pertur- 
bations des  planètes;  par  V.-J.  Le  Verrier.  ïn-4  de  1  à  29, 
Bachelier  1841 ,  nM. 
Les  corps  célestes,  dans  leurs  mouvements,  à  cause  de 
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leDrs  atiracUons  mutuelles ,  ne  suivent  pas  rigoureusement 
les  1(HS  du  mouvement  elliptique  ;  ils  s'en  écartent  par  de 
petites  quantités,  nommées  inégalités^  dont  les  unes,  dites  pé- 
riodiques, se  reproduisent  dans  un  petit  nombre  d'années ,  et 
les  autres,  dites  séculaires,  ne  s'accomplissent  qu'après  un 
temps  très -long.  La  détermination  précise  de  ces  tnë- 
galités  est  le  point  le  plus  épineux  de  l'aslronomie  calcu- 
latrice. C'est  que  l'intégration  des  équations  du  mouvement 
ne  s'^fectue  qu'au  moyen  de  séries ,  dont  chaque  terme  est 
donné  par  une  série  ;  comment  juger  du  degré  de  convergence 
de  ces  séries  de  séries?  Bien  plus,  on  n'obtient  ces  séries 
qa'eo  négligeant  les  puissances  de  certaines  quantités  moin- 
dres que  l'unité;  comment  reconnaître  le  degré  de  la  puis- 
sance qu'il  est  permis  de  négliger  ?  Car  ces  quantités  peuvent 
amener  des  coefiBcients  diviseurs,  qui ,  à  raison  même  de  leur 
petitesse,  rendent  les  expressions  qu'elles  affectent  très- 
grandes.  M.  Le  Verrier,  déjà  avantageusement  connu  comme 
excellent  calculateur,  indique  dans  ce  mémoire  une  méthode 
d'interpolation  pour  déterminer  ces  coefiBcients ,  et  la  ques- 
tion est  ramenée  à  la  résolution  d'un  nombre  2i  d'équations 
du  iHremier  degré  à  2i  inconnues  ;  la  méthode  d'élimination 
est  fort  ingénieuse  ;  nous  nous  en  servirons  en  les  modifiant 
convenablement,  comme  moyens  d*exercice. 
/d.n" 2,  31  à  62, 1842. 
Bans  le  numéro  précédent ,  on  a  développé  une  nouvelle 
méthode,  celle  d'interpolation ,  pour  calculer  les  coefiBcients 
de  la  fonction  perturbatrice;  dans  celui-ci,  l'auteur  discute 
l'ancienne  méthode ,  et  emploie  un  moyen  indiqué  par  Le- 
gendre  pour  calculer  les  divers  coefiBcients  avec  plus  de  pré- 
cision et  de  facilité  ;  il  applique  ces  méthodes  à  la  construc- 
tion de  nouvelles  tables  des  quantités  6/0  et  de  leurs  dérivées, 
qui  forment  les  termes  de  la  fonction  perturbatrice  dévelop- 
pée. Ces  tables  se  rapportent  à  Mercure  combiné  avec  Vénus, 
la  Terre  et  les  planètes  supérieures ,  et  à  Vénus  combinée 
avec  la  Terre  et  Mars  Dans  ces  applications ,  on  adopte  des 
données  numériques  différentes  de  celles  qu'on  trouve  dans 
la  Mécanique  céleste.  Choisissons  Uranus. 


96  — 


Mécan.  céleste.     Le  Verrier. 


Classe  -rrri  t-tt;.  î  1»  masse  du  soleil 

19504  17918 

prise  pour  unité. 

:  gr.  axe  de  Forbite   19,183305  19,182729,  le  4  gr.  axe  de 

la  terre  pour  unité  (Méc,  cél.^  t.  III,  p.  64.) 

Il  règne  quelque  dissentiment  entre  les  astronomes  calco* 
lateurs  sur  Tappréciation  des  divers  termes  de  la  fonctioi 
perturbatrice;  et  quand  il  s'agit  de  résultats  numériques  qm 
exigent  un  long  travail,  on  ne  peut  en  appeler  à  ropinîn 
publique,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  public.  Cependant,  il  est 
dans  l'intérêt  des  progrès  »  qu'on  sache  à  quoi  s'en  tenir.  A. 
cet  effet,  il  serait  très-ulile d'élargir  les  attributions  du Bur 
reau  des  longitudes ,  et  de  l'élever  au  rang  d'une  espèce  de 
tribunal  mathématique.  Des  calculateurs  de  profession,  at- 
tachés en  nombre  sufiBsant  à  ce  tribunal ,  seraient  chaifiéi, 
sous  la  direction  déjuges  si  éminemment  compétents,  de  vé" 
rifier  toutes  les  tables  importantes  présentées  par  des  géo- 
mètres^ astronomes,  physiciens,  etc.  ;  et  aussi  delà  yérifici- 
tion  de  formules  algébriques  longues  et  compliquées ,  que 
l'on  jugerait  dignes  d'intérêt.  On  aurait  ainsi  le  moyen  d'é- 
tablir la  conûance  sur  des  bases  assurées.  Vingt  calculateurs 
à  deux  mille  francs  par  année  suffiraient  :  que  signifie  une 
telle  dépense,  lorsqu'on   consacre  des  centaines  de  mille 
francs  à  imprimer  et  à  réimprimer  des  ouvrages  que  les  édi- 
teurs eux-mêmes  ne  lisent  pas  ? 

L'Académie  des  sciences ,  par  cette  institution  ,  éviterait 
aussi  le  désagrément  de  couronner  des  ouvrages  contenant 
des  résultats  faux. 

Avant  de  finir,  nous  devons  faire  observer  que  M.  Le  Ver- 
rier ne  manque  jamais  de  fournir  au  lecteur  les  moyens  de 
vérifier  facilement  ses  calculs.  Le  contrôle  est  indispensable 
dans  les  opérations  de  ce  genre,  et  doit  inspirer  un  grand 
degré  de  confiance.  Xm. 


l 
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J^OTE 


L'ANALYSE  INDETERMINES  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

PAR  S.  CA^AJèAM, 

Réfiétitenr  à  l'École  polytechnique. 


J'ai  donné,  autrefois  dans  le  Géomètre  C)  >  et  plus  réoem- 
meot  dans  le  Cours  de  Mathématiques  do  M.  BJum ,  un  pro- 
cédé fort  simple  servant  à  trouver  une  solution  de  Téqnation 
du  premier  degré  à  deux  inconnues.  D'après  la  note  de 
M.  Chevillard^  insérée  dans  le  tome  II  de  ce  journal,  il 
ptratt  que  le  procédé  dont  je  parle  est  encore  peu  connu  : 
je  me  décide  donc  à  le  publier  de  nouveau.  On  me  pardon- 
nera d'avoir  cherché  à  propager  cet  algorithme,  si  je  dé- 
dare,  comme  je  l'ai  déjà  fait  il  y  a  treize  ans,  qu'il  avait 
été  indiqué  depuis  longtemps  par  M.  Pito/to,  dans  les  an- 
nales de  Gergonne  (t.  II,  p.  230  en  1812). 

1 .  Sent  pour  plus  de  régularité  dans  la  notation,  l'équation 

ay-^bx^A;  (t) 

nous  supposerons  a,  6,  A  entiers,  aeib  premiers  entre  eux , 

fib<a. 

A-»  ay 
On  déduit,  de  cette  équation ,  x  =  — r-^  ;  ou,  en  appe- 
lant Q,  9 ,  B,  c  les  quotients  et  les  restes  que  fournissent  A 
et  a  divisés  par  b , 


OP.  177.  Ce  recaeil  hebdomadaire  pabliéen  1836,  par  M.  Gaillard,  ancien 
professear  au  Collège  Loois-le-Grand ,  a  cessé  de  paraître,  pimr  déftmt  de  tim- 
bre, la  même  année. 

Le  tome  premier  s'arrête  à  la  page  224.  Tm. 

ÀWII.  DB  llATHÉII.  III.  S 


Noos  voulons  que  x  ei  y  soîeni  entiers  :  nous  defOBs 
donc  attribuer  à  j^  une  valeur  qui  rende  entière  la  guantilé 

B CY 

— ^.  Autrement  dit,  la  résolution  de  l'équation  (1)  est 

ramenée  à  la  résolution ,  en  nombres  entiers,  de 
B  —  cy 

ou  de 

6z  +  cr  =  B,  (2) 

laquelle  est  plus  simple  que  la  proposée  ;  car  le  ooeflbâeat  c, 
reste  de  la  division  de  a  par  b^  est  moindre  que  b. 

Résolvons  l'équation  (2)  par  rapport  à  Finconnoe  qui  a  le 
plus  petit  coefficient  ;  nous  aurons 


en  représentant  par  Q'  et  q'  les  quotients  entiers  de  B  et  6 
par  c,  et  par  G,  <3?  les  restes  correspondants.  Répétant  le 
raisonnement  ci-dessus ,  nous  verrons  que  z  doit  rendre  en- 

.^.  C—dz 
tiere  la  quantité ,  ou  que  Tcquation  (2)  se  réduit  à 

c  «i 

celle-ci  : 

cr+dzz=C,  (3) 

dans  laquelle  les  coefficients  c  et  d  sont  respectivement 
moindres  que  6  et  c.  A  son  tour,  cette  dernière  équation  en 
entraine  une  plus  simple  qu'elle  ;  et  ainsi  de  suite. 

2.  Observons  actuellement  que  les  coefficients  c,  d^e^  .... 
sont  les  restes  successifs  que  fournirait  l'opération  du  plus 
grand  commun  diviseur  effectuée  sur  â  et  6.  Car  c  est  le  reste 
de  la  division  de  ^x  par  ^  ;  de  même ,  d  est  le  reste  de  la  divi- 
sion de  b  par  c  ;  etc.  Par  bypollièse,  a  ei  b  sont  premiers 
entre  eux  ;  donc  l'opération  dont  il  s  agit  conduira  nécessai- 
roment  à  un  dernier  reste  égal  à  l'unilê.  Ainsi  la  résolution 
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<le  réqnatioD  (1)  se  rôdaira ,  en  deniier  Hea ,  à  celle  d'une 
éqoatkm  de  cette  forme 

c'est-à-dire  dans  laquelle  le  coefficient  de  l'une  des  deux  in- 
connues sera  l'unité.  Or  si  l'on  attribue  à  t^  une  valeur  entière 
(joelconque ,  il  en  résultera  pour  u  une  valeur  entière  ;  et , 
en  remontant  successivement,  on  finira  par  déterminer  les 
▼alenrs  entières  correspondantes  de  x  et  de  ^. 

3.  On  peut  donner  au  calcul  une  marche  régulière  qui  le 
simpliie  considérablement. 

Supposons 


F— /u      _G— ^  ^^*^ 

Dansées  expressions,  les  quantités  c ,  d,  e,f..,.  sont,  ainsi 
qne  nous  l'avons  déjà  dit ,  les  restes  suc(ïessifs  fournis  par  la 
rediotdie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  a  et  &  :  ad- 
mettons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  le  dernier  de  ces  restes , 
égalàTunité,  soit  A. 

Relativ^nent  aux  quantités  B,  C,  D,....  la  loi  décom- 
position est  fort  simple  :  B  est  le  reste  de  la  division  de  A 
par  i&  ;  G  est  le  reste  de  la  division  de  B  par  c  ;  etc. 

Le  calcul  de  ces  divers  coefficients  s'e£EBCtne  comme  Tin- 
tique  le  tableau  ci-après  : 

a    \    b    \    c        d        ^    \    f  \   S        1 


c 

d 
D 

*       /  i 
E  1   F 

g 
G 

A|BlG       D       E|F       G       0 

La  ligne  supérieure  se  forme  comme  dans  l'opâration  du 
plus  grand  commun  diviseur.  Pour  former  la  seconde  ligne , 
on  écrit  A  sous  a,  puis  l'on  divise  ce  premier  terme  par  b  ; 
on  obtient  ainsi  un  reste  B ,  que  l'on  écrit  au-dessous  de  ^  ;  etc. 
En  général  :  chaque  terme  de  la  ligne  inférieure  est  le  reste  de 
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la  division  du  terme  placé  à  gauche,  par  le  terme  placé  au- 
dessus.  11  est  visible  que  le  dernier  terme,  oorrcspondaDt  aa 
diviseur  1 ,  est  0. 

Ces  deax  lignes  étant  calculées,  on  détermine  les  incon- 
nues u^t^s^  r,  Zjy,  X  en  fonction  de  t^,  à  Taide  des  équa- 
tions (4}  ;  c'est-à-dire  que  : 

Chaque  inconnue  s' obtient  m  retranchant  d'un  terme  de  la 
seconde  ligne  ^  le  produit  du  nombre  écrit  au-desiu$par  Fimr 
connue  qu'on  vient  de  déterminer ,  et  divisant  le  reste  par  le 
terme  écrit  à  la  droite  de  ce  nombre. 

4.  Comme  application  des  régies  précédentes,  prenons 
Téquation 

89x4-162^  =  209. 


162 


209 


89  I  73  I   16  I    9 

at      31      15  I    6 


D'abord,  162  divisé  par  89  donne  pour  reste  73;  89  divisé 
par  73  donne  pour  reste  16  ;  etc. 

Ensuite ,  209  divisé  par  89  donne  31  pour  reste  ;  31  divisé 
par  73  donne  encore  31  j  etc. 

Les  deux  lignes  étant  formées,  nous  aurons,  en  prenant 

»'  =  0  : 


"-,"-'—      o^             209-162x37 
yz=z • — =  37,  x= =  —  65. 

^  73  '  89 

L'équation  est  donc  satisfaite  par  a:-=  — 65,  ^=:  37  ;  d'où, 
pTï  général , 

jc  =  — 65  +  1626,    ^  =  37  —  896. 

Soit  encore  l'équation 

29j:  — 47^=112. 
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î  donne 

—47  I  29  I  —18  I  11   I  —7 


1 


112    I  25 
Pais, 
0+3X0     ^    <>— *X0__    0+7x0  7— llXO  . 

7-18x1  _  25+29X1  _  112— 47X3  _ 

~TÏ       ~""^'  -i8      ""^'^'  29         ""       ^' 

donc 

x  =  — 1+496,    ^  =  —  3+296. 

On  peut  observer,  d'après  ce  dernier  exemple ,  que  si  la 
Sgne  inférieure  est  terminée  par  une  suite  de  zéros ,  ii  est 
bon  de  commencer  le  calcul  des  inconnues  à  partir  du  terme 
qnl  précède  le  dernier  zéro. 


DE  LA  SPHÈRE  TANGENTE  A  QUATRE  SPHÈRES  DONNÉES  ; 
PAR  M    JkaOAS  TaiBSRT. 


Le  problème  qui  consiste  à  trouver  une  sphère  tangente  à 
quatre  autres,  a  occupé  nos  plus  célèbres  géomètres  :  Fer- 
mât, Hachette,  Poisson,  MM.  (^ergonne,  Binet  et  Gauchy 
en  ont  donné  des  solutions  diSërentes.  Toutefois  ces  solutions 
soot  loin  d'offrir  toute  la  simplicité  désirable .-  on  va  voir 
dans  celle  que  nous  allons  donner  quel  avantage  on  peut 
retirer  d'une  notation  symétrique  et  convenablement  choisie. 

I. 
Soit 

l'équation  d'une  sphère,  que  je  représenterai  ^  aussi  pour 
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abréger,  par  S  =  0.  J'appellerai  jmûsanef  d'un  point  pv 
rapport  à  la  sphère ,  le  carré  de  sa  distance  au  centre  moin» 
le  carré  du  rayon  ;  rn  sorte  que  S  représente  la  {missanoe 
du  point  (j:,  ^ ,  z)  par  rapport  à  la  sphère  dont  S  =  0 eit 
Téquation.  Je  représenterai  par  p^  la  puissance  de  roriginey 
et  l'on  aura  toujours 

II. 

Soient  S  =  0,  S'  =  0,  les  équations  de  deux  sphères^ 
réquation  S  =  S' est  celle  d'un  plan  qu'on  appelle  plan  ra- 
dical des  deux  sphères  :  ce  plan  est  évidemment  d'après  la 
déGnition  précédente ,  te  lieu  géométrique  des  points  d'égale 
puissance  par  rapport  aux  deux  sphères;  il  est  aussi  le  lien 
géométrique  des  points  communs  aux  deux  sphères,  lors- 
qu'elles se  coupent,  et  dans  tous  les  cas  le  lieu  des  points, 
d'où  l'on  peut  leur  mener  deux  tangentes  égales. 

La  position  de  ce  plan  par  rapport  aux  deux  sphères  ne 
dépend  évidemment  pas  des  axes  coordonnés;  si  donc  on 
prend  pour  axe  des  z  la  droite  qui  joint  leurs  centres,  l'é- 
quation S  =  S'  sera  de  la  forme  s  =  A ,  ce  qui  montre  que 
le  plan  radical  des  deux  sphères  est  perpendiculaire  à  la 

ligne  des  centres. 

III. 

Soient  S  =  0,  S'=:0,  S"=Û,  les  équations  de  trois 
sphères  :  les  plans  radicaux  de  ces  trois  sphères  considérés 
deux  à  deux  auront  pour  équation 

S  =  S',      8=  S",      S'=S". 
(>$  trois  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  dont  les 
tHiuations  Si>nl 

S=S".-:S\ 

ri  qu'on  ap|>ello  ajrc  radicai  di^s  mùsîiphôroîi.*Uet  axe  radical 
»*sl  11*  liou  dos  iHMUlîi  dV^alo  pui^^Nmcc  iMr  rappi^rt  aux  trois 
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sphères,  il  est  d'ailleurs  éyidemment  perpendiculaire  au  plan 
<fes  trois  centres. 

Ce  qui  précède  exige  que  les  centres  des  trois  sphères  ne 
soient  pas  en  ligne  droite,  car  si  cela  était,  les  trois  plans 
radicaux  des  sphères  prises  deux  à  deux  seraient  parallèles , 
et  l'axe  radical  serait  situé  à  l'infini ,  ou  pour  mieux  dire 
n'existerait  pas  ;  néanmoins  iT  pourrait  arriver  que  ces  trois 
plans  coïncidassent,  et  dans  ce  cas  les  trois  sphères  auraient 
an  plan  radical ,  au  lieu  d'un  axe  radical. 

On  peut  aisément  construire  le  plan  radical  de  deux 
sphères  ;  mais  je  n'insisterai  pas  sur  cette  opération  pure- 
ment graphique. 

IV. 

Soient 

8=0,     S'=0,    S"=rO,     S"'=0; 

les  équations  de  quatre  sphères.  Les  plans  radicaux  de  ces 
sphères  prises  deux  à  deux  auront  pour  équation 

S  =  S',  S=S",  S  =  S'",  S'  =  S",  S'==S'",  S"  =  S'". 
Ces  six  plans  se  couperont  en  un  même  point  qui  aura  pour 
équations 

S=S'  =  S"=S"'. 

C'est  le  point  d'égale  puissance  par  rapport  aux  Quatre 
sphères ,  et  qu'on  appelle  centre  radical  de  ces  sphères. 

Ce  point  sera  toujours  unique,  à  moins  que  les  quatre 
sphères  n'aient  leurs  centres  dans  un  même  plan  ;  dans  ce 
cas  il  pourra  arriver  que  le  centre  radical  soit  à  l'infini ,  ce 
qui  signifie  qu'il  n'existe  plus,  ou  bien  ce  centre  sera  rem- 
placé par  un  axe  radical ,  ou  même  par  un  plan  radical ,  si 
les  centres  des  quatre  sphères  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper»  nous 
supposerons  que  les  quatre  centres  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan ,  et  alors  les  sphères  auront  toujours  un  centre 
radical  unique. 
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Soit  toujours  S  =  0  Téquatioo  d'une  qrtiëre,  et  (x\  y\  'i) 
les  coordonnées  d'un  point  qudoonque  de  l'espace;  on  sut 
que  le  plan  polaire  de  ce  point,  par  rapport  à  la  spbàre,  a 
pour  équation 

(x'— û)  (X— a)  +  (y-6)  (j^- fr)+(2'— c)  (z— c)  — 1^  =  0. 
On  sait  en  outre  que 

V  Si  le  point  (j/,  y,  z')  est  hors  de  la  sphère,  son  plan 
polaire  n'est  autre  que  le  plan  des  contacts  de  la  sphère  et 
des  tangentes  issues  de  ce  point; 

2*  Si  le  point  est  sur  la  sphère ,  il  est  aussi  sur  son  plan 
polaire  qui  est  lui-méoie  tangent  à  la  sphère; 

3"  Si  le  point  [pé ^  y\  z')  est  à  l'intàieur  de  la  sphère, 
son  plan  pcdaire  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  des 
cônes  circonscrits  à  la  sphère  et  dont  les  plans  de  contact 
aTec  cette  dernière  passent  par  ce  point. 

VI. 
Soient  les  deux  sphères  S =0 ,  S'=0;  les  centres  de  si- 
militude direct  et  inverse  de  ces  deux  sphères  auront  respec- 
tivement pour  équations 

Centre  direct.  Centre  inTerse. 

Les  plans  polaires  de  ces  deux  cenircs  de  similitude  rela- 
tivement à  la  sphère  S  auront  respoctivemcnt  pour  équationt 
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2(a— a')  jr  +  2(ft  —  ^)^  +  2  (c  — c')  z— (p*  ^/i'*)  ==5 

=  («—/»')•  +  (6-6')'+  (c  — O'  -  (r^O* . 
2{a^a')x+2{b^l/)jr+Q{c—c')z--{p'-'p'')  = 

on  àmpleiDent 

S'-S=:A(r,  O, 

eo  poMDt ,  pour  abréger , 

A(r,  z')  =  (a-a'r  +  (*  -  ft?+  (c-O-  -  (r^H)\ 
9{r,  r')  =  (a  — aT  +  (6— frT  +  (c— 0'  — (r  +  f^r. 
Les  plans  polaires  des  deux  mêmes  centres  de  simîliludc , 
relativement  à  la  sphère  S'  auront  évidemment  pour  équa- 
tions 

S  — S'=^(r.  r'). 

Si  les  deux  sphères  étaient  extérieures  l'une  à  Tautre,  les 
deax  centres  de  similitude  seraient  les  sommets  de  deux 
Gôoes  dreonscrits  à  la  fois  aux  deux  sphères,  et  les  quantités 
désignées  par  A(r,  0 ,  9(r^  r^)  seraient  les  carrés  des  parties 
des  arêtes  de  ces  cônes  comprises  entre  les  deux  sphères. 

VII. 

Théorème, 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  Tune  quel- 
conque de  trois  sphères  données  avec  toutes  les  sphères  qui 
les  touchent  tontes  trois,  est  un  petit  cercle  de  cette  sphère, 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  des  centres  des 
sphères  données. 

Il  est  bien  entendu,  dans  cet  énoncé,  que  Tune  quelconque 
des  trois  sphères  données  doit  être  touchée  de  la  même  ma- 
nière par  toutes  les  sphères  que  Ton  considère. 
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Considérons,  pour  fixer  ks  idées^  la  série  des  qdiàresqiii 
touchent  extérieurement  trois  sphères  données  dont  les 
équations  seront  comme  d'habitude 

S=0,    S'=0,    S"  =  0, 

et  désignons  par  (a,  p.  7)  les  coordonnées  du  centre  de  Tuiie 
des  sphères  tangentes,  par  p  son  rayon  et  par  jc^  j-  ^  z  les 
coordonnées  du  point  où  elle  touche  la  sphère  S  •  on  aura 
d'abord 

at  ^  i X —  -  a, 

r  r 


(l,  3=-î±:j._u, 


r    "        r 
r  r  ^ 


Puis 


(a'  -  a)"+(6'  -pr +  (c'  — 7)*  — (/^+pr  =  0, 
(a"-a^.'  +  (y'— pr+(c"-7r-(/^'  +  p)'  =  0; 

d'où  l'on  déduit  par  la  soustraction 

r(a— a')  «+(6-6')  p+(c-c')7+(r-/^)p— i(p*— /.'0  =  O, 
H(a-a")a+(6-6")p+{c-OT+('^'")f>— t(p'-P'")=  0. 
Portant  dans  les  équations  (2)  les  valeurs  de  « ,  p,  7  tirées 
de  (1) ,  on  aura 

(p+r)  {  2  (a-o')  x+2(6— 6V+2(c— c)  5_(p*~p'«) }  =pA(r,  O 
(p+r)  { 2(a— a")  j:4-2(6-6>+2(c— c")s~(/.'— p"") }  =pA(r,  r'} 

L'élimination  de  p  entre  ces  deux  équations  conduit  à  la 
suivante 

S^  — S  _  S^'  — S 
(^^  A(r,r')  ""A(r,r'r 

qui  est  bieu  Téquation  d'un  plan. 

Il  suit  de  là  que  les  points  do  i-onlact  des  trois  sphères 
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données  aTec  la  série  des  sphères  qui  les  touchent  exté- 
rieurement tontes  trois  seront  sur  trois  plans  ayant  pour 
équations 

y— S  _s'—s 
S"— S'  _y— S 

S  — S"  _  S— S' 
Ces  trois  plans  se  coupqnt  évidemment  suivant  la  droite 

qalest  Taxe  radical  des  trois  sphères  ;  et  comme  cette  droite 
est  perpendiculaire  an  plan  des  centres  des  trois  sphères»  il 
8'en  suit  que  ces  trois  plans  le  seront  pareillement. 

Si  l'une  des  sphères  proposées,  la  sphère  S,  par  exemple, 
devait  être  enveloppée  par  la  série  des  sphères  tangentes,  il 
snflBrait  de  changer  le  signe  de  r  dans  les  équations  (1)  et  (2), 
et  par  suite  dans  toutes  celles  que  Ton  en  déduit;  ce  qui 
revient  évidemment  à  remplacer  dans  les  équations  (3), 
A(r,  r)  et  A(r,  r")  par  S{r,  r')  et  S{r,  r'). 

Si  les  trois  sphères  devaient  être  enveloppées  par  la  série 
des  sphères  tangentes,  il  faudrait  changer  les  signes  de  r, 
r',  r^  ;  ce  qui  ne  produirait  aucun  changement  dans  les 
équations  (3). 

11  résulte  de  là  que  les  équations  (3)  s'appliqueront  à  tous 
les  cas ,  si  Ton  convient  de  remplacer  la  caractéristique  A 
par  B ,  lorsque  les  sphères  dont  les  rayons  suivent  la  carac- 
téristique d(Nvent  être  touchées  de  manières  différentes. 

Dans  tous  les  cas  les  plans  ainsi  déterminés  passent  tou- 
jours par  Taxe  radical  des  trois  sphères. 
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VIII. 

ProblAmb. 

Consiruire  une  sphère  tangenU  à  qMtre  sphères  âmméa. 
Soient  S  =  0,  S'  =  0,  S"=rO,  S'^sO  ks éqnatioiis  des 
quatre  sphères  données,  et  sopposons  pour  fixer  les  idèa 
que  la  sphère  cherchée  doive  toucher  les  quatre  qphéres 
données  toutes  extérieurement  on  toutes  intérieurement. 

Les  lieux  des  points  de  contact  de  la  sphère  S  et  des  séries 
de  sphères  qui  touchent  extérieurement  ou  intérieurement 
cette  sphère  et  deux  des  trois  autres  seront 

;  g— s  _  s*— s 

l  A(r,r)"~A(r,0 
1  S'— S  _S"^S 

/  S'— S  _  y**— S 

Ces  trois  plans  se  couperont  suivant  une  même  droite  qui 
aura  pour  équation 

Celte  ditkite  coupera  la  sphère  S  généralement  en  deux 
points  :  lun  d'eux  sera  le  point  de  contacl  avec  la  sphère  qui 
touche  extérieurement  les  quatrt^  proposées:  lautre,  le 
point  de  ciHilact  avec  la  sphèrv  qui  les  enveloppe  toutes 
quatre. 

La  dr\Hle  t^  serait  asiei  diffiàlo  à  coosiruîre  à  priori; 
niais  ^^  peut  tr\Hiver  tn^s  pi>int$  fi^  nnnarquables  de  celte 
droite  ;  ce  qui  est  plus  que  sulKsant  pour  la  déterminer. 

l'  UdrvMto  j'  passe  évidemment  i\»r  W  {Mot  S  =  8*==: 
S     .  S  ,  qui  csi  le  «vnm^  r^lical  (k^  quairv  ^f^hèr»  données. 

0'  Kilo  (vi^se  Au$si  |Mr  lo  )>>iui  ikmi  los  (\|iMiiotts  sent 
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S"-.S=A(r,0, 
S'"  — S=A(r,/^"). 

Ces  (rois  équations  représentent  les  plans  polaires  relatif 
Fement  à  la  ^hère  S ,  da  centre  de  similitude  directe  de  cette 
^bère  prise  avec  chacune  des  trois  autres. 

L'inl^rsection  de  ces  trois  plans  faciles  à  construire  donne 
donc  un  second  point  de  la  droite  (1) . 

y  Enfin,  cette  droite  passe  encore  par  le  point 

(S-S')  =  A(r,0, 

(S-S")=tA(r,r"), 
(S-S'")  =  A(r,/^").         ^ 

Ces  trois  équations ,  ainsi  qu'on  Ta  dit  précédemment ,  sont 
ctdies  des  plans  polaires  par  rapport  aux  sphères  S',  S",  S  " 
des  centres  de  similitude  de  ces  sphères  considérées  séparé- 
ment avec  la  sphère  S. 

Si  la  sphère  S  étant  toujours  touchée  extérieurement, 
quelques-unes  des  trois  autres  devaient  être  enveloppées , 
Doos  avons  vu  que ,  pour  ces  dernières,  il  fallait  remplacer 
la  caractéristique  A  par  d;  ce  qui  revient,  comme  on  voit ,  à 
prendre  le  centre  de  similitude  directe,  si  les  deux  sphères 
doivent  être  touchées  de  la  même  manière,  et  le  centre  de 
similitude  inverse ,  si  elles  doivent  être  touchées  différem- 
ment. 

D'où  résulte  la  construction  suivante. 

IX. 

CiyMtnkctum, 
Pour  construire  une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  don- 
nées, dont  les  centres  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  on 
cherchera  les  centres  de  similitude  de  chacune  des  quatre 
sphères  avec  chacune  des  trois  autres,  et  on  prendra  chaque 
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centre  de  similitude  direct  ou  inverse,  suivant  que  les  deux 
sphères  correspondantes  devront  être  touchées  de  la  même 
manière  ou  d'une  manière  différente  ;  on  construira  les  phns 
polaires  des  trois  centres  de  similitude  ainsi  déterminés  cor- 
respondants à  chaque  sphère  par  rapport  à  cette  sphàre,  et 
Ton  obtiendra ,  dans  chacune  d'elles ,  on  point  que  l'on  jgb- 
dra  à  leur  centre  radical.  Les  quatre  droites  ainsi  obtettoes 
couperont  les  quatre  sphères  en  huit  points;  quatre  de  ott 
points  constitueront  une  solution  du  problème,  et  les  quatre 
autres  une  solution  parfaitement  inverse  de  la  première. 

Si  les  centres  des  quatre  sphères  étaient  dans  on  même 
plan,  ou  ne  nourrait  plus  appliquer  la  oonstmctioD  précé- 
dente ;  il  faucnit  alors  faire  usage  du  troisième  pcmit  que 
nous  avons  précédemment  déterminé. 

Noie.  Cette  belle  analyse  peut  également  servir  à  froorer 
un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés.  M.  Steiner  s'esl  déji 
servi  du  moi  puissance  pour  désigner  le  produit  constant  de 
deux  segments  d'une  sécante  ou  corde  passant  par  ce  point  et 
coupant  une  circonférence  donnée ,  et  à  l'aide  de  cette  dési- 
gnation comoKMle,  ce  géomètre  résout  plusieurs  problèmes 
de  tangencc  ^  dont  nous  rendrons  compte.  On  voit  ici ,  par  on 
nouvel  exemple ,  combien  est  peu  fondé  le  reproche  souvent 
adressé  à  lanalyse,  de  fournir  des  constructions  sans  élé- 
gance et  difficilement  obtenues.  C'est  un  instrument ,  comme 
tout  autre ^  quMl  faut  savoir  manier.  Yoîci .  à  ce  sujet ,  une 
anecdote  peu  connue  consignée  dans  un  mémoire  dToIer  in- 
titulé :  Soiutio  problfmaiis  geomeirici  circà  lunulas  à  cireulis 
ftmiuuas  ^>ïôm.  de  Peter*.,  IT37\  Le  problème  consiste  en 
ceci  :  Étant  dimnès  deux  cercles  qui  se  coupent  de  manière 
à  former  deux  lunules  ;  sint  O  un  point  commun  aux  deux 
lunules  ;  \  un  |^ii>int  donné  sur  le  petit  arc  de  la  première 
lunule  «  et  ^  un  |vint  donné  sur  le  petit  arc  de  la  seconde 
lunule;  il  s'agit  do  trvniver  $ur  le  grand  arc  de  la  première 
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loBide  un  point  b ,  et  sur  lo  g^nd  are  de  la  seconde  lunule 
un  point  fi ,  tel  qu'on  ait  A^  =  /zfi  ;  aire  A0&  =  aire  BOa  ; 
l'aire  A06  est  le  triangle  mixtiligne  formé  par  les  arcs  AO , 
06,  et  la  droite  6A. 

Lorsque  les  carrés  des  rayons  ont  un  rapport  rationnel  et 
pour  certaine  position  des  cercles ,  le  problème  a  une  solu- 
tion algébrique;  elle  n'existe  pas  pour  le  cas  général.  Ce  pro- 
Même  a  été  proposé  à  Bernoulli  (D.),  lors  de  son  passage  par 
Venise.  Ayant  trouvé  une  solution  géométrique  pour  le  cas 
particulier  où  A  6  est  parallèle  à  Ba,  il  l'adressa  à  Euler,  en 
disant  qu'il  croyait ,  ainsi  qu'il  arriye  souvent,  que  la  question 
était  intraitable  par  l'analyse,  Euler  rédigea  alors  le  mémoire 
mentionné,  attaqua  le  problème  général  par  l'analyse,  et,  par- 
venu à  une  construction  plus  éléganteque  celle  de  Bernoulli , 
il  ajoute  cette  réflexion  :  Q%u)d  analysios  incommodum  j 
Oianm  in  plwribus  problemtHs  geometrim  allegari  soleat , 
tamen  miki  quidem  non  tam  analysi  quam  analystas  imputan^ 
(hmi  videiurip.  207).  Tm. 


NOTE 
SUR  UNE  QUESTION  D'EXAMEN. 


I.  Trouver  sur  la  droite  AB ,  qui  unit  deux  points  lumi- 
neux A ,  fi,  le  point  le  moins  éclairé  par  ces  deux  lumières. 

Soient  a,  6,  les  intensités  des  lumières  A ,  B,  à  l'unité 
de  distance:  «{ la  longueur  de  la  droite  AB  ;  j:  la  distance  du 
point  A  à  un  point  quelconque  G  de  AB,  situé  entre  A ,  B. 
La  somme  des  intensités  des  lumières  A ,  B ,  au  point  C ,  aura 

n.  h 

pour  expression  — ;  -|-    , ,.  Si  Ton  donne  au  point  C 
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toutes  les  posîtioDS  qu'il  peut  avoir  entre  A  et  B,  en  faisant 

a  b 

croître  x  depuis 0  jusqu'à  d,  la  fonction  -^  -f  ^_    >  in- 

flnie ,  d'abord,  lorsque  j:  =  0,  diminuera  pour  des  valeurs 
crdssantes  de  x  jusqu'à  une  certaine  limite  à  partir  de  la- 
quelle la  valeur  de  cette  fonction  ira  en  augmentant,  puis- 
qu'elle devient  une  nouvelle  fois  infinie ,  quand  x  =  £<.  H  y 
a  donc,  entre  A  i^t  B ,  un  point  D  dont  la  distance  x^  an 

a  b 

point  A,  rend  minimum  la  fonction  -7+     ^      .  Le 

point  D  est  de  tous  ceux  de  la  droite  AB ,  le  moins  édairé 
par  les  deux  lumières  ;  c'est  le  point  cha-ché.  On  conçut  de 
plus,  qu'en  prolongeant  la  droite  AB,  dans  les  deux  sens  BY, 
AX ,  on  pourra  trouver  sur  ces  prolongements  BY,  AX»  deux 
autres  point  D',  D",  pour  lesquels  la  somme  des  intensités 
des  lumières  A,  B,  sera  la  mime  qu'au  point  D.  Car,  en 
faisant  varier  x  depuis  <£  jusqu'à  l'infini^  on  depuis  0  jus- 
qu'à —  00 ,  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  intensités 
des  deux  lumières  passe  par  tous  les  états  de  grandeur, 
compris  entre  l'infini  et  zéro. 

Pour  déterminer  la  position  du  point  D,  on  pourrait  cher- 
cher dirccten^ent  la  valeur  de  x  comprise  entre  0  et  «t,  qui 

a              b 
rend  minimum  la  fonction   fractionnaire 1-  -^ -5  ; 

x^       (a — j:) 

mais  on  parvient  au  même  résultat  en  traitant  une  question 
plus  générale  que  la  question  proposée  : 

Trouver  sur  la  droite  AB  indéfiniment  prolongée,  les 
points  pour  lesquels  la  somme  des  intensités  des  lumières  A, 
B,  est  égale  à  une  quantité  donnée  c, 

11  est  facile  de  prévoir  que  l'équation  de  ce  dernier  pro- 
blème sera  du  quatrième  degré.  Supposez ,  en  eflfet,  que  la 
quantité  donnée  c  soit  plus  grande  que  le  minimum  m  cor- 
respondant au  point  D.  Il  y  aura  alors  sur  la  direction  de  la 


\ 
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droite  AB,  quatre  points  C,  G',  G",  C",  satisfaisant  à  la 
condition  proposée.  Le  premier,  G,  sera  sitaé  entre  A  et  D  ; 
le  second ,  G',  entre  D  et  B  ;  un  troisième ,  G",  appartiendi*a 
ao  prolongement  BY  de  AB  ;  et  enfin  le  quatrième ,  G''',  se 
fitNivera  sor  Tautre  prolongement  AX  de  AB.  Ainsi,  en 
comptant  les  distances  positives  x,  dans  le  sens  AB ,  Téqua- 
lion  aura  trois  racines  positives  (deux  plus  petites  que  d ,  cl 
h  troisième  plus  grande)  et  une  racine  négative. 

Si  la  quantité  c  diminue  progressivement  pour  devenir 
égale  à  m,  les  points  G,  G',  se  rapprocheront  dû  point  D, 
et  ooincidaront  avec  ce  dernier  point,  lorsque  c=  m.  Les 
points  G",  C^,  seront  alors  en  D',  D''.  Dans  ce  cas,  Téqua- 
tion  du  quatrième  degré,  aura  deux  racines  AG ,  AG'^  égales 
à  AD.  Si  Ton  suppose  enfin  c  ^m,  les  points  G ,  G',  cesse- 
ront d'exister,  l'équation  aura  deux  racines  imaginaires , 
et  deux  racines  réelles  AG'',  AG'"^  Tune  d'elles  sera  po- 
sitive ,  et  l'autre  négative.  Et  d'après  cela ,  on  voit  que 
pour  obtenir  le  minimum  m  et  la  distance  AD  correspon- 
dante ,  il  suffit  d'exprimer  que  l'équation  a  deux  racines 
^es  et  de  déterminer  la  valeur  commune  à  ces  deux  ra- 

a  b 

Uéquation  du  problème  est  :  — ^  + 


\. 


a  c 

Posons  -=:  n^  j  =:p,  rf—  1 ,  il  viendra  : 

Développant  et  ordonnant 

pjc*  —  Sipj:'  -h  {p  —  w  —  i)jc^  -{■  2nx  —  n  =  0. 

Je  nomme  a  la  racine  double ,  € ,  ^.,  les  deux  autres  racines , 
on  a 

(1)  2a+6  +  (J=:2, 

A«R.  m  BlATBtfMAT.  III.  ^ 
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(2)  ct*  +  2^(6  +  ^J  +  g^  =  ^~"'^^, 

P 

(3)  .  2ae^  +  «•(€  -{-  ^)  =  —  i2, 

(4)  a»e^  =— -. 

p 
Les  égalités  (1) ,  (4)  doDoent 

Substitoadt  dans  (3),  on  obtient 

d*OÙ  —  n  +  pa^iX  —  a)  +iia  =  0, 

et  par  suite  {p^—  n)  (i  —  a)  =  0. 

La  racine  double  a  devant  être  moindre  qoe  Ponitë ,  on  peut 
négliger  le  facteur  1  —  a  ;  on  a  alors 

11  reste  à  trouver  la  valeur  de/?. 

Dos  égalités  a'6^  = ,  «3  =  -,  on  lire  immédiatement 

P  P 

6^  =  — a.  Bailleurs  €-f  ^=2(1  —a).  Substituant  ces  va- 
leurs de  €^,  ^  +  ^)  d^DS  réalité  (2) ,  il  en  résulte 

P 
doÙ  — 3ai«  +  3a=l  —  -—  1  =  t— 33— 1; 

et ,  par  conséquent , 

1  =  t  —  a^  +  3a5  -  3a  =  ;  1  —  «)3. 

Cette  dernière  équation  donne  successivement 
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»  »  _  /•  s  _\' 

\/p=i-\.\/n,    p  =  {l  +  \/n)  . 

s 
U  valeur  correspondante  de  «  est j — . 

C        (l 

En  remplaçant  p,  n ,  par  les  valeurs  t  y  y  »  dans  les  éqna- 


tioiis/>=(i+K;i),  «=— ^ 


3 

n 

,  on  a: 


« 


La  valoir  de  c  montre  q«e  lemiDimiim  cherché  est  le  cube 
de  la  somme  des  racines  cubiques  des  intensités  des  deux 
lumières  a  y  b.  Et  de  la  valevr  de  a,  on  condnt  que  pour 
obtenir  le  point  D  de  la  droite  AB,  le  moins  édairé  par  les 
denx  lumières ,  il  faut  partager  cette  droite  en  deux  parties 
AD  »  DB,  propcdTtioniielles  aux  racines  cubiques  des  intenr 
sites  a ,  6 ,  des  deux  lumières. 

Les  points  ly,  D'^  seront  déterminés  par  les  valeurs  de 
6,  8.  ftr,  6+^5=2(1— a),  68  =  — r;  dOUC 

Aiy=l— ot+V/  (1— «)*+a  ,     AD"=(X—1+V/(1— «)•+«. 
Pour  montrer  une  application  de  ces  formules ,  supposons 
que  â  =  ly  ^  =  8.  On  aura 

c=:27,     AD  =  i.AB,    Aiy  =  ABr+^^M, 

^o(e  I.  Le  problème  est  donc  réduit  à  partager  une  droite 
en  deux  segments»  dont  les  cubes  soient  dans  un  rapport 
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donné.  Pàppiu  indique  la  solution  mécanique  loifiuitei  i 

admirable  simplicfté  {livre  lîl ,  prop.  5)  :  flcrilBB  me  k»- 

gueur  donnée  ;  du  point  D  cmume  centre  et  du  rayon  DB , 

on  décrit  une  circonférence;  ADG  est  an  eàmoMnptffMâk  ' 

culaire  à  DB  ;  cnibre  B  et  D,  on  prend  sur  BD  un  point  E  td 

BE 
qu'on  aii^  =  rapport  donné  entre  les  cubes  9  Ofi^^itoii^la 

corde  GEF,  rencontrant  la  circonférence  en  F  ;  et  enaaîle  it 

corde  AGHK ,  rencontrant  ÇF  en  G  ;  BD  £■  H  et  la  dnnvf^ 

rence  en  K ,  et  de  telle  sorte  que  Fou  ait  GH=HK  $  alors  ea 

BD^       BE 
aura  uîp^=  ^  =  ^^  rapport  donné.  Nous  engageons  kl 

élèves  à  chereber  la  démonstration  qui  ne  présente  pas  de 
difficulté. 

La  point  K  pent  aussi  «'obtenir  pflrrtnfwscetioii  iMsrds 
•t4lHine  bjrperboie,  d'aprèr  far  propriété  sutYanle'de  eeM 
oourbev  par  le  point  M  d'une  IQrpMiole ,  on  mène  îMiè^fl^^ 
nfflèleè  lii  première  asymptoiÉ  et  une  aedondé  ptMllaHP 
la  aeeOBde^ asymptote;  prolonger  1»  premién  pwimifi' 
jusqu'à  œ  qu'dle  rencontre  en  N  la  seconde  asymptote  ; 
par  le  milieu  de  MN ,  on  mène  une  parallèle  à  la  seconde 
asymptote,  qui  rencontre  nécessairement  la  courbe  en  un 
point  O;  si  par  O,  on  mène  une  corde  quelque  OPQR, 
dans  rtayperbole ,  coupant  la  seconde  parallèle  en  P,  la  pre- 
mière parallèle  en  Q ,  la  courbe  en  R  ,  on  a  constamment 

QP=:QR. 

II.  Cette  solution  qu'on  doit  à  Pappus,  pour  la  multiplication 
et  la  division  du  cube,  renferme  la  célèbre  duplicatioucQmme 
cas  particulier.  Les  habitants  de  Delos,  tourmentés  de  la 
peste,  ayant  consulté  l'oracle  de  Delphes,  obtinrent  pour  ré- 
ponse que  le  dieu ,  pour  faire  cesser  le  fléau ,  demandait  un 
autel  en  or  semblable  à  Tautel  existant  qui  était  un  cube^nuiis 
double  de  volume  ;  on  s  adressa  à  des  artistes,  à  des 
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tectes  sans  poavoir  réussir  ;  enOn  on  eot  recours  à  Platon  i 
qui  répondît  qu'en  faisant  cette  demande ,  le  dieu  n'avait 
pas  pour  but  principal  d'avoir  un  autel  double  ^  mais  qu'il 
voulait  reprocher  aux  Grecs,  leur  négligence  des  études 
géométriques  ;  cette  réponse  de  Platon ,  fait  présumer  que 
c'est  lui  on  un  autre  géomètre  qui  aura  souiBé  à  la  Pythie 
cet  oracle  qui  donna  un  grand  essor  aux  travaux  sur  les 
lipies  courbes. 

III.  On  peut  être  curieux  de  connaître  le  lieu  des  points 
do  plan ,  où  l'intensité  de  la  lumière  est  un  maximum  ou  un 
ff»t»tifium  sur  un  système  de  droites  parallèles  à  AB.  Con- 
servant la  même  notation,  prenant  AB  pour  axe  dos  x , 
A,  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires;  z  élant 
riotensité  de  la  lumière ,  au  point  jt  ^  ^  ;  on  a  réqaation 

Goosidérant^  comme  constante ,  x  comme  la  variable  indé- 
pendante ,  prenant  la  fonction  prime  de  z  et  l'égalant  à  zéro , 
on  obtient 

2[(2x  —  d)  (x'  +  y-'  dx)]  =  bx  +  a[x  —  d)  ;        (2) 
éliminant  z ,  il  vient 

{^+y)  [  J^'+  ^'+  d{d^  ^x)\  \hx  ^a{x^d)^^\ 

L'équation  (3)  est  du  &^  degré  \  les  termes  de  cet  ordre  sont 
(«+&)j:(x*-}-^'V-  Ainsi  l'axe  des^,  ayant  pour  équation 
r  =  0,  est  une  asymptote ,  passant  par  l'origine  et  deux  fois 
tangente  à  k  courbe  ;  ce  qui  équivaut  à  cinq  points  d'inter- 
section. 

Les  points  A  et  B  appartiennent  1i  la  courbe  ;  car  l'équation 
e^t  satifaite  par  x=.y^  =  0,  et  par  a:  =  ^,  j'  =  0  ;  en  effet 
en  ces  points  l'intensité  est  un  maximum. 

Ea  fusant^  s=  0 ,  dans  l'équation  (t),  il  vient,  après  avoir 


ôté  les  diviseurs  x  et  ^  —  x  qui  répoodent  aux  poinis  A  cl  B 

et  {ait  les  réductions, 

s  « 

a{x—dy^--bx^i    d'où    j=   ^  "^^^     . 

coamie  d-dessos.  La  courbe  a  trois  branches  inGnies  passant 
par  les  points  A ,  C  ^  B  ;  la  première  et  la  troisième  renfer- 
ment les  maxima,  et  la  seconde  les  minima.  Les  droites  ps-. 
rallèles  à  Taxe  des  x ,  coupent  la  courbe  en  cinq  points  dont 
trois  sont  réels.  Les  droites  parallèles  à  Taxe  des  y^  ren- 
contrent la  courbe  en  quatre  points ,  dont  deux  sont  iioagi- 
naires,  le  cinquième  est  à  TinGni. 

IV .  Soit  en  général  une  courbe  donnée  par  Féquation  bi- 
focale  f(z,  z')  =0;  z  et  z'  sont  les  distances  d'un  point  delà 
courbe  aux  deux  foyers  A  et  B.  L'intensité  de  lumière  en 

ce  point  est  ~  -f  -7^^  pour  que  cette  expression  soit  ma  maxi- 

z        z 

mum  ou  un  minimum ,  il  faut  qu'on  ait  Véquation  diflëroi- 

adz       bdz'  dz 

tielle  -j-  +  —^  =  0,  (2)  ;  le  rapport  —  est  conors par  Fé- 

quation  de  la  courbe;  on  a  donc  deux  équations  entre  z  et  s' qoi 
fout  connaître  les  points  de  la  courbe  où  la  lumière  est  au  maii- 
mum  ou  au  minimum.  Soit,  par  exemple, /^z+^z'ssr^réquation 

dz  q 

bifocale  de  la  courbe  \  on  en  tire  ^  =  —  — ,  et  l'équation  (2) 

donne  -|=  -^j  d'où  — =  \/  /~»  ce  rapport  est  indé- 
pendant de  r;  donc  en  faisant  varier  le  paramètre  r,  les 
points  cherchés  sur  ces  diverses  courbes  sont  situés  sur  une 
circonférence. 
Si  /?  =  ^  =  1 ,  la   courbe  est    une   ellipse ,  et  Ton  a 

z       «  V« 

-j  =  \/  —  ;  ainsi  le  problème  traité  ci-dessus  est  un  cas  par- 

liculier  Je  l'ellipse  ;  il  sullit  de  poser  ^'  --  AU  =  rfj  il  se  pré- 
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sente  id  une  difficulté,  Tellipse  peut  être  do  telle  sorte  que  le 

z        \    /  ^ 

f^  rapport  ^  =  X/  j  J  soit  impossible;  et  cepeudant  il  doit 
toujours  exister  des  points  sur  Tellipse,  où  la  lumière  par- 
vienne à  sa  plus  grande  ou  à  sa  moindre  intensité  C) .     Tm. 


DÉMONSTRATION  SIMPLE  DU  THÉORÈME  DE  POURIER. 

9MML  M.  mOKUBT  (OSSIAlt). 


Théorème.^  Soit  XsO  une  équation, et  X',X",...  XW  les 
»  dérivées  successives  du  premier  membre:  la  différence 
»  entre  le  nombre  des  variations  de  la  suite  Xr  X,  XV-- 
»  XW  pour  jc=a,  et  le  nombre  des  variations  de  la  même 
>»  suite  pour  a:  =  p ,  ne  peut  jamais  être  moindre  que  le 
»  nombre  des  racines  réelles  de  Féquation  proposée,  com- 
»  prises  entre  a  et  ^,  et  la  différence  quand  elle  existe,  est 
»  toujours  un  nombre  pair.  * 

DémoMiraêUm.  Supposons  le  théorème  vrai  pour  toute 
équation  du  degré  (m  — 1),  et  démontrons-le  pour  une 
équatioo  de  degré  m  ;  étant  éf  ident  pour  une  équation  du 
premier  ou  du  second  degré ,  il  se  trouvwa  ainsi  démontré 
généralement.  Soient  n  et  n!  les  nombres  respectifs  des  ra- 
cines de  la  proposée  et  de  la  dérivée  comprises  entre  a  et  p, 
V«,  V'«  les  nombres  des  variations  de  la  suite  X,  X,  X",... 
et  de  la  suite  X',  X',...  pour  x=a,  et  V^,  T/3  les  nombres 
des  variations  des  deux  mêmes  suites  pour  x=P;  nous  au- 
rons d'après  l'hypothèse 

n  Dans  ce  cas ,  le  maximum  est  à  une  des  extrémités  du  grand  axe  et  le  mi- 
nimum à  Taatre  extrémité. 
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k  étant  au  moins  zéro ,  et  d'après  le  théorème  de  Rolle, 

j9  étant  au  moins  — 1.  Supposons  d'abord  que  p  soit  an 
nombre  pair  2A',  k'  étant  an  moins  zéro;  dans  ce  cas  les  Ta- 
lenrsX«,  Xa  que  prend  X  quand  on  Tait  snccessivanent  :r=a, 
x=  p ,  et  les  valeurs  X'. ,  X'^  que  prend  X'  poor  les  mêmes 
hypothèses  présenteront  en  même  temps  une  permanence  oa 
une  variation,  par  conséquent  les  valemrs  X«,  X.  que  pren- 
nent X  et  X'  pour  x  ss  a ,  et  les  valeurs  X^,  X'^  que  pren- 
nent X  et  X'  pour  j:=^  ,  présenteront  aussi  en  même  temps 
une  permanence  on  une  variation ,  donc  on  aura 

V«— V^  =  r«~V>=/i'+2*  =  /i+2A  +  2iP; 

ce  qui  est  conforme  à  renoncé  du  théorème. 
Supposons  ensuite  que  p  soit  un  nombre  impair.  Uansce 

cas  =r-  et  =7^  ,  par  conséquent  =^  et  =7-  ,  auront   des 

A;3  A  fi  Ali  \  fi 

signes  contraires,  donc  on  aura 

V«— V5  =  V'ot  — V',5±i  =  /i  +  2A:+/idil; 

si  p  est  positif  y  cette  égalité  est  conforme  à  l'énoncé;  si^  est 
négatif,  il  faut  encore  démontrer  que  zh  1  se  réduit  à  +  i ,  ou 
que V«  —\fi  =  V«  —y'fi  -H  i ,  ou  que  Xçt  et  X'«  fonneot  une 
variation.  En  effet,  dans  le  casoù/i  est  négatif^  et  par  con- 
séquent —  1 ,  il  ne  peut  se  trouver  qu'une  racine  de  la  dàrî- 
vée  entre  deux  racines  consécutives  quelconques  de  la 
proposée  comprises  entre  a  et  p  ;  comme  aussi  entre  la  plus 
petite  de  ces  racines  et  a ,  et  entre  la  plus  grande  de  ces 
racines  et  p ,  il  n'y  a  aucune  racine  de  la  dérivée.  Gela  étant, 
a  doit  comme  un  nombre  très-voisin ,  mais  au-dessus  d'une 
racine,  rendre  X  et  X'  de  signes  contraires. 

Remarque.  Pour  la  manière  de  compter  les  variation», 
lorsque  les  hypothèses  j:  =  a,  x  =  ^,  font  évanouir  une  ou 
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plusieurs  fooctioDs  de  la  suite ,  et  pour  les  oonséqaeuces  du 
théorème,  f^oyez  l'ouvrage  de  Fourier,  ou  l'Algèbre  de 
M.  Lefébure  de  Fourcy. 

SOLUTION  DB  LA  QUESTION  73  (l.  II,  p.  328). 


9MML  m.  XATBOBU  (AUaUSTB), 
élèTe  de  mathématiques  spéciales  aa  collège  Stanislas. 


Ud  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  la  corde 
d'une  coniqne  et  pour  sommet  un  point  Gxc  dans  le  plan  de 
la  conique,  l'enveloppe  de  l'hypoténuse  est  une  seconde  co- 
nique dont  un  des  foyers  est  au  point  fixe. 

Je  prends  pour  axes  des  coordonnées,  les  parallèles  aux 
axes  principaux  de  la  conique  menées  par  le  point  fixe  et 
l'équation  de  cette  conique  est 

^ix'+  cx*-^  dy  -h  ex  +/=  0.  (1  ) 

Soit  y  =  mx  +p  (2)  l'équation  d'une  sécante.  Je  vais  cher- 
cher la  relation  qui  doit  exister  entre  m  olp^  pour  que  les 
droites  qui  joignent  les  points  d'intersection  de  cette  sécante 
avec  la  courbe  à  l'origine  soient  rectangulaires.  Or  si  {x.^y,) 
(«^.^  ^J  représentent  les  coordonnées  de  ces  points  d*intersec- 

lion,  on  doit  avoir ,  pour  cela ,  —  = \  d'où  x,x,-{-jr,y^ 

=  0  (3) .  Reste  à  exprimer  les  produits  x^x^ ,  y,y^ ,  au  moyen 
de  m  et  p.   Dans  l'équation  (1) ,  je  fajp  successivement 

Y p 

y  z=z  mx+py  X  =  - — -  ,  et  il  en  résulte  deux  équations  à 
m 

uneseule  inconnue  ;  l'une  en  x  ayant  pour  racines  les  abscisses 
^o^M't  et  l'autre  en  payant  pour  racines  les  ordonnées  ^„^,. 
Ces  équations  sont 

x{am*+c)-\-x{ )-hap'+dp+/^0, 

y{ani*-^c)+y  ( )  +  ep^-^emp-i-fm*  =0. 


Les  derniers  termes  de  ces  éqoatiODS ,  divisés  par  am^^c, 
sont  les  valeurs  des  produits  j:,ar,,  ^,j^, ,  et  l'équatiOQ  (3)  se 
transforme  dans  la  suivante  : 

p\a^c)  +y»  {d—em)  +/(i  +  i?i')=0.  ^4) 

Je  considère  actuellement  les  équations  (2)  et  (4),  ei  poor 
avoir  le  lieu  cherché ,  je  commence  par  éliminer  p  entre  ces 
deux  équations  ;  après  quoi,  j'éliminerai  m  entre  l'équation 
finale  en  m  et  son  équation  dérivée.  Or,  de  l'équation  (â) je 
tire/?  =y  —  /nx ,  et  substituant  dans  Téqualion  (4),  je  trouve 

+y{a  +  c)  +  djr^f=0^ 

dont  la  dérivée  est 

2/»  [orV-f  c) +  CX4/]  — [2j:y  (a+c)  +  rfjr4-^]  =  0. 

Tirant  la  valeur  de  m  de  cette  dernière  équation ,  et  la  por- 
tant dans  la  précédente ,  on  trouve  l'équation  du  lieu 

[2xr  (a  +  c)  +rfa:+  e^]'—  4[j:'(a  +  c)  +  ex  +/] 

Si  on  développe  cette  équation ,  les  termes  du  quatrième 
et  du  troisième  degré  disparaissent,  et  il  reste  une  équation 
du  second  degré , 

J^'[e"— 4/l:û+c)]+J:'[^~4/(a+c)]=4/^+4/^^r+4/ej:+^ 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme ,  car 
si  on  ajoute  dy^^é'j^:'^  aux  deux  membres ,  le  second  mem- 
bre devient  le  carré  ûedy  -\-ex  +  2/,  et  Téquation  se  trans- 
forme dans  la  suivante  : 

•^^*^""^^-he^-4/-(a  +  c)'  ^^^ 

équation  d  une  conique  dont  l'origine  est  un  foyer  et  dont  la 
directrice  voisine  est  la  droite  dy  +  ex  +  2/=0.  Or,  il  est 
remarquable  que  cette  droite  est  précisément  la  polaire  de 


v/: 
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forqime  par  rapport  à  la  conique  doonée.  1^  eo(»rdoniiées 
da  centre  sont  j^  =  ———,  x==— 11^,  et  la  courbe  est 

fadle  à  construire  avec  ces  données. 

Le  rapport  constant  de  la  distance  d'un  point  de  la  courbo 
ao  foyer  et  à  la  directrice,  déduit  de  l'équation  (5),  est 

-= — z — r-- ,  sur  quoi  on  remarquera  que  la  na- 

tnre  de  la  conique  varie  avec  le  signe  de  {f{a  +  c) ,  et  on  éta- 
blirait sur  ce  signe  une  discussion  à  laquelle  je  ne  m'arrê- 
terai pas.  Je  ferai  toutefois  remarquer  que  lorsqu'on  a 
a + c  =  0 ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  conique  donnée  est  une 
hyperbole  dquilatére ,  la  conique  trouvée  est  une  parabole. 

Lorsqu'on a/:=0,  ce  quia  lien  lorsque  le  point  donné 
est  un  point  de  la  conique  donnée,  l'équation  se  réduit  à 
dx — e^  =  0  9  ce  qui  est  l'équation  de  la  normale  à  la  coni- 
qae  an  point  que  l'on  considère  :  cependant  alors  le  lieu  se 
réduit  à  un  point  unique  situé  sur  cette  normale.  {Nauv. 
^im.^t.  II,p.  187.) 

— /• 
Soit  <j  =s  0 ,  e  =  0  ;  l'équation  se  réduit  à  y  +  j:'=  — =^, 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle  rapporté  k  son  centre,  si 

—/ 
loatefois  — ^  est  une  quantité  positive  ;  mais  si  d=zO  et 

e  =  0,  c'est  que  le  point  donné  est  le  centre  de  la  conique 
donnée.  D'ailleurs ,  on  sait  que  lorsqu'un  lieu  est  engendré 
par  les  intersectiona  suocessives  d'une  droite ,  la  droite  est 
tangente  en  chaque  point  à  la  courbe  qu'elle  engendre ,  on 
arrive  donc  a  ce  théorème  :  Le  lieu  des  projections  du  centre 
d'une  conique  sur  les  cordes  qui  joignent  les  extrémités  de 
deux  diamètres  rectangulaires ,  est  un  cercle  concentrique  à 
cette  conique. 
Soient  A  et  B  les  demi-axes  principaux  de  la  coniqnc^  dans 
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le  €88  de  l'ellipse ,  on  aura  — /=  A"B%  /»  =  A%  à  =  B",  et 

AB 
le  rayon  du  cercle  sera  ^  ;  dans  le  cas  de  l'hyper- 

bole ,  on  aura  — /=  —  A'B',  ^x = A",  i>  =  —  B*,  et  le  rayon 

AB 
da  cercle  sera  i/n«  ~a»'  Ce  cercle  n'existe  donc  pas  lors- 
qu'on a  B<  A;  et,  en  effet,  alors  l'angle  des  asymptotes 
étant  plus  petit  que  90%  de  deux  diamètres  rectangulaires, 
un  senl  peut  rencontrer  la  courbe. 

Note.  M.  Poncelet  a  découvert  ce  théorème,  pour  un  an- 
gle quelconque,  à  Taide  de  sa  théorie  sur  les  centres  d'ho- 
mologie  (Propriétés  projectives,  p.  279).  La  belle  démons- 
tration de  M.  Mathieu  ne  s'applique  qu'à  l'angle  droit.  Il 
serait  à  désirer  qu'on  eût  un  procédéanalytique analogue  pour 
le  cas  général.  Lorsque  la  conique  donnée  se  réduit  à  deux 
droites ,  le  théorème  est  le  même  que  celui  qu'on  a  énoncé 
t .  Ily  p.  536  ;  il  fournit  une  description  organique  des  coniques, 
due  à  Maclaurin.  Si  par  les  extrémités  de  la  corde  mobile, 
on  mène  deux  tangentes  à  la  conique  donnée,  le  lieu  de  leur 
intersection  est  encore  une  conique  ayant  même  foyer  et 
même  directrice  que  la  conique  donnée;  théorème  que 
M.  Poncelet  déduit  aussi  de  la  même  théorie.  Tm. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  80.  (T.  III ,  p.  40). 

9Aa  M.  GOUaiS  (EUES), 

élève  de  mathématiques  spéciales  au  collège  Stanislas. 


Une  parabole  ayant  un  foyer  fixe  et  passant  par  un  point 
fixe ,  le  lieu  du  sommet  est  une  épicycloïde  engendrée  par 
un  point  d'une  circonférence  roulant  sur  une  circonférence 
dt>  même  rayon. 
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Je  prends  pour  origine  des  coordonnées,  le  foyer  donné,  et 
pour  axes  deux  droites  rectangulaires  dont  Tune,  Taxe 
(les  j:  ,  passe  par  le  point  donné  ;  je  désigne  par  q  Vabscisse 
de  ce  point.  L'équation  d'une  quelconque  de  ces  parabdes , 
ayant  pour  foyer  le  point  j:  =  0,  j^  =  0 ,  pourra  se  mettre 
soDs  la  forme  x'+^*=  (mr  +  /ij:+/?)\  avec  la  relation 
nécessaire 

m^  +  »'  =  l,  (1) 

my-\-nx  ^rp  étant  la  directrice  de  la  parabole.  Le  sommet  se 
trouTant  à  l'intersection  de  la  courbe  avec  une  perpendicu- 
laire à  la  directrice  menée  par  le  foyer ,  les  valeurs  de  x  et 
de  7 ,  satisfaisant  à  la  fois  aux  deux  équations 

équation  de  l'axe  de  la  courbe,  seront  les  coordonnées  du 
sommet.  Si  x,  et  y,  sont  ces  coordonnées ,  on  trouve  aisé- 
ment 

De  plus  b  courbe  passant  au  point  Gxe ,  x  =  0 ,  j:  =  ^ ,  on 
aura  la  relation 

q"  =  {nq+pY  =  «'^'  '¥'ipnq  +p\  (4) 

L'élimination  de  m,  /i ,/?,  entre  les  équaticms  (1) ,  (â) ,  (3) 
el  (4) ,  donnera  la  relation  cherchée  entre  x,  et  y,. 
Les  équations  (2)  et  (3)  élevées  au  carré ,  puis  combinées 

avec  la  relation  (1)  donnent  7-  =  -rZ+j^.'.  D'ailleurs  de  l'é- 

4 

quation  (2) ,  on  déduit  np  =  —  2x,,  «•  =  —7-^ — ;.    Substi- 

x^  -4-^, 

toant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  et  réduisant  autant  que 
possible  ,  on  a  pour  équation  du  lieu 

{y:  +  xy  —  qx,  (x^-^-y,'}  --  ^y;  =  0. 
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Or  si  l'on  cherche  Téquation  d'une  épicycloïde  engendrée 
par  an  point  d'ane  circonférence  roulant  sur  une  circonfé- 
rence de  même  rayon ,  en  prenant  ponr  axes  des  coordon- 
nées ceuxqai  se  présentent  spontanément,  c'est-à-dire,  dcox 
droites  rectangulaires  se  coupant  au  point  qui  décrit  le  lieu 
et  qui  est  supposée  commun  aux  deux  circonférences ,  à 
l'origine  du  mouvement,  l'une  de  ces  droites,  l'axe  des  Xy 
étant  diamètre  du  cercle  fixe,  on  troure  pour  équation  de 
l'épicydoïde 

r  étant  le  rayon  commun  aux  deux  circonférences. 

Cette  équation  devient  identique  avec  la  précédente,  si 
Tou  fait  ç  =  —  4r.  D'où  l'on  conclut  que  le  lieu  du  sommet 
de  la  parabole  est  le  lieu  décrit  par  un  point  d'une  droonfé- 
rence  roulant  sur  une  circonférence  fixe  et  de  même  rayon  \ 
le  centre  de  la  circonférence  fixe  étant  situé  au  quart  de  h 
droite  qui  joint  le  foyer  au  point  donné,  à  partir  du  foyer, 
et  le  foyer  étant  lui-même  le  point  de  la  circonférence  fixe 
qui  sert  d'origine  au  mouvement. 

Démonstration  géométrique  de  la  même  question  (fig.  17). 

F  et  P  étant  le  foyer  et  le  point  donnés ,  je  considère  l'une 

des  paraboles  ayant  pour  foyer  F  et  passant  au  point  P.  Soit 

Diy  sa  directrice ,  et  0  le  centre  du  cercle  qui  a  pour  dia- 

FP 
mètre  — .  Par  le  point  0 ,  je  mène  OB  parallèle  à  l'axe ,  et 

À 

au  point  B  la  tangente.  Cette  tangente  divisera  SF  en  deux 
parties  égales.  En  effet,  les  triangles  PFF,  et  BOF  étant 
isocèles  et  ayant  un  angle  égal  BOF=FPF  sont  semblables. 
Donc  les  trois  points  F,  B ,  F,  sont  en  ligne  droite  $  mais 
alors  les  triangles  FBC ,  FP'A  sont  semblables  et  par  consé- 
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FC       FB 
qoent  s-r  =  ^Sm'  ^^'^  ^^  similitude  des  triangles  BOF , 

™nra_     FB       FO      < 
PPP'do«»e^,  =  ^  =  -^. 

Donc  CF  =  -*FA.  Donc  le  point  G  est  le  miUea  de  ES. 
4 

De  là  résulte  l'égalité  des  triangles  BSG,  BGF. 

Alors  si  je  prolonge  OB  d'une  quantité  013  =  OB,  et  si 
je  décris  le  cercle  ayant  (X  pour  centre  et  OB  pour  rayon , 
e'est-à-dire  le  cercle  tangent  au  cercle  O,  ce  cercle  devra 
passer  au  point  p;  caries  triangles  OBS,  OBF  sont  égaux 
comme  ayant  un  angle  égal  O'BS  =  OBF ,  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  donc  0'S=0'B=OB. 
Mais  alors  les  arcs  fiS ,  BF  des  cercles  égaux  O  et  O',  sons- 
teados  par  des  cordes  égales  BF  =  BS  seront  égaux.  Donc 
le  point  S  sera  un  point  de  l'épicycloïde.  G.  Q.  F;  D. 

Note.  M.  Mesnard  (A.) ,  élève  du  cdlége  Gharlemagne, 
démontre  le  même  théorème  en  prenant  le  point  fixe  pour 
origine,  et  dierchant  d'abord  le  lieu  des  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  foyer  sur  les  directrices;  et  de  là , 
le  lieu  des  sommets ,  qu'il  compare  au  lieu  connu  des 
épicycMdes. 

M.  Rispal,  élève  du  collège  de  Rouen,  fait  usage  des 
coordonnées  polaires.  Nous  donnerons  sa  solution  prochai- 
nement. 


QUESTION  DE  PHYSIQUE  (Éc.  normale). 
Théorie  des  vapeurs. 


9AB,  M.  MATHIEU  BAURIAO , 

Professeur  de  mathématiques. 


Tout  le  monde  sait  que,  lorsqu'on  liquide  est  contenu 
dans  un  vase  complètement  fermé ,  il  se  forme  une  quantité 
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de  Yapeur,  de  ce  liqaide ,  capiabl^  de  tttiira^  l!^ 
libre,  pour  la  température  à  hqueUe  se  (NtaTenit^ 
quideet  renceinte.— Si  Voa  Tient ,  par  on  mof 
à  élever  la  température ,  Tod  tait  cftoore  que  l'eapaoe  i 
primitiTement  m^  l'est  plos  et  qa'il  est  néeessalM  flkâik 
saturer  de  nooTeaa,  qu'une  seecMide  qiia«tilé:4«-il|iNb 
passe  à  l'état  de  Tapeur.— C'est  le  poids  da  liquida^  H|iail 
en  second  lien  t  qœ  je  me  propose  de  caloDleri  «tesMi^  # 
poids  n'est  point  le  même  dans  toales  les  drconalM w  »»|e 
distingoerai  trois  cas  prindpanx  : 

L  On  donne  une  spliére  en  coiTre  minee^  pofrtantjps 
Isimlnre  qoe  l'on  peut  hermétiqaeaieQt  fermer  et  qaî  ^n 
àrintrodnction  d'nn  liquide  donné,  de  Teaa ,  par  esempleî 
la  iphére  ne  contenant  que  de  Fair  sec,  on  j  verse  un  to- 
lame  donné  d'eaa  et  on  la  ferme.  Au  bout  de  qaelciae  temps 
l'éqoaibredetempératnreentrelaqAéreet  ïem  étant  établi , 
la  saturation  dansji'eqiace,  di&hreneedes  volâmes  de  la  sphère 
et  daliqnide,élant  parfaite,  Ton  observe  la  température ,  qoi 
esl  de  <*  ;  l'on  dianflb  alors  la  sphère  et  la  lempèralare  s'élève 
jusqu'à  T"*;  par  là  une  nouvelle  saturation  se  produit  et  Ton 
demande  le  poids  du  liquide  qui  s'est  vaporisé  en  seaMid 
lieu. 

II.  La  sphère  est  pleine  d'air  saturé  de  vapeur  à  la  tempé- 
rature initiale  r  ;  on  y  verse  un  volume  donné  d'eau  à  ^  et 
on  la  ferme.  La  température  de  l'enceinte  et  de  l'eau  étant  la 
même,  la  différence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide, 
se  trouve  saturée  à  i*,  indépendamment  de  l'eau  introduite. 
On  porte  la  température  à  T",  et  une  nouvelle  saturatiob  se 
prodoit  ici  aux  dépens,  du  liquide  versé  -,  l'on  demande  le 
poids  de  l'eau  qui  s'est  vaporisée. 

III.  La  sphère  est  pleine  d'air  à  un  certain  état  hygromé- 
trique ,  on  y  verse  de  l'eau  et  on  ferme ,  la  température  eat 
t"  ;  la  différence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide  ae 
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sslure  bientôt  de  vapeur  pour  cette  température.  Alors  on 
chraflfe  jusqu'à  la  température  T^  ;  et  une  nouYelIe  saturation 
ayant  lieu,  on  demande  le  poids  du  liquide  qui  s'est  vaporisé, 
dans  le  passage  de  la  température  t  à  la  température  T. 

Les  énoncés  de  ces  trois  problèmes  étant  ainsi  posés,  je 
vais  m'occuper  de  leur  résolution;  et  d'abord  du  premier, 
parce  que  la  marche  à  suivre  sera  la  même  pour  les  deuxième 
et  troisième ,  et  qu'il  présente  moins  de  difficultés.  ' 

I. 

1*  Le  volume  de  la  sphère  étant  représenté  par  Y.  à  0*",  il 
s'ensuit  qu'à  T*,  ce  volume  devient  Y.  (1  +A:T)^  k  étant  le 
co^bdent  de  dilatation  cubique  du  cuivre  pour  chaque  degré 
centigrade.  De  même  à  r",  ce  volume  devient  Y,  (  1  ^-kt). 

2*  Le  volume  de  l'eau  renfermée  dans  la  sphère  étant  re- 
présenté par  Yo  à  4%  1;  ce  volume  devient  Y,  (i+X)àla 
température  To  ;  X  exprimant  l'accroissement  de  Funité  de 
volume  de  l'eau,  prise  à  son  maximum  de  densité,  pour  la 
température  T<>.  De  même  Y»  (1  +  V)  exprimera  ce  volume 

S""  Gela  posé,  le  volume  de  l'eau  qui  se  réduira  en  vapeur, 
sera  celui  qui  est  capable  de  saturer  l'espace  N=Y,  (1  +  AT) 
— Y,  (1  +  >)  ;  plus  le  volume  de  l'eau  qui  devra  saturer  l'es- 
pace occupé  par  cette  eau  qui  vient  de  se  vaporiser  ;  jp/us  le 
volume  de  l'eau  capable  de  saturer  le  nouvel  espace,  laissé 
libre  par  l'eau  qui  s'est  vaporisée  en  second  lieu ,  et  ainsi  de 
suite  à  rinfini;  moin$  le  volume  de  l'eau  qui  saturait  de 
vapeur  l'espace  N'=Y.(l-4-*0— Yo(l  + V)  à  la  tempéra- 
ture initiale  ^;  volume  que  j'estimerai  comme  je  viens  dele 
dire  pour  celui  qui  sature  N  à  la  température  finale  T. 

Nommant  donc  xv,  le  volume  de  l'eau  qui  doit  saturer  de 

N 
vapeur  l'espace  N  ;  je  trouve  pour  son  expression  fX^=  —, 

m 

AUN.  DE  MaTHÉH.   m  10 
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en  appelant  m^  le  Tolume  de  Tapeur  que  donne  un  eentimètn 
cnbe  d'eau  dtetillée,  prise  à  4M  et  portée  à  T  ;  il  eat  iidli 
de  voir  que  j'obtiens  cette  expression  en  me  serrant  de  h  loi 
àe  DàtUxn;  le$  quanUtés  dempeur  ém%$es  par  unmime  K^^ 
dans  les  mêmes  circonstances  soni  proportionnelles  aux  e^paes^ 
d  saêwrer* 

Actudlement,  si  je  nomme  j?'«  la  quantité  d'eau  c»  vcdums 
qui  sature  de  vapaurs  à  T,  l'espace  x«,  je  trouve  par  Ici 

mémesconsidérations  j/«  =  —ou  bien  j/«  =s-t*  ^^  expres- 

sions  3c\  y  j:%...  j?^,....  sont  toutes  de  la  même  forme, 
chacune  d'elles  est  égale  à  la  précédente  divisée  par  m,  ce 
qui ,  en  remplaçant  la  précéd^te  par  sa  valeur,  donne  une 
suite  de  fractions  dont  le  numérateur  est  le  même  N,  et  dont 
les  dénominateurs  sont  les  diverses  puissances  de  m.  On  voit 
donc  que  la  valeur  de  X« ,  ç'est-à-dire  le  volume  de  l'eau  à 
4M ,  qui  sature  à  T*  l'espace  N  de  vapeur,  est  la  somme  des 
termes  d'une  progression  géométrique  décroissante  à  l'infini , 

dont  le  premier  ferme  est  xe  et  la  raison  - ,  son  expression 

m 
sera  donc 


(i)  X«  = . 


/Il  — 1 


4*  En  suivant  la  même  marche ,  il  est  évident  qoe  l'expres- 
sion du  volume  d'eau  à  4%1,  qui  doit,  étant  porté  à  /*, 
saturer  de  vapeur  l'espace  N',  sera  identiquement  de  même 
forme  et  donnera 

(2)  X'.=-y— . 

m  —  1 

5*  En  retranchant  de  la  première  expression  la  deuxième 
on  trouve 
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pov  Texpressioa  du  volame  d'eau,  à  son  maximom  df 
dennté ,,qal  sature  de  vapeur  la  sphère,  lorsque  la  tempe- 
ratinre  de  t*  devient  T''. 

Pour  iMsser  de  cette  expression  du  volume  %  celle  du 
poids ,  CD  n'a  qu'à  multiplier  ce  volame  par  la  densité  de 
rsau  à  4<»,1 ,  que  j'égale  à  l'unité.  Donc,  la  formule  précé- 
tote  exprime  aussi  le  poids  du  volume  d'eau  qui  sature  de 
npeur  la  sphère,  lorsque  cette  eau  passe  de  la  température  / 
à  la  température  T. 

l'Dans  ce  second  cas,  lorsqu'on  verse  Tean  à  r,  la  sphère 
se  trouve  déjà  pleine  d'air  saturé  de  vapeur  à  cette  tempe - 
ntore,  par  conséquent  à  mesure  que  l'eau  s'introduit ,  un 
ntame  d'air  «  égal  au  sien ,  s'échappe  en  emportant  sa  va- 
peur, de  telle  sorte  que,  lorsque  toute  l'eau  est  versée  et  au 
momeot  où  l'on  ferme  la  sphère,  il  ne  reste  plus  dans  l'es- 
pace laissé  libre  que  do  Taîr  à  la  pression  barométrique  de 
Tair  extérieur,  et  à  la  température  ambiante,  mais  parfai- 
tement saturé  à  cette  température.  Dès  lors  le  poids  de  va- 
peur, qui  saturera  la  différence  des  volumes,  est  indépen- 
dant du  volume  d'eau  introduit  et,  d'après  la  loi  de  Dalton, 
^t  proportionnel  à  cet  espace;  on  a  donc  pour  son  expres- 
sion 

Y»        ^' 

A  t)  —  — ■. 

m 

2*  Actuellement  la  quantité  de  vapeur  qui  saturera  l'es- 
pace N ,  sera  celle  qui  le  saturerait  à  T%  moins  celle  qui  le 
saturait  déjà  à  /^ 

Or ,  si  Ton  suppose  qu'une  couche  mince  de  liquide ,  se 
produise  spontanément  en  vapeur ,  et  en  quantité  suffisante 
ponr saturer  à  T" l'espace  N,  supposé  sec,  en  laissant  la 
place,  occupée  précédemment  par  cette  couche,  complète- 


—  132  — 

mcnl  vide  ;  l'expression  de  son  poids  sera  /»  =  — •  Par  oon- 

tn 

séqucntia  quantité  d'can,  prise  sur  Teanintrodaite,  qni 
salure  de  vapeur  l'espace  N,  est 

x«  =t 7  = j —  . 

m       m  tnm 

Maintenant  il  ne  reste  plus  qu'à  saturer  l'espace  laissé 
libre  par  la  couche  mince  d'eao  qui  s'est  vaporisée;  oiaissoo 

expression  est,  comme  nous  le  savons  déjà  j/«s= — .  Lt 

m 

quantité  qui  saturerait  l'espace  laissé  libre  par  cette  nou- 

relie  couche  d'eau  vaporisée  est  x'\  =  — 1 ,  et  ainsi  de  suite 

m 

à  l'infini.  De  telle  sorte  que  les  expressions  x« ,  j/« ,  af% ... 

xi^x sont  toutes  de  même  forme  et  couAîtiient  une  pro* 

gression  géométrique  décroissante  à  l'infini ,  dont  le  ] 

terme  est  x^  >  et  la  raison  -.  En  en  faisant  la 

m 

aurait  donc 

/  Nr/i'  —  N  m\ 

\       m/w'        / Mm  —  M'm 


('-„-) 


Pour  le  poids  de  Teau  qui  s'est  vaporisée  pour  saturer  à  T», 
ta  splièn»*  do  vapeur. 

111 

t*  La  sphère  étant  pleine  d'air  à  un  état  hTgroméIriquc 
marqué  par  a  degrés  de  I  hygromètre  de  Saussure  et  à  une 
îompi'raturt^  ^\  Ton  vor^e  lo  \olume  dimné  d^eau  et  Ton 
terme  «  do  s^irto  qu'il  no  rojî^ie  plus  dans  la  difierence  des 
M>lumos  do  la  splioro  ot  do  Toau .  que  do  Tair  dans  les  con- 
ôiiions  iiui  «|mvs. 

Le  volumo  à  $;Uurvr  iluUrd  à  r  isi  >  .  ot  la  quantité  de 
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vapeur  qui  deyra  saturer  cet  espace  est  celle  qui  le  salurc- 
rait  s'il  était  parfaitement  sec ,  moins  Tean  hygrométrique , 
existant  déjà  dans  la  sjriiére. 

Or,  si  l'on  cherche  dans  la  table  des  tensions  de  la  vapeur 
Sem  eorrespondanUs  â  chaqw  degré  de  r hygromètre  ^  table 
coDStmite  par  M.  Biot ,  sur  les  données  expérimentales  de 
M.  Gay-Lussac,  la  tension  a  correspondante  è  a  degrés; 
les  pumtitfs  de  vapeur  renfermées  dam  le  même  espace  eiâla 
même  îempérat'wre  étant  entre  elles  comme  les  tensions  y  il 
s'ensuit  que  a  peut  représenter  en  même  temps  que  la  ten- 
sbn  de  la  vapeur,  la  quantité  de  vapeur  qui  aurait  cette 
tenrion  et  qui  serait  contenue  dans  l'unité  de  volume,  en 
appelant  100  le  poids  de  vapeur  qui  le  saturerait.  Par  con- 
séquent la  quantité  de  vapeur  qui  se  trouve  dans  un  espace 

donné  est  ks  r—  de  celle  qui  le  saturerait  à  la  température 
indiquée. 
Gela  posé  :  le  poids  de  vapeur  qui  sature  à  f  l'espace  K', 

N' 
est  9  ^  ^;  et  celui  qui  se  trouve  dans  N  lorsque  Thygro- 
nt 

métré  marque  «  degrés,  est  q'  =  —^  =  ,  ;  do  là   on 

tire 

^      N'(100— a) 

ponr  le  poids  de  vapeur  qui  saturerait  à  /^  l'espace  N',  si 
l'eau  en  se  vaporisant  n'avait  laissé  un  nouvel  espace  à  sa- 
turer; or  ici ,  comme  dans  le  cas  précédent ,  la  couche  d'eau 
qoi  s'est  vaporisée  a  laissé  sa  place  parfaitement  vide  et 
sèche,  donc  la  quantité  de  vapeur  qui  saturera  cet  espace 
lai  est  proportionnel  et  est  exprimé  par 
7        N'(100  — a) 


7   =. 


«' 


lOOw'' 


le  poids  de  Tapear  qui  saturerait  ce  nouTel  espace  •/,  lainé 
libre,  serait  de  même  forme  et  égal  à 

^        m'  lOOm'3       » 

et  ainsi  de  suite  à  rinfini.  Il  est  aisé  de  voir  que  U  eneore, 
le  poids  de  vapeur  qui  saturera  à  <''  la  diffireneo  des  TOhunes 
de  la  sfdiére  et  de  Teau,  est  la  somme  d'une  progression 

géométrique  dont  le  premiertermeestyct  la  raison— ;»  etqnt 

m 

Feipression  de  ce  poids  est 

•  ""I00(m'— 1)' 

2*  Actuellement,  la  sphère  étant  toujours  ph»ne  d'air 
contenant  de  la  vapeur  d'eau,  si  l'on  y  introduit  le  volume 
donné  d'eau,  que  Ton  ferme  et  que  Ton  recherdie  le  poids 
de  vapeur  qui  saturerait  à  T*  la  différence  des  volumes  de 
la  sphère  prise  à  0*,  et  de  l'eau  prise  à  4%  1 ,  en  ne  tenant 
pas  compte  pour  un  moment,  des  espaces  sœcessirs  laissés 
libres  par  l'eau  qui  se  vaporise ,  on  trouve  en  appelant  N 
l'espace  à  satnrer  et  q*  le  poids  d>au  hygrométrique  eustani 
déjà  dans  N , 

''^*~  m  ""  ^  ""  lOOmm' 

Mais  si  Ton  tient  compte  des  diverses  quantités  d'eau  qui 
se  sont  vaporisées  pour  saturer  les  espaces   ^>  ,  x't, ,  x"^  , 

x"'«, .ruv il  est  facile  de  voir  que  ces  quantités 

sont  les  divers  termes  d*one  pn^ression  géométrique  décrois- 
sante à  rinfini,  dont  a*«  est  le  premier  terme  et  -  la  raison^ 

m 

et  que  la  somme  de  tous  ces  termes  représente  la  quantité  de 
vapeur  qui  sature  Tespace  N  à  T''.  En  faisant  donc  celte 
somme,  on  aura  . 


X. 
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\       iOOmmf       )       IOONot'— oM'ot 
■"    100ot'(»»— 1)   ■ 


('-:) 


Or,  a  est  évident  qae  X«  est  trop  grand  de  la  quantité 
If  de  vapeur  qui  saturerait  l'espace  M'  à  f  *  ;  faisan!  la 
iOQstraclion ,  on  obtient  l'expression 

_IOONw^(m^— l>-flyiyi(m^— 1)— NW(m^~1)(100— g) 
*"  100/?i'(/n'— 1)(/»— I)  ' 

ponr  le  poids  de  vapeor  qai  sature  la  différence  des  volumes 
de  la  sphère  et  de  Teau ,  lorsqu'on  porte  la  température  de  /* 
k  T^y  cette  différence  de  Tolumes  étant  remplie  d'air  à  un 
état  hygrométrique  marqué  par  a  degrés. 

Ge cas  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  plus  général;  il 
présente  aussi  la  formule  la  plus  compliquée ,  mais  qui  a  IV 
Ysntage  de  renfermer  celles  de  1  et  de  II.  En  effet,  pour  pas- 
ser de  ce  cas-ci  au  I ,  on  n'a  qu'à  supposer  l'air  parfaitement 
lec ,  et  par  conséquent  à  égaler  à  zéro  a ,  alors  : 

_100NmW—1>-WW(m— 1)100  _  1i{m'^i)-^H'{m^t) 
^■^  100m'(/n'~t)  ('w— i)  ""      (/»'— 1)  (m— 1)     ' 

ee  qui  est  bien  la  première  formule 

Si  y  au  contraire ,  on  fait  a  =  100;  ce  qui  suppose  l'espace 
saturé  déjà  à  ^%  on  a  : 

iOO^m'{m'—i}—iOOVi'm(m'^i)  _  Nm'—N'/w 
^""  lOOni'Cw»'— i)(//i— 1)  ""  m!(m—i)  ' 

te  qui  est  bien  encore  la  deuxième  formule. 

n  ne  reste  plus  qu'à  calculer  m  et  m!. 

J'ai  déjà  dit  que  m  et  m' étaient  les  espaces  saturés  par  un 
gramme  de  vapeur  d'eau  aux  tem  pératures  T  et  r  ;  si  on  appelle 
donc  d  la  densité  de  la  vapeur  à  T*,  et  cf  cette  densité  à  ^*, 


on  aura  ms  -et  1»=  --.  Mais  ces  deux  expresskms  étant 

a  a 

de  même  forme,  je  vais  seolanent  m'occaper  de  m. 

Or,  la  densité  de  l'air  à  (T  et  soos  la  pression  normale 
a»,760  étant  0,0012991  ;  celle  de  l'air  à  T»  et  soos  la  pres- 

rion  h  est-^J^Î^Î^^,  etcommeladensllédelava. 
760(1+0,00366.T)' 

peor  d'ean  est^  d'après  les  calcols  de  M.  Gay-Lossac,  corri- 
gés da  coefficient  de  dilatation  des  gaz,  les  0,620  de  celle  de 
Pair  placé  dans  les  mêmes  circonstances^  il  s'ensuit  que 

760        (!+0,00366.T)  ,,    .^  . 

'»  =  -7-  .  ^\  ^\^. ^^.  centimètres cobes, 
h       0,620X0,0012991 

00  Uen,  tootcakol  fait, 

_^ }  centimètres  cobe». 

Si  roa  reprend  actoellemcnt  les  trois  fnrmoles  iioe  j'ai 
données  pour  le  poids  de  Tapeorqoi  sature  la  sphère  dans  le 
passage  de  la  température  f  à  la  température  T,  et  qoc  l'on  7 
substitue  les  yaleurs  de  N  et  de  K',  ces  formules  deviennent: 

(m-~!)  { y,(l+^T)-Yo(i-f X;  { -(nt-l)  { V/!+fa)-Y,(i4 
^  (m— ihW— i) 

„    ^_m'{ V,:H.CT)-Yo( t+1) } ~/n { Y,(i -f-^l}-V,(i -hÀQ ) 

"•  ^"^  «i\//4-.t:  

*  ^""  100m'(m'— 1) 

{ Y.(t+itT--Yo(l-hV^  )  -m'(/ii-r ÇtOO-ii^  I  Y/!-^ih)-V,(i-fy 
(F?l— 1).  ' 
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Si  ToD  voulait  faire  une  application  numérique  de  Tune 
quelconque  de  ces  formules ,  il  n'y  aurait  plus  qu'à  calculer 
les  Taleinrs  de  m  et  de  ni^  et  à  les  substituer  dans  l'exprès- 
sioD  dont  l'on  voudrait  faire  usage.  Alors ,  dans  ces  formules, 
k$k  K  désigneraient  des  colonnes  de  mercure  comptées  en 
millimétrés,  d'après  la  table  de  Dal- 
ton  ((efmons  it  la  vapeur  d'eau). 

k le  coefficient  de  dilatation  cubique  du 

cuivre  pour  V  centigrade,  il  est  à  peu 
près  =0,00005154,  d'après  MM.  Du- 
long  et  Petit. 

>  el  V les  accroissements  de  volume  de  l'unité 

de  volume  d'eau ,  prise  à  4'',1 ,  pour  les 
températures  T  et  /.  On  les  prendra 
dans  la  table  de  HallstrOm. 

Tetf des  degrés  centigrades  donnés  par  des 

thermomètres  à  mercure. 

0,00366 le  coefficient  de  dilatation  des  gaz, 

dcmné  en  même  temps  par  MM.  Ké- 
gnault ,  en  France ,  et  Magnus ,  en  Al- 
lemagne. 
Enfin,  a la  tension  de  la  vapeur  d'eau  correspon- 
dante an  degré  observé  de  l'hygromètre  4 
de  Saussure.  On  devra  prendre  cette 
valeur,  comme  je  l'ai  déjà  dit ,  dans  la 
table  de  MM.  Biot  et  Gay-Lussac. 

J'ai  donné  ces  détails,  parce  que,  dans  quelques  cas,  on 
peut  avoir  besoin  de  rechercher  le  poids  de  la  vapeur  d'eau 
qai  sature  un  espace  donné ,  et  que ,  sous  ce  point  de  vue,  ils 
pourraient  être  utiles  aux  physiciens ,  indépendamment  de 
l'intérêt  que  présentait  cette  recherche  comme  application 
du  calcul  à  la  physique. 
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Dans  la  célébration  des  mystères  d'Eleusis ,  on  entendait 
par  intervalle  la  voix  de  l'Hiérophante  qui  s'écriait  :  «cotioov, 
9xoT^aov  ;  obscurcissez ,  obscurcissez.  Nous  vivons  à  une 
époque  où  beaucoup  d'écrivains  aspirent  à  jouer  le  rMe 
d'Hiérophante  dans  les  lettres,  la  philosophie,  et  dans  k» 
sciences.  Il  semblerait  que  les  mathématiques  où  la  clarté 
est  le  mérite  essentiel,  dominant,  devraient  être  à  l'abri  dt 
cette  invasion  ténébreuse;  car  les  sciences  exactes  ne  re- 
posent que  sur  des  notions  évidentes  ;  dans  cette  qualification 
on  trouve  la  racine  videre^  voir  ;  une  proposition  est  évidente 
quand  on  la  voit  clairement.  Toutefois,  les  mathématiques 
aussi  sont  entamées  par  le  fléau  égyptien.  II  y  a  certains 
auteurs  qui  vous  prennent  une  notion  simple,  admise  par 
tout  le  genre  humain ,  et  sur  laquelle  vous  obtiendriez  même 
réponse,  d'un  Chinois^  d'un  Canadien,  d'un  Patagon;  vous 
prennent  celte  notion  et  raisonnent,  raisonnent,  raisonnent 
tant  et  tant  qu'à  la  fin  vous  n'y  entendez  plus  rien  :  une  dé- 
monslration  est-elle  facile  à  comprendre,  à  retenir,  bien 
vite  ils  la  remplacent  par  une  autre ,  compliquée ,  hérissée 
de  diflicuUés,  apprise  péniblement  aujourd'hui  pour  être 
oubliée  demain.  Yoltaire  dit  qu'un  métaphysicien  est  con- 
tent quand  il  est  parvenu  à  donner  un  violent  mal  de  tête  à 
son  lecteur.  Les  auteurs  dont  nous  parlons,  convoitent  ce 
même  genre  de  contentement,  aussi  il  faut  quelquefois  une 
forte  contention  d'esprit,  pour  suivre  telle  exposition  du 
ailcul  diCfcrentiel  ;  quel  est  le  résultat?  Auparavant  vous 
saviez  que  le  coefficient  différentiel  de  jc'  est  âx;  et  mainte- 
nant vous  savez  que  2jc  est  le  coefficient  différentiel  de  j:"  ; 
de  sorte  qu'après  mille  peines ,  votre  instruction  ne  s'est  pas 
;if;ran(iie  do  la  valeur  d'un  centime  ;  ce  désappointement  se 
rencontre  non-seuloment   <ians  les  théories  élevées,  mais 
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encore  daos  la  partie  élémentaire,  destinée  aux  jeunes  gens 
qu'il  faut  attirer  vers  la  science  et  qu'on  dirait  vouloir  en 
dégoûter  jNir  une  rigueur  fallacieuse ,  rebutante.  On  leur 
fait  démontrer  qu'une  droite  finie  n'a  qu'un  milieu  ;  qu'on 
ne  peut  sortir  d'une  enceinte  fermée  de  toute  part ,  qu'en 
perçant  l'enceinte;  et  encore  d'autres  vérités  de  même 
acabit.  En  continuant  ainsi,  nous  mcttroos  tant  d'esprit 
dans  renseignement,  qu'il  n'y  aura  plus  de  place  pour 
le  bon  sens.  Je  regarde  donc  comme  une  bonne  fortune 
de  rencontrer  des  livres  où  les  défauts  que  nous  venons 
de  signaler,  sont  soigneusement  évités,  et  où  brillent  des 
qualités  Ofqposées  :  tel  est  celui  dont  nous  allons  présenter 
une  analyse  succincte.  Le  titre  de  l'ouvrage  est  déjà  un  pro- 
grès; il  annonccque  l'auteur  adopte  l'idée  nevirtODienne ,  que 
rarithmétique  et  l'algèbre  ne  forment  qu'une  seule  science, 
etque  la  première  quoique  devant  précéder,  est  pourtant  com- 
prise comme  cas  particulier  dans  la  seconde.  On  ne  saurait 
doDC  trop  tôt  aborder  l'arithmétique  universelle,  et  M.  Four- 
■ierditavecraisondans  sa  préface  :  «convaincu  que  les  jeudes 
gens  destinés  à  de  fanes  études  ne  sauraient  trop  tôt  se  fa- 
miliariser avec  les  pratiques  de  l'algèbre,  j'ai  placé  les  quatre 
opérations  fondamentales  sur  les  quantités  algébriques  à  la 
«rite  des  mêmes  opérations  sur  les  nombres  abstraits,  v  En 
eflèt,  les  jeunes  gens  destinés  aux  fortes  études,  doivent  né- 
cessairement apprendre  l'algèbre  ;  dès  lors ,  pourquoi  ne 
pas  se  servir  avec  eux  de  cet  admirable  instrument  pour  fa- 
ciliter l'arithmétique?  L'avantage  de  cet  instrument  consiste 
à  représenter  des  phrases  très-longues ,  par  un  petit  nombre 
de  signes  et  à  renfermer  une  foule  de  cas  particuliers  ,  en 
uoe  seule  expression  générale.  Pourquoi  donc  conserver 
cette  phraséologie  et  ces  discussions  enchevêtrées  qui  ne  pro- 
duisent qu'un  embonpoint  stérile ,  une  perle  de  temps.  On 
répond  que  les  opérations  symboliques  par  leur  extrême  fa-' 
dlité ,  tendent  à  énerver  l'esprit  ;  tandis  que  la  forme  dialecti- 
que le  renforce,  l'accoutume  aux  déductions  abstraites.  Mais 
il  régne  ici  une  étrange  confusion  dans  les  termes  ;  la  force 
de  l'esprit  a  pour  but ,  d'arriver  à  la  vérité  par  le  chemin 
le  plus  court;  prendre  le  plus  long,  pour  rester  plus  long- 
temps en  chemin ,  c^cst  fausser  l'esprit  ;  ce  n'est  pas  de  la 
vigueur  que  vous  obtenez,  mais  de  la  fatigue.  Certes ,  toutes 
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nos  facultés  physiques,  intellectuelles,  morales  même,  pour 
acquérir  de  l'intensité,  ont  besoin  d'une  certaine  gymna- 
stique, mais  d'une  gymnastique  rationnelle;  ainsi,  pour  lei 
mathématiques,  elle  est,  je  le  répète,  dans  les  propositiOBS 
intrinsèquement  diflSciles;  telles  sont  les  propriétés  des  nom- 
bres qui  composent  Tarithmologie;  mais  vouloir  fonder  nAe 
gymnastique  en  rendant  diflSciles,  longues,  dosproposittoni 
faciles  et  courtes^ me  parait  une  dépravation  pédagogique. 

M.  Fournier  rend  donc  service,  en  exposant  d'une  mani^ 
claire  les  notions  primitives ,  et  en  procédant  toujours  ptr 
la  voie  la  plus  simple,  la  plus  directe,  la  mieux  adaptée  à 
l'état  actuel  de  nos  connaissances.  L'ouvrage  est  divisé  en 
deux  parties  et  subdivisé  en  quatorze  livres;  la  première, 
du  genre  mixte,  est  principalement  consacrée  aux  nombres 
chiflBrés  ;  c'est  l'arithmétique ,  elle  contient  les  livres  de  1  à 
YII;  la  deuxième  partie,  aussi  du  genre  mixte,  est  principale- 
ment consacrée  aux  équations  et  aux  nombres  représentés 
par  des  lettres;  c'est  l'algèbre  en  sept  livres  de  YIII  à  XTV. 

Dans  le  premier  livre ,  on  indique  les  déGnitions  prélimi- 
naires, la  numération  des  nombres  entiers,  fractionnaires 
ordinaires  et  décimaux ,  et  la  numération  romaine^  le  font  en 
quinze  pages  ;  certains  auteurs  consacrent  à  ces  objets  qua- 
rante pages ,  sans  être  aussi  complets ,  ni  plus  satisfaisants. 

Le  deuxième  livre  en  huit  pages ,  donne  les  quatre  opéra- 
tions fondamentales  sur  les  nombres  entiers,  leurs  usages  et 
les  théorèmes  sur  les  produits  et  les  quotients.  — La  division 
est  développée  d'une  manière  rigoureuse  et  facile;  on  y  lit 
la  remarque  suivante  (p.  67.  )  très-utile  et  qui  me  paraît 
neuve  :  a  Quand  on  trouve  un  reste  égal  au  chiffre  qu'on  vé- 
riCe,  ou  plus  grand,  il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  ce  chiffre 
n'est  pas  trop  fort.  >»  Dans  le  livre  précédent,  on  fait  déjà 
usage,  et  avec  raison,  de  tous  les  signes  algébriques.  Le 
troisième  livre  de  quarante-six  pages,  donne  les  notions 
préliminaires  sur  les  signes ,  sur  la  théorie  des  quantités  po- 
sitives et  négatives ,  et  les  quatre  opérations  algâ>riqnes , 
sur  les  monômes  et  les  polynômes  (1)  ;  la  notation  des  expo- 
sants positifs ,  négatifs  ;  la  théorie  des  puissances  et  des  ra- 
cines. Il  y  a  des  considérations  sur  les  fonctions  qui  sont  peut- 
être  prématurées. 

(0  L'Académie  éerit  polynAme  avee  l'accent  circonfleie ,  ei  polygone  sans 
aeeeot.  L'Mf  Beleile  pmerlt  le  contraire. 


—  141  — 

La  lin'e  IT  (46  pages)  traite  des  diviseurs,  du  plus  grand 
comman  diviseur  et  do  la  divisibilité  des  nombres.  Les  pro- 
priétés convenables  au  sujet  sont  indiquées  et  rigoureuse- 
ment démontrées  ;  il  manque,  ainsi  que  dans  tous  les  traités 
élémentaires,  les  procédés  souvent  utiles  pour  trouver  com- 
bien un  nombre  est  précédé  de  nombres  premiers  à  son  égard, 
l'oDité  comprise;  observation  essentielle.  L'expression  le 
plu$ grand  commun  diviseur^  si  longue,  si  incommode,  est 
d'an  usage  très-fréquent ,  ne  pourrait-on  pas  la  remplacer 
fiiT  un  seul  mot?  la  division  a  reçu  son  nom  d'une  des  appli- 
cations  principales  de  cette  opération  { la  dénomination  con- 
venable au  plus  grand  commun  diviseur,  doit  être  déduite 
de  son  usage  le  plus  important ,  le  plus  fréquent  ;  cet  usage 
Goosiste  dans  la  plus  grande  simpliGcation  entre  les  rapports 
de  quantités  chifirées  ou  littérales  ;  le  amplificateur  semble 
assez  bien  désigner  le  nombre  ou  le  polynôme  qui  sert  à  sim- 
plifier, le  plus  possible,  un  rapport  donné. 

Le  livre  Y  (73  pages) ,  les  opérations  sur  les  fractions  or- 
dinaires et  décimales,  transformation  d'une  fraction  en  une 
série  procédant  suivant  les  puissances  négatives  d'un  nombre 
donné;  théorie  des  fractions  périodiques. 

Il  semble  que  dans  ce  même  livre,  on  devrait  enseigner 
les  théorèmes  de  Fermât  et  de  Wilson. 

Le  livre  YI  (56  pages) ,  contient  la  théorie  du  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique  ;  opération  sur  les  fractions  al- 
gébriques; fractions  continues;  théorie  complète  et  satisfai- 
sante des  réduites.  11  serait  convenable  de  mentionner  les 
fractions  continues ,  périodiques  pures  et  mixtes ,  et  de  dé- 
montrer leur  incommensurabilité.  Nous  signalons  aussi  une 
antre  lacune,  celle  des  fractions  complémentaires,  dues  à 
Hoghens  et  si  bien  développée  par  Lagrange.  Cette  lacune 
existe  dans  tous  les  traités  élémentaires.  Les  théories  des  iné- 
galités et  des  combinaisons ,  qui  terminent  ce  livre ,  ne  me 
semblent  pas  à  leur  véritable  place ,  n'ayant  nul  rapport  à  ce 
qoi  précède  ;  du  reste ,  les  combinaisons  et  permutations  sont 
exposées  d'une  manière  succincte  et  suflBsanle.  Il  serait  à  dé- 
sirer qu'on  démontrât  ici ,  par  des  considérations  arithmo- 
logiques ,  que  les  coeflBcients  combinaloires  sont  entiers. 

Le  livre  YIl  (en  55  pages)  termine  le  premier  volume,  et 
contient  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  sur  les  racines 
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carrées  et  cubiques  des  nombres ,  et  les  diverses  métiioda 
d'approximation. 

Le  premier  tome  renferme  374  paragraphes  ;  de  sorte  que 
le  tome  II  commence  par  le  paragraphe  375  et  par  le  YIIl*  li- 
vre. Il  donne  le  calcul  des  exposants ,  entiers,  négatifs,  fne- 
tionnaires,  et  aussi  le  calcul  à  faire  sur  des  radicaux  réèb; 
ensuite  on  passe  an  développement  binomial,  dcmton  élaUit 
la  loi ,  d'abord  par  voie  d'indaction ,  oonfirméc  ensuite  pwk 
raisonnement  didactique.  Telle  est  même,  généralement,  h 
marche  de  Fauteur  :  c'est  la  méthode  d'invention ,  oonseillée 
et  suivie  par  Glairault.  Dans  les  remarques  snr  oe  dévelop- 
pement, l'auteur  fait  ressortir  et  explique  les  anomalies  qoe 
présente  la  supposition  de  l'exposant  égalé  à  zéro  ;  vient  apris 
la  dénaonstration  si  lumineuse ,  si  ingénieuse  d'Enler  «  poor 
le  cas  de  l'exposant  fractionnaire  ou  négatif.  Je  suis  smfris 
que  les  antenrs  négligent  généralement  la  belle  et  simple  dé- 
duction ,  due  au  même  géomètre ,  dn  théorème  de  Fermât  : 
cette  déduction  peut  s'établir  ainsi  -.aeib  étant  des  nombres 
entiers  quelconques ,  et  p  un  nombre  premier,  on  a  la  con- 
gruence  [a  +  b)' — a'—b^=p  (1);  p  désigne  un  multiple 
dep;  car,  dans  le  développement  de  {a-^bf,  tons  les  ter-» 
mes ,  les  extrêmes  exceptés,  admettent  p  comme  facteur  et 
sont  entiers  ;  donc  chacun  de  ces  termes,  et  par  conséquent 
leur  somme ,  est  divisible  par  /?.  Faisant  <z  ==  ^  =  1 ,  Téqua- 
tion  [V  devient  2* — û=p  {û-  :  donc  aussi,  V~* — 1  =p; 
faisant  a  =  2,  ^  =  1  ,  on  a  S** —  ^ —  1  =p  (3)  ;  ajoutant!^ 
congruences  ^2]  et  (3) ,  il  vient  3^—3=/?  (4)  ;  d  ou  3*^' — i=p  5 
faisant  /x=r  3.  b=z  1 ,  etc. 

La  démonstration  devient  intuitive  en  partant  dn  poly- 
nôme. En  effet ,  Ton  a 

;,;.+  *j.+  .7,+ ,7„'''— .:/— .:.'^— Hn' =  p.       (2) 

Faisant  ./.  =  */,=  «7, —  1 .  il  viom  n^ — n=p .  et  si  it 

est  promior  à/>,  on  a  .•i'" — i-'p:  co  qui  est  le  théorème 
de  Format.  Mais  je  no  sais  ivmmont  on  peut ,  par  le  même 
moyen,  établir  In  iXHigruonco  sronorale  «*  —  I  =7»,  où  p 
désigne  un  nonibro  ontiiT  quo1ixnu]uo ,  ot  k  combien  il  y  a 
do  nombres  inforiours  à  r  oi  pn^nnors  à  p.  La  con- 
gruonct*  v'-î^  donno  00  thivriMuo  lA^rs<]iio  la  somme  de  plu- 
siours  nombres  onliors  ost  nn  niulliplo  ^run  nombre  premier, 
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la  somme  de  tes  nombres ,  élevés  chaean  à  la  puissance  mar- 
qaée  par  ce  nombre  premier ,  est  divisible  par  le  nombre 
premier.  ^ 

Le  livre  est  terminé  par  rextractioa  des  racines  des 
polynômes.  ^ 

Le  livre  saivant ,  le  IX^,  contient  Texplication  dn  système 
nétriqoe  ancien  et  nouveau  ;  les  quatre  opérations  sur  les 
nombres  complexes,  et  la  théorie  de  divers  systèmes  de 
inmération. 

Dans  le  journal  de  Crell ,  on  lit  une  dissertation  sur  le 
système  de  numération,  qui  jouit  de  la  propriété  d'exprimer 
les  plus  grands  nombres  avec  le  moins  de  mots  possible  ;  la 
kase  de  ce  système  est  une  quantité  transcendante.  En  ad- 
nettant  les  compléments  à  la  base,  on  peut,  dans  un  sys- 
tème qodconque,  réduire  le  nombre  des  chiffres  à  moitié  :  on 
écrit  4  pour  6 , 3  pour  7,  et  les  opérations  sont  souvent  abré- 
gées. Cette  idée,  émise  pour  la  première  fois  dans  le  journal 
de  Gergonne,  a  été  reproduite  récemment  par  M.  Gaucby. 

délivre aemble  n'être  pas  à  sa  place,  non  plusque  le  suivant, 
consacré  aux  proportions  et  progressions  arithmétiques  et 
léométriqne^.  Â  cetteoccasion,  nouscroyons  utile  de  rappeler 
Dneidée  ingénieuse  deM.  Roche,  professeur  d'artillorte  ;  Ton  a 

-—     4-  2  ""  j"^+®*c.  =  -;  donc  pour  prendre  le  tiers 
3       4        o        16  3 

d'nn  arc  de  cercle,  on  en  prend  la  moitié,  résultat  trop 
grand,-  on  en  retranche  le  quart,  résultat  trop  petit;  on  y 
ajoute  le  seizième,  résultai  trop  grand  et  ainsi  de  suite  ;  un 
semblable  procédé  existe ,  pour  obtenir  le  septième  d'un  arc 
Le  livre  Xr  est  un  développement  très-lucide  et  très- 
complet  de  ce  qu'il  faut  savoir  sur  les  logarithmes  et  la 
constmctioa  des  tables.  Un  tableau  très-commode  montre 
fane  manière  intuitive  les  calculs  qu'il  faut  faire  pour 
obtenir  le  logarithme  de  2.  L'auteur  suit  la  méthode  népé- 
rienne on  considérant  deux  progressions,  arithmétique  et 
liométrique,  qui  se  correspondent ,  mais  cela  ne  dispense  pas 
de  recourir  à  la  méthode  exponentielle  ;  la  seule  qui  permette 
4e  déDKHitrer  que  dans  chaque  système,  tout  nombre  positif 
a  une  infinité  de  logarithmes,  dont  un  seul  est  réel ,  et  tout 
nombre  négatif  a  aussi  une  inflnité  de  logarithmes  dont 
tocun  n'est  réel.  Ce  qui  me  porte  à  penser  qu'on  devrait 
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accorder  rentrée  dans  les  éléments  aax  èquatioiis  exponen- 
tiellcs  et  en  déduire  la  théorie  logarithmique,  comme  Eakr 
a  fait  dans  son  alggjère;  l'auteur  fait  d'utiles  observation 
sur  les  limites  d'erreur  des  tables. 

La  résolution  complète  des  équations  du  premier  degré, 
à  une  inconnue  et  à  plusieurs  inconnues  avec  la  diseossioQ 
des  formules ,  avec  le  problème  des  courriers;  la  résolutioa 
des  équations  du  deuxième  degré  à  une  inconnue ,  avec  le 
problème  des  lumières  forment  la  matière  du  XII*  et  du  XIII' 
livre;  et  à  la  fin  de  ce  livre,  on  trouve  la  sommation  des 
suites,  des  nombres  figurés  et  des  piles  de  boulets. 

Le  Xiy«  et  dernier  livre  concerne  les  règles  d'intérêt,  sim- 
ple et  composé 9  les  annuités,  règle  de  société  ;  le  tout  est  ter 
miné  par  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  et  la  réso- 
lution deséquations  trinômes  réductibles  au  deuxième  degré. 

Le  vénérable  auteur  prépare  une  seconde  édition,  onii 
ajoutera  la  théorie  générale  des  équations  comprenant  le 
théorème  do  Descartes,  de  Rolle  ;  la  résolution  numérique  des 
équations,  les  théorèmes  de  Lagrange  et  de  M.  Stnrm;  et 
cet  ouvrage ,  ainsi  complété,  sera  étudié  avec  fruit  par  les 
élèves  qui  se  destinent  aux  Écoles  du  gouvernement  et 
principalement  à  l'Ecole  normale  et  à  l'Ecole  polytechnique. 
L'algèbre  y  occupe  le  premier  rang ,  celui  qu'elle  doit  avoir 
dans  toutes  les  sciences  de  calcul. 

Le  savant  examinateur  de  la  marine  voudra  bien  nous 
permettre  quelques  observations  sur  les  dispositions  de  cer- 
tains livres  du  tome  second;  Tordre  méthodique  me  paratt 
exiger  cette  succession:  VIII,  XII,  XIII,  X,  XI,  IX, 
XIY;  la  sommation  des  suites,  fin  du  livre  XIII ,  devrait 
terminer  le  livre  X,  qui  traite  des  progressions;  l'analyse 
indéterminée  du  livre  XIY  serait  mieux  à  la  fin  du  livre  XII; 
et  la  résolution  des  équations  trinômes  doit  être  portée  à  la 
tin  du  livre  XIII. 

L'ouvrage  de  M.  Fournier,  imprimé  àNantes,  n'a  en  qu'une 
faible  publicité  dans  la  capitale.  Nous  finirons  par  un  con- 
seil, dans  l'intérêt  de  la  science,  qui  gagne  à  la  propaga- 
tion des  bonnes  idées.  Nous  engageons  l'auteur  à  ne  pas  se 
contenter  de  bien  travailler  ses  productions;  mais  de 
prendre  aussi  les  petites  précautions  qui  en  assurent  le  succès. 
Ilabent  $ua  fata  libelli  Tm. 


RECTIFICATION 


RELATIVE  AUX 


RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

PAR  M.  V.-A.  UBBBSGUll, 

professeur  à   la    facallé   de   Bordeaux. 


La  règle  donnée  à  la  page  46  du  présent  volume  de  ces 
Jnnales,  pour  trouver  les  racines  complexes  entières  de 
réquation  a^x''*^a,a:''~'+,  .^an  =  0,  à  coefficients  entiers 
cooidexes  ,  et  où  il  faut  sans  doute  lire  (ligne  5)  :  «  Divi- 
seiirs  du  module  de  an  »  au  lieu  de  «  diviseurs  de 
an[a — ^Kl)»  (*),  peut  se  démontrer  en  deux  mots.  Soit 
xssa+ôl^— -1,  une  racine  entière,  et  an  =  àn+Cni/i  , 


aJ^bi^—\ 


étant  entiers  ;  il  en  sera  de  mémo  du  module 


JL    1    I       _    • 

-*j-î-vrf  *^  ft'^^  ^^^^  prendre  pour  a'-f^''  des  diviseurs  de 
a  -j-6 

6ft-|-C|»'',  en  négligeant  toutefois  ceux  dont  le  module  sur- 
passe la  limite  trouvée.  Quant  aux  racines  incomplexes 
aet^v^  —  1,  aei  b  doivent  diviser  à  la  fois  bn  et  cn. 

Cette  règle,  comme  je  le  montrerai  plus  loin  ,  est  moins 
simple  que  la  règle  ordinaire  qui  prescrit  d'essayer  les  divi- 
seurs de  bn-{-cn^ — 1 ,  lesquels  sont  en  nombre  moindre 
qoeceux  donnés  par  la  règle  précédente.  Mais  pour  l'appli- 
quer, il  Taut  préalablement  exposer  la  décomposition  des 
entiers  complexes  en  Tacleurs  simples. 


(*)«4H^— 1  étant  la  racine  cherchée,  a,|(a-  ty  —  i)  est  inconnue.  Celle 
nèprise  est  de  moi  et  non  de  M.  Finck ,  qui  d'ailleurs  ne  sVst  occupé  que 
d'équations  à  coefficients  réels.  Tm. 

Ann.  des  Mathémat.  III.  1 1 
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Dans  SCS  Recherches  sur  les  formes  quadratiques  a  coeffi- 
cients et  à  indéterminées  complexes  [Journal  de  M,  Crelle , 
t.  XXIY),  M.  Dirichlet  s'exprime  ainsi  :  «  Quoique  les  pro- 
»  positions  élémentaires  de  la  Théorie  des  entiers  corn- 
»  plexes  aient  été  déjà  exposées  par  l'illastre  Gauss  ,  noos 
»  avons  pensé  qu'il  pourrait  être  commode  pour  les  lecteurs 
»  de  trouver  dans  une  courte  introduction ,  celles  de  ces  pro- 
»  positions  dont  nous  aurons  à  faire  usage.  »  (Page  4.) 

Les  six  premières  pages  de  cette  introduction  suflBsent 
pour  faire  voir  que  la  règle  pour  trouver  les  racines 
réelles  entières  des  équations  algébriques  à  coefficients 
entiers,  s'applique  aux  racines  entières  complexes.  M.  Di- 
richlet ne  se  propose  nullement  cette  question  dans  son  Mé- 
moire ,  dont  les  propositions  principales  sortent  tout  à  fait 
du  cadre  des  Annales  ;  on  peut  se  faire  une  idée  de  la  mé- 
thode suivie  par  M.  Dirichlet  en  lisant  son  Mémoire  sur 
cette  proposition  remarquable  *.  «  Toute  progression  aritb- 
»  métique  dont  les  deux  premiers  termes  sont  premiers  entre 
'>eux,  renferme  une  inGnilé  de  nombres  premiers  »  Ce 
Mémoire  a  été  publié  en  allemand  ,  mais  M.  Terquem  en  a 
donné  la  traduction  dans  le  Journal  de  Mathématiques.  C'est 
un  service  rendu  à  la  science  des  nombres. 

Je  me  propose  d'exposer  dans  ces  Annales ,  quelques  pro- 
positions élémentaires  plutôt  indiquées  que  développées  dans 
l'introduction  du  Mémoire  cité  plus  haut.  Je  commencerai 
par  donner  la  décomposition  des  entiers  complexes  en  fac- 
teurs simples ,  d'où  dérive  immédiatement  la  règle  pour 
trouver  les  racines  complexes  entières  des  équations  algé- 
briques à  coeflicicnts  entiers. 


U7  - 


NOTE 


NOUVELUS  MÉTHODEDEGÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

PAR  M.  FIIVOK, 

0«el8«Ai«eieBees,profMtear  à  l'école  <ftnillerie  et  au  collège  de  Slraiboorg. 


Notre  Descartes,  en  créant  sa  géométrie ,  n'a  pas  entendu 
poser  des  bornes  à  la  science  :  cependant ,  dans  tons  nos 
traités  absolument  neufs ,  je  ne  vois  qae  sa  méthode.  Quel- 
qQrfois,  il  est  yrai,  on  se  plaint  qu'elle  n*est  pas  parfaite; 
qu'au  delà  du  second  degré ,  elle  a  bien  peu  de  portée ,  etc. 
N'y  a*t-il  donc  pas  de  progrés  ?  Si  fait,  mais  pas  dans  les  li- 
vres élémentaires.  La  méthode  de  Descartes  (  sur  le  plan } 
consiste  à  rapporter  les  modes  de  l'étendue  à  des  droites  qui 
soayent  n'ont  pas  une  Ujison  bien  intime  avec  la  courbe  que 
Ton  étudie.  Mais  déjà  le  grand  Euler,  qui  n'a  touché  à  rien 
en  vain ,  a  fait  un  pas  de  plus  :  il  est  vrai  que  ce  n'est  qu'un 
germe.  Ce  germe  est  actuellement  développé  ;  j'ai  fait  con- 
naître un  de  ses  fruits  dans  le  journal  de  M.  Liou ville,  il  y  a 
quelques  années.  Le  développement  en  question  est  le  nou- 
veau système  de  géométrie  analytique  du  docteur  Plucker, 
Ronn,1835. 

Ce  système,  outre  ses  généralités  par  rapport  à  la  trans- 
formation des  figures ,  consiste  à  chercher  dans  l'équation  de 
lacoarbe  les  droites  qui  ont  avec  la  courbe,  la  liaison  la  plus 
intime.  J'ai  fait,  comme  vous  savez ,  une  application  de  cette 
méthode  à  Fespace ,  en  donnant  des  moyens  précis  et  simples 
pour  reconnaître  dans  chaque  cas  la  nature  du  lieu  repré- 
senté par  une  équation  à  trois  variables.  Je  donne  toujours, 
dut  mon  cours,  une  idée  de  ladite  méthode.  Je  ne  me  pro- 
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pose  pas  de  la  développer  maintenant  ;  il  suiBt  de  montrer, 
par  quelques  exemples  tirés  du  nouveau  système  y  avec 
quelle  facilité  elle  s'applique  à  un  certain  genre  de  re- 
cherches où,  au  contraire ,  l'ancien  système  est  très-prolixe. 
V  Je  nomme  /?,  y ,  r,  5,  a ,  6,  des  fonctions  linéaires  delà 
forme  Ar  +  Bx+C.  Toute  courbe  du  second  degré  poom 
être  représentée  d'une  infinité  de  manières  par  une  éqnatioi 
telle  que 

pq-{-a'=0,  (i)C) 

o\ip  =  0,  q=0  seront  évidemment  deux  tangentes ,  a  =  0 
est  la  corde  de  contact. 
Je  représente  la  même  courbe  par 

et ,  vu  le  nombre  des  coefficients  A ,  B ,  etc.,  je  puis  supposer 

pq  +  a'^^rs  +  b*',  (3) 

d'où 

pq  —  PS  =  {b+  a)  Ijb  —  à).  (4) 

Les  quatre  droites p  =  0  ^  q  =  0,  r=0 ,  5  =  0  forment 
un  quadrilatère  circonscrit  à  notre  courbe. 

L'équation  (4)  est  satisfaite  par  /?  =  0,  r=0,^-fa  =  aî 
elle  IVst  aussi  par  q=0 ,  5  =  0,  ^-i-a  =  0. 

Ainsi,  b  +  a=iO  est  une  des  diagonales  du  quadrilatère 
circonscrit  ;  l'autre  est  évidemment  b  —  a  =  0. 

Or  ces  deux  diafçonales  se  coupent  sur  les  droites  6  =  0, 
rtt  =  0,  qui  sont  les  cordes  <ie  contact,  ou  bien  les  diago- 
nales du  quadrilatère  inscrit,  conjugué. 

De  là ,  le  théorème  déjà  connu  de  Newton. 

Du  reste,  les  équations  a  =  0,  6=0,  6+-a=0,  b — «=0 
sont  évidemment  celles  de  quatre  rayons  harmoniques. 


n  Cette  proposition  ne  peut  être  admise  sans  une  démonstration  qui  préaente 
une  discussion  difficile.  Pour  une  courbe  du  sme  degré  pourrait-on  écrire  i 
priori  |)çrfa8— 0?  Tm. 


2'  Je  représente  l'équation  de  la  ooarbe  par 

pq  =  f^)  (5) 

p^  q^  r,  s  étant  toujours  des  fonctions  de  la  forme  indiquée. 
Les  droites  /?==0,^=r0,r=0,5=0  sont  ici  des  sécantes. 

L'équation  (5)  est  satisfaite  par 

^  =  r     avec      ^  =  5. 

Ces  deux  droites  se  coupent  donc  sur  la  courbe;  il  en  est  de 
même  des  droites 

D'ailleurs ,  ;?  =  r  et  /?  =  5  se  coupent  sur  p  =  0\ 

q=^s^      q  =:  r ^=0. 

Voilà  six  droites  : 
/>=0,  p  —  r=0,  ^  —  5  =  0,  ^  =  0,  ^--r=0,  p  —  5  =  0, 
doDt  chacune  coupe  la  suivante  sur  la  courbe  ;  de  même  la 
dernière ^  p  —  s^  coupe  la  première ,  ;?  =  0 ,  sur  la  courbe. 
Ce  sont  donc  les  six  côtés  consécutifs  d'un  hexagone  inscrit. 
0rlesc6tés  opposés  forment  les  trois  couples  suivants  : 

/i=0| 


?=0) 

>  qui  se  coupent  sur  p — ^=0  ; 

id\  vu  que  {p—r)—{q—r)z:=zp^q^ 


J5— 5=0) 

Donc ,  les  intersections  des  côtés  opposés  sont  en  ligne 
droite.  C'est  le  théorème  connu. 

Voilà  donc  l'analyse ,  à  peu  près  sans  calcul  :  elle  n'en  est 
pas  plus  mauvaise  f). 

D'autres  travaux  remarquables,  en  ce  genre,  sont  dus 
à  MM.  Magnus,  Mœbius,  DruckenmûUer,  etc.  -.  j'extrais 


(*)  Eq  admettant  ce  genre  d'équations  à  priori  sans  démonstration ,  il  me 
semble  qu'on  esquive  les  calculs;  on  ne  les  évite  pas.  Les  résultats  sont  connv» 
^'arance  et  on  s'arrange  de  manière  à  les  obtenir.  Tm. 


d'anoaynfedeeedfltttMr  IBkihbÊTirwgiêngêPfmfifim^m.)  \ 
Tartide  raiTant ,  remarqoable  ions  plu»  d*iui  hppoU 
Soient  lei  deux  éqoatioiis 

j^-y+m(x-a/)=:0,  (f) 

^— y  +  m'(x— x')  =  0.  (9) 

Je  prends  deux  solations  de  Téqnation  (!)  : 

x  =  tf,    ^=y— m(a— x');  (I) 

x  =  b,    jr=.y  —  m{b  —  a/).  (4) 

Je  prends  pareillement  deux  solutions  de  (S)  r 

^.=  1/,    jr^y-^m!(a'—j:')i  (fi) 

Je  forme  réqoation  du  premier  degré  entre  x ,  jr^ifàfA 
satisfaite  par  (3)  et  (5)  :  elle  est 

Celle  qui  l'est  par  (4)  et  (6) ,  est 

Or,  si  Von  élimine^  entre  (7)  et  (8),  y,  i?t  et  m'  disps- 
raissent,  et  x  est  une  fonction  de  x\  a^  a',  b^  b',  que  je 
nomme  j?=y(x',  a^  a\  b^  b'). 

Ce  résultat  peut  être  interprété  géomélriquement  de  bien 
des  manières  :  en  voici  quelques-unes. 

I.  Je  suppose  que  ^,  x  soient  des  coordonnées  ordinaires , 
(1)  et  (2)  seront  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  (j/,^); 
(7;  sera  une  droite  qui  coupe  (1)  au  point  (x^a^y...,)  et  (2) 
au  point  (x  =  a',...).  De  même,  (8)  est  une  droite  coapant 
(1)  au  point  (j:  =  ^,...),  (2)  au  point  (x  =  b^j...).  Voilà 
donc  un  quadrilatère  complet  dont  les  côtés  sont  les  droites 
(1) ,  (2) ,  (7) ,  (8),  et  dont  les  six  sommets  ont  pour  abscisses 
rcspcclives  : 
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I 

Or ,  si  les  cinq  premièrefl  abflcisies  restent  constantes,  la 
sixième  ne  variera  pas  non  plus  ;  donc 

Siparmi  les  six  sommets  d'un  quairilat^e  complet^  il  y  en  a 
mq  qui  décrivent  des  droites  parallèles  à  une  direction  donnée, 
kiixiéme  décrira  aussi  une  parallèle  à  cette  direction  (axe 
desy). 

Il  est  évident  qu'il  en  est  de  même  des  intersections  des 
trois  diagonales. 

II.  Toute  droite  intercepte  sur  les  axes  deux  serments  qui 
déterminent  complètement  celte  droite.  M.  Plcckbr,  qui  a 
imagioé  ce  nouveau  système  àe  coordonnées ,  lui  a  déjà  donné 
un  assez  haut  degré  de  développement.  En  représentant  par 

-,  -  ces  segments,  il  appelé^,  x  des  coordonnées  linéaires, 

Uoe  droite  est,  dans  ce  système^  représentée  par  deux  équa- 
tions .r  =  a,  ^  =  p.  Une  équation  ff(x^y)  =0  représente 
ainsi  une  infinité  de  droites  :  on  peut  donc  la  regarder 
comme  représentant  la  courbe  à  laquelle  toutes  ces  droites 
sont  tangentes.  Par  conséquent  une  mémeéquation  <p(j:,  y  )=o, 
ioterprétée  d'après  les  méthodes  Descartes  et  Plucker,  re- 
présente deux  courbes  qui  ont  une  certaine  relation  de  réci- 
procité dans  le  sens  connu.  Je  ne  m'étends  pas  maintenant 


Il  est  très-facile  de  prouver  que  dans  le  système  actuel 
l'équation  ^ = rtx -f-  ^  représente  un  point  (*). 

Il  s'ensuit  que  l'équalion  (1)  représente  un  point,  et 
comme  elle  est  satisfaite  par  y  =  j^',  x  =  x%  ce  point  est  sur 
la  droite  que  déterminent  ces  deux  dernières  équations. 

Nous  avons  donc  un  nouveau  quadrilatère  dont  quatre 
sommets  sont  les  points'  (i) ,  (2) ,  (7) ,  (8). 


n  Soit réqualion  ordinaire  d'une  droite  ?i/faa;-=i.  Si  a=.ap+5,  l'envclopp» 
rtft  U  droite  est  un  point  (voyez  p.  155).  Tra. 
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Parmi  les  côtés  et  diagonales,  au  nombre  de  sept,  sont 
les  droites 

(^\y)  q*iî  passe  aux  points  (1),  (a) 

(3) (1),  (7) 

(*) (0,  (8) 

W (^),  (7) 

(6) (5^),  (8) 

et  la  droite  qui  joint  les  points  (7)  et  (8) ,  que  je  nomme  (9). 

Chacun  pourra  faire  cette  figure  :  la  septième  drdte  da 
quadrilatère  est  celle  qui  joint  l'intersection  des  droites  (l)et 
(5)  à  celle  de  (9)  avec  (j^'^f). 

Iji  droite  (9)  est  déterminée  par  le  système  des  équatiom 
(7)  et  (8)  ;  c'est  à  elle  qu'appartient  a:  =/{x\  a ,  a\  b,  V), 

On  admettra  que  x\  a,  a\  b^b'  sont  invariables;  c'est 
supposer  que  les  droites  (jr',y),  (3),  (4),  (5),  (6)  toumeal 
autour  de  leurs  pieds  sur  Tnn  des  axes  ;  mais  alors  x  ^f{pé, 
a^  a\  b^  b')  est  invariable;  donc 

.S*t  parmi  /es  sept  droites  qui  composent  un  quadribUère 
complet  il  y  en  a  cin'q  qui  tournent  respectivement  autour  des 
points  où  elles  sont  coupées  par  une  droite  quelconque ,  il  y  en 
a  une  sixième  {par  suite  aussi  la  septième)  qui  tourne  au- 
tour  du  point  où  elle  est  coupée  par  la  même  droite. 

111.  iMaih»  ce  ne  sont  pas  les  seules  interprétations  géomé- 
triques que  1  on  puisse  donner  au  fait  analytique  ci-dessas 
HMnarquè  ,  rolalivomenl  à  a-  =J\ji'\  a^  a\  b,  b').  On  peut 
atlirmor  que  le  nombre  des  interprétations  est  infini  :  on  en 
obtient,  par  exemple,  dcMX  en  regardant  j,  j:  comme  des 
coordonnées  polaires;  alors,  au  lieu  de  droites,  ce  sont  des 
spirales  d  Arclnmède  qui  sont  en  jeu,  et  le  théorème  est  re- 
latif ou  aux  angles  ou  aux  rayons  vecteurs. 

i/auleur  auquel  j  emprunte  ce  qui  précède  na  pas  donné 
iM«s  dornièros  interprétations  :  il  en  a  donné  une  qui  se  rap- 
porte à  des  COI  des,  la  voiei     r.onsidèmns  une  droite  indé- 
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.  finie  nommée  axe  des  x  \  d'un  point  de  cette  droile ,  comme 
centre ,  avec  un  rayon  donné ,  je  décris  un  cercle  ;  prenant 
poor  origine  an  point  quelconque  de  notre  axe  des  x^  je 
désigne  l'abscisse  du  centre  par  x  et  le  rayon  par^;  j'ap- 
pelle x^y^  coordonnées  circulaires. 

Étant  donnée  une  équation  y* (j:,^']  =  0,  j'en  tirerai  une 
infinité  de  cercles,  et  j'appelle  lieu  de  l'équation  la  courbe 
moeloppe  de  tous  ces  cercles  :  l'équation  du  premier  degré 
j=:ax'^b  représente  dans  ce  cas  encore  évidemment  une 
droite. 

Par  conséquent  notre  équation  (1)  représente  une  droile 
tiDgente  au  cercle  (x',y). 

De  même  (2). 

Nous  ayons  les  cercles  (3) ,  (4) ,  (5) ,  (6)  ; 

La  droite  (7)  tangente  aux  cercles  (3) ,  (5); 

La  droite  (8)  tangente  à.     .     .     (4),  (6). 

Le  système  des  équations  (7) ,  (8)  convient  au  cercle  qui 
touche  les  droites  (7),  (8),  et  qui  a  pour  abscisse  du  centre 
x=/(x',a^a\  b,  b). 

Ainsi  encore  un  quadrilatère  dont  les  côtés  sont  (1) ,  (2) , 
(7),  (8) ,  et  six  cercles  qui  les  touchent  deux  à  deux  ;  donc 

Si  on  fait  varier  le  quadrilatère  de  façon  que  les  centres 
déterminés  par  x\  a,  a',  b,  b',  ne  changent  pas,  quelles  que 
ment  les  variations  des  rayons,  le  centre  du  sixième  cercle 
x  =  f  ( ...  )  ne  changera  pas. 

Mais  rien  n'empêche  de  regarder  les  ^  comme  les  abscisses 
des  centres  et  les  x  comme  les  rayons;  donc  les  cinq  rayons 
x\  a,  a',  b,  b'y  restant  invariables,  le  sixième  a:  =/(...)  le 
restera  aussi ,  et  si  les  angles  d'un  quadrilatère  complet  s'ap- 
paient  sur  six  cercles  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite  ^  que 
l'on  déforme  le  quadrilatère  en  faisant  mouvoir  les  centres  sur 
la  droite  qui  les  contient ,  de  façon  que  cinq  des  angles  restent 
appuyés  sur  leurs  cercles  y  le  sixième  ne  quittera  pas  le  sien. 
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RieD  n'empéelie  de  toppoier  qoe  l'âxedes  x  èH 
an  liea  d^one  droite ,  alors  il  7  a  modiBeatioii. 

J'ajoatenii  i  ce  que  je  Tiens  de  traduire  de  mon  anltiw. 
que  l'on  pent  représenter  par  or ,  ^  deux  étfimènts  fte 
ooorbe  quelconque  dont  tons  les  antres  éléments  iiasIei'ilÉf 
invariables,  et  alors  le  petit  calcul  ci-dessus  oondaftl  "w 
proposition  qui  a  une  infinité  de  corollaires. 

Terminons.  Le  but  de  la  géométrie  analytfqne  est  fétnlB 
des  lois  de  l'étendue  figurée ,  par  l'intermédlatÀ  des  rAHaai 
métriques.  Le  moyen  est  d'attribuer  aux  symboles  ana^fâ- 
ques  nue  signification  géométrique  ;  par  suite,  i  dhaqne  si- 
gnification géométrique  nouvelle  que  vous  attribmt  a» 
symbcdes  qui  entrent  dans  nn  calcul ,  répond  tm  wmtaaii 
théorème  de  géométrie,  et  tous  ces  thécMrèmes  ont  on  air  de 
famille  qui  tient  à  leur  origine  commune. 

Yoilà  la  dualité  bien  dépas^. 

Il  me  semble  que  ces  idées  pourraient  (  dirai^e  dmnrékiU  ] 
trouver  place  dans  les  traités  élémentaires.  La  oomporitioi 
d'un  ouvrage  où  tout  cela  entrerait  avec  des  bornes  con- 
venables, est  très-désirable.  J'en  ai  le  projet ,  toujours  plus 
facile  que  rexécution.  Non  omnia  possumus  omnes. 

SUR  LES  INTERSECTIONS  SUCCESSIVES 

de  droites  représentées  par  une  équation  'contenant 
une  variable  (*). 

PAR  M.  S.  BB8MARB8T, 

ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 

r  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  quantités  a  et  l 
pour  que  toutes  les  droites  représentées  par  Téquation 

n  Voir  1. 1,  p.  281;  t.  Il,  p.  iio,  cor.  2. 
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se  ooapent  au  même  point? 
Soit  6  =  f  (a) ,  réqaation  devient 

y  =  ax-\r^{a).  (A) 

Remplaçant  a  par  a  +  à,  on  a 

A* 

y  =  ax  +  hx'^ff[a)'¥ff'{a)h'¥ff"{a)—+tic.       (B) 

Chercbant  l'intersection  des  denx  droites,  on  a 

ta 

Aj:+ç'(û)+(p"(a)  — - +ctc.  ==  0. 
j.  .^ 

Divisant  par  A,  puis  posant  A  =  0,  on  a  x  =  —  ^*[à).  Sub- 
stituant cette  valeur  dans  (A) ,  on  a  pour  les  coordonnées  du 
point  d'intersection  de  deux  droites  : 

Or  ff\a)  doit  être  constante  ;  donc  (f{a)^:zpa-^q.  Cette 
condition  est  nécessaire  et  suffisante  ;  car  elle  donne,  pour 
les  coordonnées  du  point  d'intersection , 

x  =  ^p,       r=  +  7- 

Donc,  pour  que  les  droites  représentées  par  Téquation 
yszax-^-b  se  coupent  au  même  point ,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  quantités  a  eih  soient  liées  par  une  fonction  du  premier 
degré.  L'équation  est  : 

y  =  ax+pa  +  q         OU         y  —  q=:za(x-^p). 

2*  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  quantités  ^  et  ^ 
pourquc  les  intersections  successives  des  droites  représentées 
par  l'équation  y  =  ax  +  b  soient  sur  une  ellipse  donnée  ? 

Soit  cette  ellipse  donnée , 

?i^x^  +  (7'  =  m' 71*. 
Soit  //  =  cp  {a)    et  l'équation  des  droites    y  =  ax  4-  ?(^)- 
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Les  ooordoDnées  du  pdnl  d'intenection  de  deni:  droitamoi- 
nnes  sont 

On  doit  donc  avoir 

«'[?' W]*  +  [f  (à)  —  af{a)Y  =  nne  oonslante  mW. 
Or,  même  en  restant  dans  les  lois  ordinaires  des  dèrlfées, 
on  pent  reconnaître  qne  la  valenr  <p(a) ,  qai  réalise  œtte  con- 
dition est  ffia)ssmVn*  +  a*.  Donc,  tontes,  les  droites  re- 
présentées par  réqoation 

se  oonpent  sur  Tellipse 

3*  Un  raisonnement  analogue  démontrerait  qne  kt»  Mir- 

sections  soccessri?es  de  droites  représentées  par  réqnatioB 

-1» 

sont  snr  Thyperbole 

Si  l'hyperbole  était  rapportée  à  ses  asymptotes,  son  équa- 
tion serait  de  la  forme 

Xjrz=z  —  m\ 

Or  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  droites 
voisines  étant  toujours 

x  =  —  ^\a) ,        j-  =  (p  (a)  -—  tfcp'(û) , 
on  devrait  avoir 

a[^\a)Y  —  çp [a)  çp'(a)  =:  une  constante  —  m'.       (C) 

Donc  la  fonction  y  (a)  devrait  être  de  la  forme  f/^,  cetle 
quantité  étant  multipliée  par  une  constante  •  soit  donc 

tf{a)  =  s\/a  :  l'équation  (C)  devient 

_ —  —  ffi'      ou      s^  =  4//i\ 

4  2 
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Donc,  enfia,  les  intersections  successires  de  droites  repré- 
sentées par  réqaation 

sont  sur  Thyperbole 

arr  =  — m'. 

4*"  Si  la  courbe  donnée  est  une  parabole 

00  doit  avoir 

-T-r 7--  =  «ne  constante  m 

<p(a)  — tf<p(û) 

ou  y(^)Y  +  ^a^'i^)  —  m(f{a)  =  0',  (D) 

ce  qui  indiqae  que  la  fonction  de  a  est  de  la  forme  a%  cette 
quantité  étant  multipliée  par  une  constante  p  dont  on  déter- 
minera la  valeur  ;  soit,  en  effet,  (f{a)=spa*^  Téquation  (0) 
devient 

(4/?4-/w)/i' =  0;         delà,        p  =  —  --. 

4 

Ainsi ,  les  intersections  successives  des  droites  représentées 

ma* 
par  l'équation  y  =  ax —  sont  sur  la  parabole 

Les  conditions  qui  précédent  ont  été  obtenues  en  évitant 
toute  idée  de  tangentes.  En  général ,  elles  ne  sont  que  suffi- 
santes :  si  nous  admettons  que  la  droite  primitive  est,  après 
une  oscillation,  transformée  en  une  tangente  à  la  courbe, 
nous  pourrons  conserver  à  la  question  toute  sa  généralité. 
Nous  donnerons  ici  l'ellipse  comme  exemple. 

5"*  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  fonctions  algéMK- 
ques  A  et  B ,  pour  que  les  intersections  successives  de  droites 
représentées  par  Téquation 
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soient  sar  me  etti|Me  donnée ,  et  rapportée  i  son  contre  et! 
ses  axes. 

La  courbe  étant  une  ellipee,  tt  existe  one  rèlation< 
entre  la  droite  qui  unit  l'origine  à  nn  point  d'inleraeciifMii 
et  la  droite  gàiératrice  correspondante  :  le  produit  des  tai- 
gentes  des  angles  que  ces  drdtes  forment  aiec  l'axe  ém  x 
est  —  n%  c'est-à-dire  n^tif  et  existant. 

L'éqoation  de  la  droite  étant 

si  nous  appélonB  A',  A",  etc.,  ff,  B^,  etc.,  les  dérirées  sne- 
cessiTes  que  donnent»  dans  A  et  dansB,  FaocroisBenient  de 
la  Yariablc  indépendante,  on  aura  Féquation  de  la  draiis 
changée 

À*  »■ 

(F)    j^s=Aj>fA'Ar4-A''— j:*+etc.+B+B'A+B*j--+«lc. 

L'intenectkNi  des  dnrites  (E)  et  (F)  donoe 

B'  A'B  — A» 

La  droite  qui  unit  Torigine  au  point  d'intersection  est 
A'B— AB' 


1 


.>  = 


—  B- 


Le  produit  des  tangentes  A  et  — —^ —  étant  négaltf  et 
constant ,  on  a 

/a;b--ab'\ 

Delà,  on  déduit 

AB-AB  =  ^'     ei    «'  ^» 


A  A'       Ji*  +  A*' 

Sabstitoant  ces  valears  dans  les  expressions  (G) ,  on  a 


—  AB  «'B 


«'  +  A"        "^       «'  +  A 


y=: 


l'  » 
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ou 

_  —  AB  y  __      wB 

L'équation  de  Tellipse  donnée  étant  j;'+'^  =  m\  il  est 

clair  que  les  sommes  des  carrés  des  valeurs  données  en  (K) 
doivent  résoudre  cette  dernière  équation.  On  doit  donc  avoir 


V+AV    ^\«*  +  AV 


00 


on 


l 


Si  nous  faisons  Thypothèse  la  plus  simple ,  si  nous  suppo- 
sons que  A  est  une  variable  indépendante  a ,  nous  retrouve- 
rons la  condition  donnée  précédemment,  c  est-à-dire,  que  les 
intersections  successives  de  droites  représentées  par  l'équation 

y  =.ax-h  mV  ti  +  a" 
sont  sur  Tellipse 

^a  „a    I    ^^a  ___  ,»,2„a 

n  X  -f-^    =i  m  n  . 

Un  calcul  analogue  résout  la  question  générale  pour  l'hy- 
perbole et  pour  la  parabole. 

6"  Des  développées  et  du  cercle  osculateur.  Les  recherches 
de  la  développée  et  du  cercle  osculateur  d'une  courbe  sont 
des  conséquences  des  recherches  qui  précèdent.  Pour  lapre- 
nùère ,  il  suffira  d'obtenir  les  intersections  successives  des 
droites  normales  aux  génératrices  primitives,  chacune  de 
<^es  normales  passant  par  le  point  d'intersection  des  deux  gé- 
nératrices voisines  correspondantes  ;  pour  la  seconde,  on  dé- 
Icn&inefa  la  distance  d'un  point  de  la  courbe  primitive  au 
point  correspondant  de  la  développée.  Ces  calculs  ne  présen- 


\ 
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tent  auciine  difficulté;  nous  donnerons  seolanMnt 
exemple  la  dévelo(^  et  le  cercle  oacolatear  de  la  pan- 
bole  * 

La  droite  génératrice  est.  ■    y^ 

nu^  ''-  ■■'      -^    ■■' 

y:^ax -,^     ...  ;..  ... 

les  cocMrdonnées  da  point  d'intersection  dé  den;s  génératrictt. 
voisines  sont 

,^nui  ma*  *" 

la  droite  n<»rmale  à  la  génératrice  primitive,  et  passant ^^ 
point  a/,y,  a  pour  équation  '  ^ 

ma*  1/         ma\ 

Si  dans  cette  dernière  équation  ir  on  remplace  4  J/^, 
a+h;  S^'on  développe;  3*"  on  cherche  llnlersection  4^ 
deux  normales,  on  a  les  coordonnées  du  point  dlnter- 
section 

3ma*  +  2i» 


j:  =  - 


^  =  - 


4 
si  on  élimine  a  entre  ces  deux  dernières  équations»  on  a 


=(—:)■ 


16 

Cette  dernière  équation  est  celle  de  la  dévdoppée.  Sf  oà 

transporte  Taxe  des  x  parallèlement  à  lui-même,  en  poisM- 

m  •'  '^^■*' 

j^  —  ~  =jK,  on  obtient  la  forme  connue  de  la  développée,  , -, 

Les  coordonnées  x',y;  x,y  d'an  point  de  la  parabole  «Dl» . 
point  correspondant  de  la  développée  sont  '^ 
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,      ma  ma} 

ma^  3ma'  +  2m 

•^  =  -r      •>■= — r— • 

désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  oacolatear,  on  a 

„,      fma  ,  ma}\   ,    /ma'      (3/«a'+2>»V 
'^  =\T+—)  +  VT 4 ;  ' 

A 

Sobstituantpoar  a  sa  valeur  déduite  de  Tune  des  expressions 
en  or'  ou  en  y,  on  aura  le  rayon  du  cercle  osculateur  en 
fonction  de  Tabscisseou  de  l'ordonnée  du  point  de  la  courbe. 
Ptor  obtenir  ce  rayon  en  fonction  de  y,  on  remplacera  a* 

4y 

par  l'expression  -^,  et  on  aura 


RV 


4m 


CONDITION  DE  REALITE 

des  racines  de  ré^JuUioti  complète  du  troisième  degré. 


profeMeur. 

Problème.  Chercher  la  relation  des  coefficients  de  Téqua- 
tkm  x^  +px* +qx+r=.0,  pour  que  ses  trois  racines  soient 
(«eUes. 

SeltUiùn.  En  faisant  usage  du  théorème  de  M.  Sturm,  on 
obtient  1^  polynômes  suirants  : 
(1)  X=a:^+px^'\'qx  +  r 

(3)  X'  =  (2p'^^q)x  +  (pq'^9r) 

(«)  X'"=— 4/iV+;iy  —  4^*+18/i^r— 27/^. 

Âim.DBliATinlM  UI.  1^ 


■■^^TT:?^ 


■A 


Foor  qae  toutes  leg  racinei  soiestrédlef,  0  foot  et  A 
suffit  qu'en  attribuant  à  or  des  valeurs  très-grandes  néga- 
tives ,  ces  quatre  polyntaies  ne  présentent  qm  des  TariatiOBi 
(eordbire  du  théorème  de  M.  Sturm).  Or  le 
négatif  et  le  second  ikNitir,  il  est  donc  aéosisrfrrf^ 
que  le  troisième  soit  négatif  et  le  quatritee  jpôillir^  e^eiH^ 
dire  que  Ton  ait  ^' 

ainsi  que  —  hf^r  +  p^—  V+  ^%^'*—  ^^  >  0; 

oiftUeil  .'    !.?:.--     iii'yiUiiA}\fHfUl^'^] 

Telles ipotleffeottdiiiMisdMrdiées.  '  vjM;i;i.tfi^ 

Diêcusiion.  Pour  satoir  si  le  oaleMl  ^lelWiiiaBt'ésfeki 
ne  peut  pas  se  simplifier,  et  par  suite  si  Jea  coadiUons  ci- 
dessus  ne  peuvent  pas  être  exprimées  ]^us,  stmplemeiit  ^  f^ 
sons  disparaître  le  second  terme  de  Téquation  propoaéei 

x^'^px*  +  qx  -f»  r  =  0  ; 
posant  x^y — -p  et  substituant,  on  arrivée  l'éqoatlen 

o 

équation  de  la  forme 
en  posant 

a. If^q 

Appliquant  à  Téquation  (m)  les  mêmes  calculs  fu'i  la  pnn- 
posée ,  et  observant  que  Ton  a  /i=sO ,  g^a^  rssb,  on  d^ 
lient  la  suite  des  polyuûmes  -^     ^ 
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y^  +  ay-^b 

«el  pour  que  les  valeurs  de^  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit 
-qa'eu  attribuant  à  ^  des  valeurs  très-grandes  négatives ,  les 
qaatre  polynômes  ne  présentent  que  des  variations  de  signe. 
Or  le  premier  sera  négatif ,  le  second  sera  positif  ;  le  troi- 
sième doit  donc  être  négatif ,  ce  qui  exige  la  condition  ^  <I0, 
elle  quatrième  doit  être  positif ,  ce  qui  exige  la  condition 

27/^   4 

a? 
Or  cette  condition  exigeant  que  —  —-  soit  positif,   ren- 

ferme  implicitement  la  condition  de  a  <C  0  j  si  donc  la  pre- 
mière condition  est  une  conséquence  de  la  seconde ,  la  seule 
et  unique  condition  de  réalité  des  trois  racines  sera  exprimée 

par 

—  ia^  — 276'>0, 
ou 

4a5  +  27A'<0, 
ou 

^a?       b^ 
27    ^T' 

ou,  remplaçant  aei  h  par  leurs  valeurs, 


27 


•> 


Cette  condition  et  la  condition  a  <  0  ou  - /»'  >  ç ,  qui  y 
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est  implicitement  renfermée ,  doivent  être  identiques  afec 
celles  que  nous  avions  trouvées  primitivement,  savoir  : 

et  pour  qu'il  n'y  ait  aucune  contradiction  entre  les  deux  cal- 
culs, il  faut  que  la  condition/?'— 3^ >0  soit  une  consé- 
quence de  la  condition 

—^p^r+pY  +  iSpqr^^q^-^27t'>0y 

chose  qui  nous  est  enseignée  par  le  second  calcul  et  qui ,  de 
plus,  va  nous  mettre  sur  la  voie  pour  nous  faire  trouver  que 
la  première  condition  est  une  conséquence  de  la  seconde; 
à  cet  effet,  retranchons  vingt-sept  fois  le  second  polynôme 
de  quatre  fois  le  cube  du  premier,  nous  aurons 

V—  36/7*^  + 108/iV-f81/iV—  486/?^r +729/^. 

Le  second  calcul  nous  avertit  que  ce  polynôme  est  un  carré 
parfait,  et  en  effet  il  est  le  carré  du  polynôme  2p^ — 9/^+27r; 
le  reste  étant  donc  une  quantité  positive ,  il  en  résulte  qoe 
quatre  fois  le  cube  de  p*Sq  est  plus  grand  que  vingt-sept  fds 
le  second  polynôme  ;  si  donc  le  second  polynôme  est  positif 
( c'est-à-dire  si  la  seconde  condition  est  remplie) ,  quatre  fois 
le  cube  de  p^ — 3q  sera  aussi  positif,  et  par  conséquent 
/?'  —  3^>0,  c'est-à-dire  enfin  que  la  première  condition 
est  une  conséquence  de  la  seconde  ;  d'où  l'on  peut  conclure 
qu'une  seule  condition  suffit  pour  établir  la  réalité  des  trois 
racines  de  l'équation  jc^+px^+qx-tr^zO^  condition  qui  est 
exprimée  par 

—  ^p^r  +  p'q""  +  iSpqr^  ^q^  —  27r'  >  0  (?)  ? 

qui  se  réduit  à  4a'  +276'  < 0,  lorsque  l'équation  se  réduit 

Note.  Nous  rappellerons  ici  une  observation  de  Legendre , 
qu'on  peut  ainsi  généraliser  :  Etant  donnée  une  équation 
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dgèbriquc  de  degré  m ,  formons  les  produits  différents  des 
racines  deux  à  deax;  donnons .  dans  chaque  produit,  au 
premier  facteur  l'exposant  positif  entier  y,  et  au  second 
facteur  l'exposant  positif  entier  q^  \  désig^nons  par^  la  somme 
de  ces  produits  ainsi  obtenus,  et  par  z  la  somme  de  ces  pro- 
duits, en  changeant/?'  en  y',  et  vice  versé-,  y+z  et  yz  sont 
des  fonctions  symétriques  des  racines  ;  on  peut  donc  les  ob- 
tenir en  fonctions  entières  des  coefficients  de  Véquation , 
et  par  conséquent  (^—z)'  ={y+zy — 4j^z  peut  aussi  s'ex- 
primer en  fonctions  des  mémos  coefficients  :  si  cette  fonction 
est  négative,  Féquation  a  des  racines  imaginaires,  et  si  cette 
fonction  n'est  pas  un  carré  parfait,  Téquation  ne  peut  avoir 
toutes  ses  racines  irrationnelles  ;  si  m  =  3 ,  /?'  =  2 ,  ^'  =  1 , 
alors  {y  — z)*  est  la  fonction  (P)  de  M.  Tarnier.  Il  faut  re- 
marquer qu'une  telle  condition  est  suffisante  pour  l'équation 
du  troisième  degré ,  mais  non  pas  pour  les  équations  de  de- 
gré supérieur.  (  roir  1. 1 ,  p.  151  et  513.  )  Tm. 


NOTE  SUR  LES  MAXIM  A  D'UN  PRODUIT. 

PAR  M.  AUGUSTE  DEZJkBéRéSRS, 

professeur,  licencié  es  sciences  physiques  et  mathéinaliques. 


Décomposer  un  nombre  a  en  parties  telles  que  le  produit 
de  puissances  positives  déterminées  de  ces  parties  soit  un 
maximum. 

Soient  j:,^,  z,  u  ..  ces  parties,  on  a  x-^y-{'Z']ru+..»=a, 
Or,  en  appelant  m,  w,/?,  ^,  les  exposants  des  puissances, 
iltaot  que  x'^y^'z^  ii^..,  soit  un  maximum.  Et  il  est  évi- 

dent  qu'on  y  satisfera  en  rendant  — ^n  n  p   a     ""  maxw- 

_  m    n  p*^  q^ 


i }  car  le  dénominateur  est  constant. 


Mais  on  a 
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x^yz^u!*^,.       XXX     y  y      zz     uu 
m^ii'p^q^.,,       m  m  m"*  n  n"' pp*" q  q' 


XXX  Y         V 

et  il  est  aussi  évident  que 1 1 1-  ...  +  —  +  -  -f ... 

m       m      m  n       n 

+  ;  +  ;■*  ••■+^  +  ^  +  -  =  "^+T+7  +  7  + 

P      P  9       ^  m         n        p        q 

...  =  jc-j-j^-j-z-j-a-f-...  =ra.  C'est  donc  comme  si  OD  pro- 
posait de  décomposer  a  en  w-f  +  /'-f-^+-- facteuw 

X     X      y    y       z     z       u     u  ,     .    ,  ... 

—  .  —  ...-.-...-.  -...-.-...,  dont  le  produit  soit 
mm       n     n       p    f       ^9. 
maximum ,  et  Ton  sait  qu'il  faut ,  pour  cela,  que  tous  les 

.        .  ^        oc      y       z       u 

facteurs  soient  égaux  j  on  a  donc  —  =  -=:-=  -...  pour 

m       n       p        q       ^ 

les  équations  qui ,  conjointement  avec  X'\-y-\'Z-\-u.„ = a, 

serviront  à  trouver  les  valeurs  de  j:,  j^,  z,  it ...  qui  rendent 

le  produit  maximum  ;  il  y  a  autant  d'équations  que  dlncon" 

nues ,  et  Ton  a 

am 


an 


rendrait  x  "^y  ""z  ^  u  "^ .,.  =  _m  n^p   q —  minimum. 


m  -j-  n  -\-p  -}-... 
z  =z  etc. 
On  voit  en  même  temps  que,  par  le  même  procédé,  oi 

1 

11  en  serait  de  même  pour 

m     n^    p     q  m'   y  n'y         p'    /        (f  y 

x^  y"  s"'  J=  y  jcyy'S/  z-y  u"-, 

car  élevant  à  la  m' n! p  <7'...'^™e  puissance,  on  aura 
jcmn'p'(f  ynm'p'q'  zP^''^'^  u^^^'^'p'  \  et  sî  cc  produit  cst  max 
mum ,  il  en  sera  de  même  de  l'autre.  Donc  il  suffit  de  pose 

X  r  2;  u 

— 7-7-7  =  — rr-  =  — r-r-r  =  — tt"  =  •  •>  ou  divisai 
mnpq         nm  p  q         pmnq         qmnp 

.  ,  .  ,      ^      y      z     u 

par  m  n  p  q  .., =  -  =  —  =  —  ... 

.  ..,    V  ..  ^  ^ 


/m\       n       p_ 
\m')       n'      j}' 


1 


I 


Enfin ,  on  rendra  par  le  même  procédé  » 


X  ^ y  ^ z  ^*u   ^...  Dn minimum. 

Cette  question  est  ainsi  démontrée  par  Talgébre  élémen- 
taire, (f^otr  t.  II ,  p.  417). 


THÉORÈMES  STATIQUES 

SUR  LES  POLYGONES  ET  LES  POLYÈDRES. 

PAR  M.  HUBT, 

régent  au  collège  de  Pamieré. 

Si  plusieurs  farces  sont  représentées  par  les  côtés  d*un  poly- 
gone plan  ou  gauche^  en  grandeur  et  en  direction^  et,  de  plusy  si 
tlles  agissent  dans  le  même  sens^  elles  seréduisefit  à  un  couple. 

Je  vais  d'abord  prouver  que  ce  théorème  est  vrai  poar  le 
triangle ,  et  j'en  conclurai  ensuite  qu'il  a  lieu  pour  un  poly- 
gone d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 

Soit  le  triangle  A.QC  {fig,  19)  ;  P,  Q,  U  ,  les  forces  agissant 
dans  la  direction  de  ses  côtes ,  dans  le  même  sens ,  et  ayant 
poar  intensité  la  grandeur  des  côtés.  La  force  Q  appliquée 
au  point  G  peut  être  supposée  appliquée  en  B  ^  alors  elle  se 
compose  avec  la  force  P  appliquée  en  B,  et  fournit  la  ré- 
sultante BS ,  et  on  a  es  =  BD  =  AB.  Les  deux  triangles 
ABC,  CBS  sont  égaux  comme  ayant  BC  commun,  l'angle 
ABC  égale  BCS,  et  AB  ::=  CS.  Donc  BS  =  AC,  et  les  angles 
BCA ,  CBS  sont  égaux  ;  donc  la  force  BS  est  égale  à  la  force 
AR  et  lui  est  parallèle:  donc  les  trois  forces  P,  Q,  R  se  ré- 
duisent à  un  couple. 

Soit  maintenant  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de 
côtéç  ABCDEFG(^/?^.  20);  P,Q,R,S,T,  U,  V  les  forces 
qui  agissent  dans  la  direction  de  ses  côtés ,  dans  le  même 
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sens,  et  ayant  pour  intensités  les  grandeurs  de  ces  côtés.  Me- 
nons les  diagonales  AC,  AD ,  AE ,  AF,  appliquons  aux  deax 
extrémités  de  chacune  de  ces  diagonales ,  et  dans  leur  direc- 
tion deux  forces  égales  et  opposées,  dont  l'intensité  soit  égale 
en  grandeur  à  ces  diagonales,  ce  qui  ne  âiange  pas  TéUt 
du  système.  On  voit  alors  que  chaque  triangle  se  trooYe 
sollicité  comme  dans  le  cas  précédent,  que  partout  pour 
chaque  triangle  les  forces  se  réduisent  à  un  couple,  et  par 
conséquent  que  tontes  les  forces  appliquées  au  polygone  se 
réduisent  aussi  à  un  couple. 

Note.  I.  Pour  opérer  la  composition  des  couples  par  h 
méthode  des  axes ,  on  prend  un  point  quelconque  O  dans 
Fespace,  et  on  abaisse  des  perpendiculaires,  représentant  les 
axes^  sur  les  plans  des  couples,  soit  P  le  pied  d'une  de  ces 
perpendiculaires.  Supposons  un  homme  placé  sur  le  plan  da 
couple,  ayant  les  pieds  en  P  et  la  télé  en  O;  pour  repré- 
senter le  sens  du  couple,  M.  Poinsot  établit  cette  conventioD  : 
si  le  couple  tourne  de  gauche  à  droite,  on  porte  la  ligne  pro- 
portionnelle à  la  grandeur  du  couple,  sur  le  prolongement 
de  PO,  à  partir  de  0,  en  s'éloignant  du  plan  ;  et  si  le  couple 
tourne  de  droite  à  gauche ,  on  porte  la  ligne  représentant 
l'intensité  du  couple,  de  O  vers  P  -,  d'après  cette  convention, 
on  voit  que  lorsque  deux  couples  tournent  dans  le  même 
sens ,  le  couple  résultant  tourne  aussi  dans  le  même  sens ,  et 
par  conséquent ,  si  tant  de  couples  qu'on  voudra  tournent 
dans  le  même  sens ,  l'équilibre  est  impossible  ;  c'est  ce  qui  a 
lieu ,  dans  le  cas  actuel ,  en  prenant  un  des  angles  du  poly- 
gone pour  point  de  départ  des  axes  ;  on  peut  même  prendre 
pour  origine  des  axes ,  un  point  quelconque ,  situé  dans  l'in- 
térieur du  polygone^  lorsqu'il  est  plan. 

II.  Chaque  couple  est  ici  proportionnel  au  double  de 
l'aire  d'un  triangle  correspondant  ;  représentant  donc 
rintrnsilé  du  couple  par  G ,  on  a ,    d  après   la   formule 


rdative  à  la  résultante,  G'  =  4£A'  +  8£A.V  cos  A, A'; 
A,  A',  A"....,  80Dt  les  aires  des  triangles  ABC,  ACD, 
ADG ,  etc.  ;  2A'  esl  la  somme  des  carrés,  des  aires  des  trian- 
gles ,  et  zAA'cos  (A,A')  est  la  somme  qu'on  obtient ,  en  mul- 
tipliant ces  ajres  deux  à  deux  et  par  le  cosious  de  l'angle 
respectif  et  ajoutant  les  produits. 

m.  Cette  formule  exprime  aussi  ce  théorème  de  géomé- 
trie :  Dans  toutes  les  pyramides  qui  ont  pour  base  le  même  po- 
lygone, la  somme  des  aires  des  carrés  des  faces  triangulaires 
pins  le  double  de  la  somme  des  produits  de  ces  aires  prises 
deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  Tangle  respectif  des  faces  , 
est  une  quantité  constante;  et  lorsque  le  polygone  est  plan  , 
cette  quantité  constante  est  égale  au  carré  de  Faire  de  la  base. 

lY.  Pendant  le  mouvement  du  système,  le  centre  de 
moyenne  distance  des  sommets  du  polygone  reste  immobile 
[wag.  p.  241 ,  t.  II).  £n  géoéral ,  et  d'après  le  même  prin- 
cipe, si  des  mobiles,  partant  simultanément  des  sommets 
d'un  polygone,  parcourent  les  côtés,  dans  le  même  sens,  avec 
une  vitesse  uniforme  et  proportionnelle  respectivement  à 
ces  côtés ,  le  centre  de  gravité  de  ces  mobiles  reste  fixe. 
Cette  proposition  était  déjà  connue  des  anciens,  mais  pour 
le  triangle  seulemeot.  Yoici  comment  elle  est  énoncée  dans 
Pappus  (liv.  8,  prop.  2)  :  Soit  le  triangle  ABC  et  le  triangle 
inscrit  GHR  ;  G  est  entre  A  et  B  ,  H  entre  B  et  G  ;  K  entre 

A.  et  G  ;  si  Ton  a  vrr  =  tîtt  =  rï?  »  les  deux  triangles  ont 
Bu       On       AK 

même  centre  de  gravité. 

y.  Si  l'on  applique  selon  les  côtés  d'un  polyèdre  deux  forces 
égales  et  directement  opposées,  il  y  a  équilibre  ;  représen- 
tons ces  forces  respectivement  par  les  côtés  en  grandeur  et  en 
direction  ;  le  système  se  partage  en  deux  autres,  dont  chacun 
a  pour  résultante  un  couple  ;  les  deux  couples  résultants  sont 
égaux ,  ont  le  même  axe  et  tournent  en  sens  inverse  j  les 
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couples  composants  tio  sont  antres  que  les  doubles  des  aires 
des  faces  du  polyèdre  ;  si  Ton  supprime  une  face ,  alors  les 
faces  restantes  donneront  pour  résultante  un  couple  repré- 
senté par  le  double  de  Taire  de  la  face  supprimée  ;  appli* 
quant  la  formule  connue  pour  les  couples  résultants ,  on  a 
ce  théorème  général  (Garnot,  Géom,  de  poniion  ^  p.  310)  :  Le 
carré  de  Tune  quelconque  des  faces  d'un  polyèdre  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  de  toutes  les  autres  faces,  moins  le  double  de 
la  somme  des  produits  de  toutes  les  autres  faces  multipliées  deux 
à  deux ,  et  par  le  cosinus  de  Tangle  qu'elles  comprennent. 

Le  théorème  (III)  est  un  cas  particulier. 

YI.  Il  existe  un  théorème  analogue  pour  les  polygones 
{Géométrie  de  position ,  p.  308)  ;  en  général,  tout  IbécM^me 
de  statique  peut  se  transformer  en  théorème  de  géométrie. 
En  décomposant  un  système  de  forces  dont  on  connaît  l'état 
résultant,  en  d'autres  groupes  de  forces,  on  parvient  à  beau- 
coup de  théorèmes  consignés  dans  l'ouvrage  cité.      Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  7t.  (T.  II  .  p  .327.) 

PAa  m.  FAUBLB  (H.)f 

élève  en  spéciales. 


Soit  l'équation  x^'\-3pjc*-X-3qx-hr=0. 

Posons  A  =  {/p^ —  q.  Si  les  trois  racines  sont  réelles ,  elles 
sont  comprises ,  la  première  entre  — p  —  aA  et  — p —  A;  la 
deuxième  entre  — p — A  et  —/>-+•  A  j  la  troisième  entre 
~p+K  et  — />  +  2A. 

Posons  jc=y — p.  Si  Ton  substitue  cette  valeur  à  la  place 
de  X  dans  l'équation ,  la  transformée 

(1)        y'^  3  A>+  2p'^3pq  H-r=  0,  C) 

n  Celte  équalion  peut  se  mettre  sous  la  forme  (y -A)«  (jf+îA) -ai»-*- 
7p^  -  3p7  +  r— 0;  tous  les  résultats  deviennent  intuitifs.  Tm. 
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de  second  ternie.  Les  racines  de  cette  équatkm 
étenC  égales  à  celles  de  la  proposée  aug^mentées  de  /? ,  la 
qoeitioo  sera  ramenée  à  prouver  que  l'équation  en  y  aune 
ndne  comprise  entre  —  2A  et  —A,  la  deuxième  entre 
—A  et  +  A  y  et  la  troisième  entre  +  A  et  4-2A  ,  en  sup- 
posant d'abord  que  toutes  les  racines  soient  réelles. 

Pour  démontrer  qu'il  y  a  une  racine  entre  —2 A  et  —  A  , 
il  suffit  de  faire  voir  que  si  Ton  substitue  ces  quantités  à  la 
)daoe  de  ^  dans  Téquation  (!)  y  on  obtient  deux  résultats  de 
Ngnea  contraires. 

Or,  en  égalant  a  zéro  la  dérivée  du  premier  membre  de 
Véquation  on  a  • 

j^'— A'  =  0,  d'où  r=±A. 
Si  les  racines  sont  réelles ,  celles  de  la  dérivée  le  sont 
aussi  ;  donc  A'  est  une  quantité  positive.  Le  scc(jnd  terme  de 
Téquation  est  donc  négatif ,  quant  au  dernier  il  peut  être  po- 
sitif ou  négatif.  Supposons-le  d'abord  positif.  D'après  le  théo- 
rème de  Rolle  ,  il  y  a  une  racine  entre  +  A  et  —  A  ;  or 
—  A  donne  pour  résultat  2A3+2p^— 3/?^-f  r,  quantité 
positive;  donc  +A  donne  un  résultat  négatif. 

Effectuons  la  substitution  de  —  A  et  de  —  2  A 
pour,;'^= — A ,  on  a  pour  résultat  2A3-|-2;?^ — 3;?^+  ^ 
^=~2A  «  -~2A^+2/?^— 3/;<7  +  2. 

Le  premier  résultat  est  positif  ;  je  dis  que  le  deuxième  est 
négatif.  Si  dans  l'équation  on  fait  ^  =  0,  on  obtient  un  ré- 
sultat positif,  ainsi  que  pour  ^  =  oo.  Mais  comme  l'équa- 
tion a  deux  racines  positives  ,  puisque  son  premier  membre 
offi-e  deux  variations ,  et  que  toutes  ses  racines  sont  réelles  i 
OQ  est  certain  eu  vertu  du  théorème  de  Rolle ,  que  si  Ton 
substitue  la  racine  positive  -}-  A  de  la  dérivée  dans  l'cqua- 
fion ,  on  doit  obtenir  un  résultat  négatif.  Faisant  la  substi-^ 

tulton ,  on  trouve 

— 2A3  +  2/?»  —  3/;(7  +  2  <  0. 
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Donc  entre^- =— Aet^  =— 2A,  ilya  une  racine  deréqoa- 
lion.  Comme  -|- Aet  ~  A ,  ont  aussi  donné  des  résultats  de 
signes  contraires ,  il  y  a  une  racine  entre  +  A  et  — A. 

Si  l'on  fait  ^  =  +  2A  ,  on  obtient  un  résultat  négatif  ;  par 
conséquent  entre  -^-A  et  -}-2A,  il  y  a  une  radne  de  h 
transformée. 

Si  réquation  avait  son  dernier  terme  négatif,  on  chan- 
gerait jr  en  — ^,  et  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes, 
on  obtiendrait  une  équation  dans  laquelle  le  second  terme 
est  négatif  et  le  dernier  positif;  on  pourra  donc  en  tirer  les 
mêmes  conséquences  que  précédemment. 

Si  réquation  n'a  qu'une  racine  réelle ,  la  dérivée  a  ses  ra- 
cines imaginaires.  Par  conséquent  la  racine  réelle  de  réqna- 
lion  ne  peut  être  comprise  entre  les  quantités  imaginaires 
-2A  et  +2A. 


SOLUTIOxX  DU  PROBLEME  42.  (Page  519,  I.  I.) 

PAR  M.  VIDAL  (J.)f 

elôvc  au  collège  de  Montpellier. 

Lieu  des  foyers  dos  paraboleâ  qui  ont  une  tangente  com- 
mune et  une  corde  commune  parallèle  à  cette  tangente. 

Soit  AH,  la  tangente  donnée  {fig.  2\\  elDiy  la  corde  com- 
mune ;  je  prendrai  pour  axe  des  .i-  une  perpendiculaire  menée 
par  lo  point  C  ,  milieu  do  DD'  sur  la  tangente,  le  lieu  cherché 
devant  évidemment  être  symétrique  par  rapport  à  cette 
droite;  et  pour  axe  des  ^>'  la  tangente  commune  AB.  Je  dé- 
signe par  a  et  b  les  coordonnées  du  point  D  ,  et  celles  du 
point  D'  seront  i/,— 6.  Par  le  point  C  je  mène  une  droite 
quelconque  CE ,  cello  droite  sera  un  diamètre  d'une  des  pa- 
raboles ,  dont  le  foyer  est  un  point  du  lieu  cherché  j  la  tan- 
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gmte  AB  louchera  la  parabole  donl  CE  est  le  diamètre, 
aa  point  E  ;  par  conséquent  si  par  le  point  E ,  je  mène  GE , 
faisant  ayec  la  tangente  un  angle  égal  à  GEO,  le  foyer  de 
la  parabole  que  nous  considérons  devra  se  trouver  sur  cette 
droite.  Je  désigne  par  (jc\  y')  les  coordonnées  de  ce  foyer  F; 
il  je  prends  le  symétrique  R  de  ce  point  par  rapport  à  la  tan- 
gente ,  j'aurai  un  point  de  la  directrice  de  la  parabole  que 
nous  considérons  ;  si  par  ce  point  R ,  j'abaisse  une  perpendi- 
cnlaire  sur  le  diamètre  CE ,  j'aurai  la  directrice  elle-même  ; 
exprimant  maintenant  que  le  point  D,  est  également  distant 
du  foyer  (jc\y}  et  de  la  directrice,  j'exprime  que  DD'  est 
one  corde  de  la  parabole ,  j'obtiens  ainsi  deux  équations  de 
oonditioo  entre  (j/,  yj ,  les  quantités  connues,  et  la  variable 
qui  fixe  la  position  du  diamètre  CE  ;  en  éliminant  cette  va- 
riable ,  j'aurai  l'équation  du  lieu  cherché  ;  il  n'y  a  plus  qu'à 
exécuter  ce  que  je  viens  d'indiquer. 

L'équation  d'une  droite  quelconque  passant  par  Iç  point 
G,  est 

.r  =  /w(x— a)  (1); 

celle  de  la  droite  GE  est  par  conséquent 

La  première  équation  de  condition  sera  donc 

y='-m{x'+a).  (2) 

Les  coordonnées  du  point  symétrique  du  foyer  par  rapport  à 
la  tangente  sont  (^',— :r') ,  Téquation  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  le  diamètre  est  donc  * 

m 
ou  bien 

La  deuxième  équation  de  condition  sera  donc 


(y_ar+(y-6r=. 


1-1- m* 
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Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  m  entre  cette  équation ,  et  Vé- 
quation  (2)  ;  pour  cela  de  la  V^  on  tire  la  valeur  de  m,  onla 
porte  dans  celle  qui  est  ci-dessus ,  et  on  trouve  que  Véqu- 
tion  du  lieu  cherché  est  en  supprimant  les  accents  : 

A  la  seule  inspection  de  cette  équation ,  on  voit  que  si  on 
porte  Torigine  au  point  de  l'axe  des  x ,  symétrique  da 
point  C,  par  rapport  à  la  tangente,  elle  se  simplifiera ,  il  n'y  a 
donc  qu'à  remplacer  x,  par  x — a ,  et  il  vient  : 

Effectuant  les  calculs  et  simplifiant ,  on  trouve  finalement 
que  l'équation  du  lieu  est  : 

^ax^ + Xay^x^  4a  V—  4ay—  b^x''^  0.  (3) 

<]ette  équation  nous  montre  tout  de  suite  que  l'origine  est 
un  point  de  ]a  courbe  et  même  un  point  multiple  ,  parce 
qu'en  faisant  a:  =  Oet^=0,ona successivement  deux  va- 
leurs de  x  etdej"  qui  se  réduisent  à  zéro;  l'équation  de  la 
tangente  en  ce  point  est: 

4aV+4ay-f6V=0. 

Cette  équation  étant  formée  de  la  somme  de  trois  carrés  ,  il 
s'ensuit  qu'elle  ne  représente  ri^n  du  tout  ;  nous  en  con- 
cluons que  l'origine  est  un  point  multiple  isolé. 

Les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
Taxe  des  x  sont  données  par  l'équation  : 

^ax^—  4a'x='—  b^x''  =  0. 
Cette  équation  est  divisible  par  x^^  ce  qui  nous  donne  les 
deux  points  situés  à  l'origine  des  coordonnées  ;  en  divisant 
par  ce  facteur,  il  nous  reste 

4^7jf— .4^=— ^'==0, 
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d'où  w  j:  =  — r — • 

Gomme  yériflcatioD,  oo  peut  chercher  directement  cette 
nleor  ao  moyen  du  théorème  que  j'ai  démontré  (page  445 
da  t.  II)  ;  car  cette  valeur  est  a,  augmenté  du  quart  du  para- 
mètre de  la  parabole  dont  Taxe  principal  serait  Vaxe  des  x. 
D'après  ce  théorème  on  a , 

d'où  2»  =  —  , 

'^       a 

si  an  quart  de  cette  quantité  nous  ajoutons  a ,  nous  aurons 

-^7 — ,  comme  nous  Fayous  trouvé  ci-dessus, 
«a 

Supposons  que  le  point  H ,  qui  nous  détermine  cette 
abscisse ,  soit  compris  entre  les  deux  points  O  et  G  ;  construi- 
sons le  lieu  ;  de  l'équation  (3) ,  je  tire 

,       (y+4^g')j:^— 4ajc^ 
^  ■"  ^à(x  —  a) 

Cette  valeur  nous  conGrme  dans  ce  que  nous  avions  dit  en 
commençant,  c'est-à-dire,  que  le  lieu  est  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  des  x.  A  la  seule  inspection  de  cette  valeur, 
on  voit  que  nous  ne  pouvons  pas  donner  à  x  des  valeurs  né- 
gatives ,  parce  que  les  valeurs  correspondantes  de^  seraient 
imaginaires.  Les  valeurs  plus  petites  que  a  produisent  le 
même  efiTet ,  excepté  xssO,  qui  donne  ^'  =0,  ce  qui  nous 
fait  voir  encore  plus  clairement  que  l'origine  est  un  point 
isolé.  La  courbe  cherchée  est  donc  entièrement  à  droite  de 
l'aDcienaxedesj^. 

Le  numérateur  de  la  valeur  de  y*  nous  montre  que  nous 
ne  pouvons  pas  donner  à  x ,  des  valeurs  plus  grandes  que 
6'+4a> 


ha 


-,  pour  laquelle  on  a^  =  0,  la  ligne  HI  est  donc 
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une  liteife  de  la  courbe.  A  mesure  iàm  k  Takmr  i 
rapproche  de  a^  la  yalear  de^  augmente,  et  torafM  '■'•i^l 
cette  valeur  derlent  infinie;  la  tangente  comMUiè  ealiMi^ 
aqrmptolB  de  la  ooinbe  $  dierdunt  en  eflèt  dtafMMMm  I» 
éfuatfODs.  des  aqrmptotea^  on  iroute  cette  didle  éUJi^.. 
aeule  et  unique  asymptote.  Nous  comuÉMna  nialÉlMaitf 


.À» 
assez  de  choses  sur  cette  courbe  pour  poofolr  la  timm 

Cette  courbe  a  deux  peints  d'inflexion,  placés  qrmdiriq» 
ment  par  rappcn*!  à  Taxe  des  x.  Au  moyen  de  la  wMMI 
donnée  par  M.  Midy  (page  2Z2 ,  tome  II) ,  on  tvoHVWI 
facilemeot  la  position  de  ces  deux  points.  -t 

Si  on  Youlait  avoir  le  lieu  des  sommets  dea  mémea  parr 
boles,on  pourrait  sesarnr  de  ce  que  nous  Tenons  dé  |Mke. 
Soit  F  un  foyert  on  obtiendra  facilement  latUmcItlqn  WSi 
comme  nous  Tarons  indiqué  d-dessus  ;  eu  pâàklf^^ttÊÈÉn 
sant  une  perpendiculaire  sur  la  direcirioe  et  pMtaiÎBU«lfc 
milieu  de  SF,  on  aura  le  sommet  de  la  parabole  que  ne«i 
considérons.  En  désignant  par  x  étales  co(Hrdonnées  do 
sommet,  et  x\y  les  coordonnées  da  foyer  et  exprimant 
toutes  les  conditions  ci-dessus  indiquées,  on  arrive  aux  équa- 
tions. 

y-y=ni(x^j^),  (4) 

{x^^x^)+{y^y)*=^     '"^    //j:    ^      ^    ,     (5) 
y=-m(x'+«),  (•) 

W  -  aY+  {y—b)'  =  -! — — -; .        (7) 

1  -J-  w 

Si  on  élimine  m  entre  les  équations  (6)  et  (7),  nous  savons  à 
quoi  nous  arrivons  ;  il  n'y  aurait  plus  qu'à  déterminer  «'•/'i 
m  j  au  moyen  des  équations  (4) ,  (5) ,  (6) ,  mais  réliminatla» 
serait  très-compliquée. 

Note.  Ce  genre  de  problèmes  se  résout  d'une  manière  di- 
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recte  et  facile  par  nos  formules  générales.  Conservons  la 
même  notation  et  les  mêmes  ai^es  des  coordonnées  ;  on  a , 
pour  l'éqaation  de  la  conique, 

Aj^'+ Bjr^  + Cr'+Dr  +  Ex  +  F  ==  0  ; 
la  comque  est  une  parabole ,  donc  m  =  B*—  4AC  =  0  ;  Taxe 
des  j^  est  une  tangente,  donc  /=  D'— 4AF  =  0  j  les  deux 
points  donnés  fournissent  l'équation 

A6*4- ^(Ba  +  D)  +  Ca'+  Ea -f  F  =  0  , 
celte  équation  devant  être  satisfaite  par  +  ^  et  —  Z; ,  on  a 
doncBa  +  D  =  0  et  A6'+Cfl'+E^x+F  =  0;  faisant -  =  z, 

A. 

on  tire  de  ces  diverses  équations 

C_£      p___      .??_     ^      ^.     ^  _  «''«' 
Â""*'     A""      "**'     Â"""â""2'''    A""T"' 

A""^A        A"""         a'    À'~'^A'A"~^'Â"";r^' 

Substituant  ces  valeurs  dans  colles  de  a  et  de  p  (p.  432 , 
t.  II],  et  considérant  que  cûS7  =  0,  il  vient,  après  avoir 
di?isé,  numérateur  et  dér»jminateur,  par  A% 


23 
Eliminant  z\  entre  a  et  S,  on  en  tire  s  =  — !-—  ;  substi- 

/z  -f«a 

tuant  cette  valeur  de  z  dans  « ,  il  vient 

(a  +  a)'*[4aa  —  6']  +  4aap'=  0  ;  (1) 

remplaçant  a  par  x  —  a^  et  p  par^,  on  obtient  Féqua- 
tion  (3)  de  M.  Yidal. 

En  général,  au  moyen  de  nos  formules,  on  peut,  sans 
faire  aucune  construction  nouvelle ,  écrire  de  suite  les  équa- 
tions et  ramener  à  une  question  d'élimination  tous  les  pro- 

Aair.  Di  MATirtM.  III.  13 
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Méiiies  oA,  eoiiiiaiMHit  ipiitro  ec^ 

il  s'agit  de  déterminer  le  liea  géométrique  des  ftqfor*;* 

eentre,  des  sommets  oa  de  tout  autre  point 

leplandelaconiqoe. 

L'éqaation  (9),  Telative  am- coordonnées  dn 
donne  (p.  36,  t.  II},  ftJsantmsO, 

♦ir(f— StC*'jr)=:B*L; 
k      l      h 

sniistitnant  poor  N,  /,  /,  ^,  p,  p,  les  talears  Inntto 
ci-dessns,  on  parvient  facilement  à  ces  denz  éipsatloos  : 

a 

Éliminant  z,  oa  obtient  une  équation  entre  x  et  ^,  coif- 
données  du  sommet ,  et  qui  peut  monter  au  plus  au  Ifl^  d^ii 


QUESTION  SUR  LES  ÉQUATIONS  DERIYÉES  O, 

FAa  M.  MZaUSUX  (ÉDOVABB), 

éMve  en  spéciales  (première  place). 


Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  les4 
tiens  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  d^vées  d'un  pdy- 
nénedelaforme 

x*+P^*-'+P^— ' +P«x— +  P«, 

kUOm—n^^^  jusqu'à  la  (m— 1)«,  aient  une  radne 


M  sdUés*  Lovi»4^GrtDd.  CUsse  de  M.  Richaid,  ea  férrier  iUL 
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Quelle  est  la  forme  générale  des  polynômes  fonctiens  dex 
la  m'^M  degré  qui  jonisseni  de  cette  propriété  ? 

Bésoiube  l'éqaation  qae  l'on  obtient  m  égalant  à  léro 
l'on  de  ees  polynômes,  m  étant  égal  à  one  paissance  de  3  et 
létaDtégalàm— i. 

I. 
Posons 

fÇx)=ar+9,jr^  +  ¥.x^' +  P«^"^* +Pi. 

La  dérivée  de  ce  polynôme ,  de  l'ordre  (m  —  n) ,  étant  ié- 

f(»-»)(x)=si»»(/ii  — 1) (»-|-i)x*-f-(m— t)(w  — 2)...  , 

iiP.j:*-  +  ('«— 2){iii— 3) (j»— t)P.x"-« 

+{m^n)im—n--i) 2.1.?^, 

le  terme  général  de  ce  développement  est 

findiee/'  étant  |das  petit  qne  n. 
Si  on  suppose  n=i ,  on  aura  ainsi  la  dérivée  de  Tordre 

/(•-^i)(a:)=m(m— l)...2.x+(/»— 1)(ia— 2)...1.P. 
hMona  donc  les  équations 

/t«*-»)  (a:)=0^(«-^O(x)  ==0.  ../(*»- 2)  (x)==0^«  -  0  (x)==0. 
Considérés  relativement  ii/C«»-«»)(:r),  les  preimers  mem- 
bres des  équations  qui  suivent/(«*~«»)(x)=0  sont  les  (n— I) 
praniér^  dérivées  àdJV»^X^h  Si  doilc  on  suppose  qtf  ri 
Gdsle  une  racine  commune  aux  n  équations  précédentes ,  il 
!ésnlfe  de  la  théorie  des  racines  égales  qu'elle  sera  multiple 
lansy^**-*)(a:) ,  et  que  son  degré  de  multiplicité  sera  égal  à 
t;  Manieurs  eetteracine  sera  facile  à  obtenir,  car/(«»-Ox=0 
tant  da  premier  degré,  on  en  tire  immé^atement 

m 
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étant  du  degré  n  et  conteaâol  le  biDômc  x4--" 

*  -  m 

à  la  paissaiiœ  n,  sera  donc  égal  à  r  jr-|-— j  ,  à  qd  facteur 

numérique  près»  facteur  numérique  qui  n'est  autre  que  h 
coefficient  de  x*  dansyf>*-'*^(ar),  DÎTisant  celte  foDctioii  par 
ffi(ffi^l) ,..  (rt+i),  on  aura 


n(it— i)  n(n-i)in^%) 


P.    n-.  ,  n(n-i)fVX 


P^'^i 


•=('+S)"-+4-+^^'(^P+ 


«(^-i)[«-2)/F.y^^,^ 


1.2.3 

Les  coefficienlÂ  des  inccs  île  ar  dans  tes  de 

nombres  deTant  être  eg^uji ,  un  a  les  identité 

«f«~l)  p^n(i»— i)/PY 


m  (m  —  I) 


12 


©•• 


w(n— l)(i»-2)       _  n(n  — 1)(ii  — 2)  /PA». 


«•(m— i)(i»— 8)"'  1.8.3  V"»/ 


P.= 


la  premî^e  moolre  que  P.  reste  indétermmé  ;  mais  des 
SDivaiites  on  tire  P.,  P., P»  en  fonetioiis  de  P.  : 


P.= 


m(m— 1)/P.Y 


1.8 


Q)'. 


P. 


_  w(w— i)(w— a)/p.Y 


1.8.3 


(S)> 


Tdks  sont  les  (n—1)  conditions 


II. 


Le  poiyntaie  proposé  est  de  b  fbme 
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m(m-l)(m^2)  /PA'  ^,  , 
^              1.2.3  \mj  ^ 

m(i»— 1) (in—n  +  l)/?,' 


©"""^  + 


1.2 n 

c'est-à-dire  qoe  les  (n-|-  1)  premiers  termes  sont  égaux  aux 
(/i-j-l)  premiers  termes  du  développement  de  la  puissance 


.de(x  +  ^). 


III. 


Si  on  suppose  n=  m  —  1 ,  d*oà  m  —  /i  =  1 ,  le  polynôme 
égalé  à  zéro  devient 

^  ,         P.    ^_.  ,  m(m—\)  fPy   ^.  , 
'         /»  '1.2       \m/  ^ 

/P  v 
ou  encore 

équation  telle  que  si  on  fait  disparaître  le  second  terme ,  elle 
86  réduit  à  une  équation  binôme. 
La  formule  qui  en  donne  les  racines  est 


le  radical  devant  recevoir  toutes  les  déterminations  dont  il 
est  susceptible. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  est  une  puissance  de  2 ,  l'é- 
qaation  se  résout  par  une  suite  d'extractions  de  racines 
carrées. 


SUR  LES  ENVELOPPES  D'UNE  DROITE, 

inêcrUe  dam  un  angle  renHUgne  et  €ùmèqumC€s  ptnuf  bi 
courte»  m  généraL 


1,  Prenaut  le»  côté»  d'uu  angle  reetiU^oe  pour  axes  ooor- ] 
doimàs ,  écrivuiis  la»  quatre  équations  -. 

Dtf+à'D*f  =  0{4). 

Li  preoifère  équation  est  cetle  d'oue  droite  mobile  ;  la  se- 
conde èqualian  esl  uoe  relaliou  doQuèe  entre  les  segments 
foriui^s  sur  le^  aies  pr  ta  droite  «nubile^  la  iFoisième  éqoar 
Ibn  m  la  tk^rivi^  de  (t)  »  en  r^fardant  x,^  cocume  coq- 
ilnittf^^  a  ffmituc  variable  indèfM*iidante ,  et  1/  e^  la  fooetioD 
prime  do  /u  *tmsidére<*  comme  fouctioD  de  a»  Téqtiatiou  (4) 
ç*t  dt^riviSe  de  Tc^aatlon  (à) ,  Dw?  désîfiie  la  dérîTée  de  f (a,  é) 
pri^'  tii«r  rapport  à  a;  Dif  la  dérirée  de  f(^i),  prise  pit 
rapi^irt  à  è.  —  Gvk  piw ,  diminant  <t,  ^t  i^  «oti^  cxs  quatre 
^u4itiom  «  on  obii0Qt  une  rçkUoD  entre  x  el^,  qui  e&i 
1  i^iuatiim  dt"  Tmvi'loiipc  de  la  droite  otobile.  (Focr,  pcMir  b 
IMorte,  la  Ni>ie  ili>  M.  Cottard,  1. 1,  pg.  WtJ 

IL  Si  t  «SI  «M  fonction  rigOirit^R  fJÉBère  éi  éBgté  m , 
<^l^  |Ml  se  nMIre  aons  la  fonne  P«+ ^  .  I -I- Ffli^s -f- ••.. 
^  P,^P,^0,>A  P«  éès^ne  t  fonction  iMiutnp  *i 
wilf^'  in  ^  ^n^^i  nnp^  fonction  noBfijQMnnnQgrt  na— >i^ct 
«iMié»$wll«««teteM  y  «Bh^  tes  Iti ilTi II  m  €t  W,  i 
viMit,«^^«IkriP»jrfiiiF+MNfr  t^;  FciMiM  (9  est 

*ro«N»l  Ah|ff«'v  iHMnvMnM  4«i««è  i;  <t  jr,  jr  Ml  é 


premier  degré  dans  ces  équalion»  ;  donc  ré^oaiion  finale  en 
<r,/ ne  peut  déliasser  le  degré  â/n'. 

III.  Soit  ç(a,6)  =  ûp  +  &^  —  r=  0  (2)  i  p,  j,  r  sont  des 
constantes  données  ;  on  a  Da<p  =  Z'  ;  D»?  =  ?  ;  ainsi  Féqua- 
tai (5)  derient  qy  •\'ap=zpx'\'bq\  éliminant  a,  b  entre 
celte  étfiiatîon  et  les  deux  équations  (I)  et  (2),  il  vient 

{qy  -^-pxf  —  2qfy  -—^rx -{- r"  =  0; 

^oation  d'une  parabole  qui  touche  Taxe  des  x,  au  point  où 

r  r 

j:  =  —  ;  et  Taxe  des  y,  au  point  où  ^  =  -  {*). 

lY.  Éliminant  b  entre  les  équation  (1)  et  (2)  et  entre  (2) 
et  (5) ,  on  obtient 

aqy^  +  x^r-^ap)  =:a{r—ap)  ;  qy  —px  =  r  —  2ap  ^ 

d'oJtroD  tfipe  jc  ==  — ^  ;  r  =  — ^  ;  coordonnées  du  pomt  de 
r  r 

eontact  sur  la  droite  mobile.  Soit  M  ce  point  de  contact  ;  A  et  B 

lep  points  où  la  droite  mobile  coupe  les  axes  des  or  et  des  ^  ; 

etOrorlgiDe}onauraOP=2!£-,  PM=  ^;  P  est  le 

pied  àft  l'ordonnée  du  pc^nt  M  \ 

j,  .      AT%  à*p       abq       AP      AM      bq 

d'où    AP  =  a r  =  _l;         =       =-^; 

r  r         OP      MB      ap 

de  là  résulte  cette  construction  :  Sur  AB,  construisez  le 
triangle  ABC,  tel  qu'on  ait  AC  2=  6^  ;  BC  =  a/?,  le  poiot 
où  la  bisseetrice  de  l'angle  C  rencontre  lec61é  AB  est  le  point 
de  eontad  M  de  la  droite  mobile  avec  son  envelq)pe. 

Skp  =  9  =  1,  la  figure  OAGB  est  un  parallélogramme  ;  le^ 
proUôme  revient  à  partager  AB  en  deux  segments  inver- 
sement proportionnels  à  OA  et  OB. 

OlmrvaiiKm.  L'équation  (5)  renferme  le  problème  traité  au- 

O  Apollonius ,  IW.  111  y  propc  XLI. 
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tome  I,  pag.  449  ;  car  alKV  étant  le  segment  sur  Taxe  pu* 

une  seconde  droite  mobile,  Ton  aura  -r, — 7  =  — -*  «!►■ 

b' — b  p-     ^ 

port  constant. 

V.  Problème.  Sur  une  courbe  continue,  on  prend  des  ara 
de  longueur  équivalente;  trouver  sur  chaque  ccxrde  de  rmi 
quelconque  de  ces  arcs ,  le  point  où  cette  corde  touche  son 
enveloppe. 

Solution.  Le  point  cherché  est  celui  qui  divise  cette  corde 
en  deux  segments  réciproquement  proportionnels  aux  lon- 
gueurs des  tangentes  qui  passent  par  les  deux  extrémités  de 
la  corde.  Ces  longueurs  sont  comptées  depuis  les  points  de 
contact  jusqu'au  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  ;  car, 
dans  deux  positions  voisines ,  la  droite  mobile  peut  être  oon- 
sidérée  comme  terminée ,  soit  à  la  courbe ,  soit  aux  tan- 
gentes ;  et  alors  on  rentre  dans  le  problème  précédent. 

yi.  Problème.  Étant  données,  dans  le  même  plan,  deux 
courbes  continues  M  et  N  ;  mener  une  tangente  à  la  courbeNy 
de  manière  qu  elle  intercepte  un  arc  minimum  ou  maximum 
sur  la  courbe  M. 

Solution.  On  mène,  s'il  est  possible,  à  la  courbe  N  une 
tangente  qui  devienne  corde  dans  la  courbe  M,  et  telle  que  le 
point  de  contact  divise  la  corde  en  deux  segments  inversement 
proportionnels  aux  longueurs  des  tangentes  menées  par  les 
extrémités  de  la  corde  à  la  courbe  M  \  ces  longueurs  sont 
comptées  à  partir  des  extrémités  de  la  corde  jusqu'au  point 
de  rencontre  des  deux  tangentes.  £n  effet,  dans  une  position 
inûniment  voisine,  la  corde  intercepte  encore  un  arc  de 
même  longueur  {voir  Prob.  précédent)  ;  donc  la  difiërentiellc 
de  l'arc  est  nulle,  donc ,  etc. 

Si  la  courbe  M  est  fermée,  il  y  a  deux  arcs  sous-tondus  par 
la  corde  ;  et  nécessairement  Tun  est  un  minimum,  et  l'autre, 
un  maximum;  si  la  courbe  est  ouverte»  alors  la  partie 
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ouYerte  est  loujoors  un  maximum,  et  par  conséquent  la 
partie  fermée,  un  minimum  f). 

Corollaire  I.  Un  angle  étant  circonscrit  à  une  courbe,  si 
00  partage  la  corde  de  contact  en  deux  segments  additifs , 
iQYersement  proportionnels  aux  côtés  de  l'angle  ;  de  toutes 
les  cordes  qui  passent  par  le  point  de  division ,  c'est  la  corde 
de  contact  qui  intercepte  un  arc  minimum. 

Corail.  II.  M.  Bonnet  a  démontré  (pag.  68)  que,  si  la 
courbe  M  est  une  parabole  ,  et  la  courbe  N  sa  développée  ; 
le  point  de  contact  sur  N ,  le  même  que  le  centre  de  cour- 
bure, divise  la  normale  en  deux  segments,  dontTun,  le 
rayon  de  courbure ,  est  représenté  par  2 ,  et  l'autre  seg- 
ment par  i  ;  donc  les  tangentes  menées  par  les  extrémités 
de  la  corde,  sont  dans  le  même  rapport. 

Corail,  III.  Dans  les  coniques,  la  corde  qui  passe  par  un 
point  donné  et  intercepte  un  arc  minimum ,  n*est  jamais  la 
corde  conjuguée  au  diamètre  qui  passe  par  ce  point  j  à  moins 
qae  le  point  ne  se  trouve  sur  un  axe  principal. 

VIL  Soit       ff  {a,  b)  =  nab  -i'pb  +  qa—r=0  {2)  i 
ay->r  bx  =  ab  (1)  ;  Dj^p  =^na-\-p 
Da<p  =  71^  +  ^  ; 
Téquation  (5)  devient  a{ny  -^  q)  —  b[nx  +p)  =qx  — py  ., 
éliminant  ab ,  entre  (1)  et  (2) ,  on  obtient 

^(«r  +  ^)  +  H^'X  +p)  =  r  ; 

de  ces  deux  équations  Ton  tire 

^_  r^qx—py     ^_r+7y  — gJ: 

2(/ir  +  î)     '  2(nx+p) 

Substituant  ces  valeurs,  dans  Téquation  (1) ,  on  obtient,  toute 

réduction  faite, 

{qx  — pyf  —  ^nrxy  —  2pry  —  2rqx  -f  r'  =  0. 

Cette  équation  est  celle  d*une  hyperbole,  touchant  Taxe  des 

r  r 

y  au  point  j^  =  —  ;  et  Taxe  des  x  au  point  x=  —, 
P  1 

(*}  Si  les  deux  courbes  ont  une  tangente  commune ,  elle  résout  le  problème. 


VIIL  On  a  j(an  +/^)  -^  xibn-h  q)  =  ùp  —  a^j 
an^  +  bnx  =-  r^aq  —  ùp; 

d  OU  Ton  déduit  x  =  - — -^  ;  y  = j^  \ 

Dées  du  point  do  coulact  sur  la  droite  mobilG. 

lX,Si/i==y  ^  0,  réquati(m  de  la  courbe  devient  œy  ^  —  \ 

£1     b 
H  les  coordonoéas  du  point  de  cootacl  sont  ^  i  -  ;  donc  u 

est  alors  au  milieu  de  la  droite  nterceptéej  propriété  très* 
txmnuede  l'hyperbole  entre  ses  asymptotes^  et  ab  est  pro- 
portionnel à  Taire  du  triangle  formé  par  la  droite  mobile  ci 
les  droites  fixes  C*)* 

X.  ProbUme^  Sur  nue  courbe  continue  on  prend  des  ^' 
menls  d'aires  équivalentes  ;  trouver  sur  chaque  corde  le 
point  de  contact  ^  avec  Tenveloppe  de  cette  corde. 

Soluiion,  Le  point  de  contact  est  au  milieu  de  la  corde. 
IVléme  raisonnement  que  pour  le  problème  V, 

XI.  Problème.  Etant  données  deux  courbes ,  désignées  par 
M  et  N ,  mener  une  tangente  à  la  courbe  N ,  tdSe  qi^elle 
intercepte,  dans  la  courbe  M ,  un  segment  d^une  aire  mi- 
nima  ou  maiiima. 

Solution.  On  mène  la  tangente  de  manière  que  le  point 
de  contact  soit  au  milieu  de  la  corde  qu'elle  forme  dans  la 
courbe  M. 

Corollaire,  l.  Ami  de  toutes  les  cordes  qui  passent  par 
un  point  fixe ,  celle  qui  a  son  milieu  en  ee  point ,  retrandie 
le  segment  de  moindre  aire. 

Corollaire  II.  Les  théorèmes  énoncés  pag.  65  et  66,  appar- 
tiennent à  toutes  les  lignes  [danes  continues ,  il  sufGt  da 
prendre  pour  N  la  développée  de  M. 

XII.  (p  (a,6)  =  a'  +  ^'  +  mab-^  r  =  0.  (Foir  p.  mb , 
du  tome  I.) 

(*)  Apollonius  Jib.  m,  prop.  XLllI. 


Xin»  ProMme.  Une  corde  de  longueur  eonitaiite  étant 
inscrite  dans  une  oonrbe,  trouver  le  point  où  la  oorde  touche 
l'enveloppe. 

Solution.  Ayant  mené  par  l'extrémité  de  la  corde  deux 
normales  à  la  courbe ,  la  projection  du  point  d'intersection 
des  deux  normales  sur  la  corde,  est  le  point  de  contact  cher- 
clié.(/^o«rt.II,p.  889.) 

OlmrvQiUm.  Dans  une  ellipse,  Tenreloppe  est  une  ligne 
du  quatriteie  degré,  {^nmles  de  Gergonmù 

XIY.  Problème,  Étant  données  deux  courbes  M  et  N  dans 
nnrndme  plan  ;  mener  une  tangente  à  la  courbe  N,  de  manière 
que  la  oorde  interceptée  dans  la  courbe  M  soit  un  maximum 
ou  un  minimum. 

SoluHan.  Jl  faut  que  la  ncMrmale  à  la  courbe  N,  menée 
par  le  point  de  contact  et  les  deux  normales  à  la  courbe  M 
passant  par  les  extrémités  de  la  corde ,  se  rencontrent  en 
uo  même  point. 

Coroll.  1.  De  toutes  les  cordes  qui  passent  par  un  point 
donné,  la  corde  maxima  ou  miuilQa  est  celle  où  la  perpen- 
diculaire à  la  corde  passant  P9^  ce  point ,  et  les  deux  nor- 
males menées  par  les  extrémités  de  la  corde ,  conyergent 
vers  le  même  point. 

Coroll.  II.  Si  la  corde  est  elle-même  normale  en  une  de 
ses  extrémités ,  il  faut  aussi  qu'elle  soit  normale  par  l'autre 
extrémité  ;  alors  elle  est  une  corde  maxima  ou  minima. 

Si  le  point  donné  est  sur  la  courbe ,  il  faudra  de  ce  point 
mener  une  normale ,  à  une  autre  partie  de  la  courbe. 

Observation,  Il  est  inutile  d'avertir  que  chaque  question 
peut  admettre  plusieurs  solutions^  et  qu'il  y  a  lieu  à  des 
maxima  maximorum  y  etc. 

Toutes  ces  questions  ont  été  résolues  à  l'aide  du  calcul 
différentiel ,  par  M.  Magnus.  {r.  Gergonne,  t.  XVI ,  p.  80.) 

Ces  diverses  solutions  ne  se  rapportent  qu'aux  points  où 
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la  courbe  a  son  cours  ordinaire ,  et  sont  susceptibles  de  mo- 
difications dans  les  points  dits  iinguliers, 

Xy .  Toutes  les  fois  qu'on  a 

y  (a,6)  =  ^ab*  +  2k' ba*  —  Ib*  +  2nab  —  fa»  —  m  =  0 , 

renyeloppe  de  la  droite  ax-h  by  =  ab  est  une  conique 
{voir  tom.  II ,  p.  110^  corol.  2)  ;  il  suffit  de  remplacer  <<  et  c 

f   ,     f     k    k     l      n     r 
par  — ^et—  —  ,•  —,—,—,—,—,  sont  cinq  rapports 
■^  b  a     m    m      m    m     m  -^      trr 

donnés;  les  identités  (tom.  I,  p.  490)  font  connaître  les  cinq 

B     C     D    E    F      ,„      ,      ,  ,  ^   ^.      , 

rapports --9  T»  T'  T»  x»  ®'^^P^^®^  ^'''"®"*P®™ 

A       A      A      A      A 

da  signe  de  l'expression  soivante  .- 

2nkk'+r'+lk"  +  lk'       n'  —  W 

Tm. 


THÉORÈMES 

DE  DESCARTES,  DE  ROLLE,  DE  BUDAN  ET  FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduits  d'un  seul  principe. 


M.  Tabbé  Moigno,  savant  disciple,  lumineux  interprète 
de  M.  Gauchy ,  dans  un  mémoire  inséré  au  Journal  de  Liou- 
ville  (*),  établit,  d'après  Tillustre  géomètre  (**),  un  théo- 
rème fondamental  d'où  découlent  tous  ceux  que  nous  yenoDS 
de  dénommer.  Nous  allons  essayer  d'approprier  cet  excellent 
travail  à  notre  recueil. 

1 .  Définition  I.  La  racine  d'un  polynôme  entier  est  une 


C)  Tome  V.  page  75,  I840. 

(**)  Journal  de  rÉcoie  polytechnique,  cahier  XXV,  page  176, 1837. 


expressioo  ou  un  nombre  qui ,  substitués  dans  le  polyndme, 
à  la  place  de  la  variable ,  le  rendent  égal  à  zéro. 

DéfimMon  IL  Deux  termes  ou  deux  résultats  consécu- 

lib  de  même  signe  forment  une  permanence  ;  +  +, ; 

deux  termes  ou  deux  résultats  de  signes  différents  forment 
une  yariation  ascendante ,  lorsqu'on  passe  du  négatif  au  po- 
sitif, — +  ;  et  une  variation  descendante ,  en  allant  du  positif 
au  négatif ,  -| — .  Cette  distinction  entre  les  deux  espèces  de 
variations  est  de  la  plus  haute  importance  et  sert  de  base  à 
tons  les  raisonnements  qui  vont  saivre. 

2.  Lemme  I.  Dans  une  série  quelconque  de  résultats,  si  on 
représente  par  A  le  nombre  de  variations  ascendantes,  par 
Die  nombre  de  variations  descendantes,  on  a 

1"  lorsque  les  termes  extr.  forment  une  perman.  A— D=0. 
2*  id.  variât,  ascend.  A — D=+l , 

3°  id.  var.    descend.  A — ^Ds=: — 1. 

Démonstration.  N'ayant  égard  qu'aux  signes  des  résultats 
extrêmes ,  on  ne  peut  avoir  que  l'un  de  ces  quatre  cas  : 

+ + 

- + 

+ - 

£n  quelque  nombre  et  ordre  qu'on  insère  des  signes  entre  les 
extrêmes,  on  parvient  évidemment  à  la  conclusion  énoncée 
dans  le  lemme. 

Observation.  Nous  représenterons  dans  ce  qui  suit  la  dif- 
féroice  A  ~  D  par  la  lettre  f  ;  de  sorte  que  f  ne  peut  avoir 
qu'une  de  ces  trois  valeurs ,  0 ,  et  db  1. 

Lbmme  II.  Lorsque  la  substitution  des  valeurs  réelles  a  et 
b  dans  un  polynôme  donnent  des  résultats ,  formant  une  va- 
riation ,  il  y  a  au  moins  une  racine  du  polynôme  comprise 


—  im  - 

entre  ^i  et  ^.  La  démon&tration  est  dans  (ouâ  les  traitéa  élé^l 
menlaires. 

Lbmme  IIL  Si  dans  TinterTalle  de  a  à  6,  le  polytième 
r,(^)  cbange  m  fois  de  signe,  et  le  poljtiûme  f{x) ,  n  fok| 

dam  ce  même  iotenralle,  la  fonctioa  fractiODDalre  ^^ 

passera  au  moins  m  fois  par  zéro  et  n  fats  par  rtûGni  (*)^ 

Ce  lemme  est  une  conséquence  immédiate  do  lemmc  pré 
cèdent* 

Observation-  La  fonction  peut  passer  par  léro  et  par  Tin* 
0ni ,  sans  changer  de  siffae ,  lorsqu'il  eiiste  des  racines  mul- 
tiples en  nombre  pair. 

3,  pROBLÉuE  1.  Étant  donnée  la  fonction  fractionnai 

—i^vtroaTcr  la  valeur  de  i  (temmell)dans  Tinter  aile  deaà 

Sùluiîùn.  On  suppose  ô>  a  ^  et  Ton  fait  croître  x 

deigrés  arbitraires  depuis  ^  jusqu'à  b.  C'est  une  obseryation 

que  nous  ne  répéterons  plus  et  qu'il  faut  toujours  som-en- 

f        tendre  lorsqu'on  dit  qu'une  fonction  varie  entre  deux  limites 

données. 

cp  (a)  »  (b) 

Comparons  les  signes  de  -^^rr-  et  de  -^ir-. 

*  Si  cettecomparaison  donne  une  permanence,  akffsc=0, 
Id.  variât,  ascend.       »=-K^» 

Id.  variât,  descend,     t  =^1 . 

Cette  solution  est  fondée  sur  le  lemme  I.  Cheis  M.  Candij, 

6  est  Yindice  de  la  fonction  fractionnaire. 

4.  Lbmmk  IY.  Soient  deux  fonction»  rédpfoqnw  ^^tti 

fÇrJ 

9(X) 

-^— - }  f  a  la  même  valeur  pour  les  deux  fonctions  :  oonsé- 
quence  évidente  de  la  solution  précédente. 

(*)  On  iuppûie  quQ  le&  deux  terait^s  ne  âeriemiiaiil  pat  nuU  iimuliaiiémenL 
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5.  Repiémitoiis  par  A.  lo  aombre  de  Tariatioiis  ascen- 
dantes que  donne  la  fonction  ^ — ,  dans  rintervalle  de  a  à 

b^m  iMMsantpar  l'infini ,  et  par  A<,  le  nombre  de  ces  varia- 
tions^ en  passant  par  zéro,  de  sorte  qu'on  a  As5A(«)+A(o) 
et  de  même  D  =  D(«)  4-0(0);  donc  A— D=(A^  — D^)  + 
+  (Ao—  Do)  =  «  ;  faisant  A(o»)  —  D(o.)  =  E(«)  (*)  ;  A(o)  — 
—  D(o)  =  E(o) ,  il  vient  E«+  E(o)  =  •. 
On  aura  de  même  pour  la  fonction  réciproque  -~~t* 

F(«)+F(o)  =  t;  il  est  évident  qu'on  a  £'(«)=:  E(o)  et 
E'co)=E(«> 

Donc  £(«) + E(«)  =  ff  \  E(o)  +  E(o)  =^  f ,  équations  fonda- 
mentales. Nous  verrons  que  Ton  n'a  besoin  que  de  la  pre- 
mière, et  nous  supprimerons  l'indice  oo ,  mais  qu'il  faudra  tou- 
jours sous-entendre  ;  ainsi  la  première  équation  peut  s'écrire 

£  +  ^=1.  (1) 

La  quantité  E  est  désignée  sous  le  nom  d'excès  ;  et  nous 
appdferoDS  c  Vexcés  total.  L'équation  (1)  peut  s'énoncer 
ainsi  :  Vexeis  total  d'une  fonction  fractionnaire  est  égal  à 
Vexeês  de  cette  fonction ,  |dm  V excès  de  la  fonction  réci- 
proque et  sous-entendu  relativement  aux  limites  a  et  6. 

6,  De  l'équation  (1)  on  tire  E  =  —  E'-fc  ;  E  se  rapporte  à 

!i£  et  F  à  «^  ;  mais  si  l'on  désigne  par  E"  l'excès  relatif  à 

-ifl  on  a  évidemment  E'=  — E'  et  E  =  E"  +  s;  ou 
bien  E  =  E'  +  e;  (2) 

F  ccnrespond  maintenant  à  —  ^ — 

7.  LzMiiB  y.  Si»  dans  la  fonction  fractionnaire  -^ ,  le  de- 
gré  du  dénominateur  (p(x)  étant  inférieur  au  degré  du  numé- 

*  E«  est  Vindke  intégral  de  M.  Caacby. 
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ratear,  on  effectue ,  autant  que  possible,  la  division  ;  Vexeè 
relatif  au  reste  divisé  par  le  dénominateur  est  égal  à  Yexci$ 
de  la  fonction  fractionnaire. 
Démonstration,  Soit  Q  le  quotient  et  R  le  reste  i  on  a 

ridentité  ^T— =  Q  H -.  Les  deux  fractions  deviennent 

ff[x)  ff[a:) 

toujours  infinies  ensemble  ;  et  pour  des  valeurs  voisines  de 
celles  qui  les  rendent  infinies ,  ces  deux  fractions  étant  très- 
considérables  sont  supérieures  à  la  valeur  finie  du  quotient 
entier  Q,  et  par  conséquent  sont  de  même  signe  et  produisent 
par  conséquent  des  variations  de  même  espèce. 
8.  Problémb  II.  Trouver  la  valeur  de  £  pour  la  fonction 

fractionnaire^—--  ,  correspondante  aux  limites  a  et  b. 

Solution.  Supposons  le  numérateur  d'un  degré  inférieur» 
et  faisons  sur  ces  deux  fonctions  les  opérations  du  plus  grand 
commun  diviseur.  Appelons  QiQ,^  Q,,  ....  Qm  ....  Qw-t  les 
quotients  ;  <p,( j:)  ,  (fjia:) ....  ym  (J:-) ....?»  (^)  les  restes  successirs 
pris  en  signe  contraire  ;  cpn  (.r)  est  le  dernier  diviseur  qui 
donne  le  quotient  Q(n— i)  sans  reste.  On  a  donc  les  identités 

Disposant  ces  fractions  avec  les  excès  y  relatifs  y 

- — T-V-,  En ,  «n  î  nous  avons  donc  (6) 

E  =  E.+  8, 
E,=  E.  +  e,, 

En— 2  =  En— 1  -f-  en— 2 , 
En- 1  =  —  En  -j-  «n— 1 . 
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Or,  00  sait 9  par  la  Uiémrie  da  plus  grand  commun  divi- 
seor,  que  la  dernière  fraction  est  on  un  nombre  ou  un  poly- 
nôme  entier  ;  dans  aucun  de  ces  cas ,  cette  fraction  ne  peut 
passer  par  Tinfini.  Donc  Em  =  0  ;  ajoutant  donc  toutes  ces 
équations ,  il  viont 

mab  par  le  problème  (1)  on  sait  trouver  les  valcnrs  de 
t ,  f, ,  ff, ....  :  on  connaît  donc  la  valeur  de  £. 

Pour  faciliter  ce  calcul ,  examinons  comment  on  parvient 
à  la  valeur  det(p).  Il  faut»  à  cet  effet,  comparer  les  signes 

des  fractions  MliJ    Sî+LJ  .  écrivons  donc  sur  deux  lignes 

les  suites 

?(«),  ?.(«),  T.(^),  ..-.  ?p(û),  ••••  ?n-i{û),  (p«(a);      (I) 
#),  %ià),  ?.(6),    ....  cpp(*).   .  •.  ?n-i(^),  cpn(6).        (2) 

Quand  à  une  permanence,  ou  à  une  variation  dans  la  suite 
{i)  correspond  respectivement  une  permanence  ou  une  va- 
riation dans  la  suite  (2) ,  le  f  correspondant  est  nul  ;  mais 
quand  à  une  permanence  de  la  suite  (1}  #pond  une  varia- 
tion dans  la  suite  (2) ,  le  i  correspondant  est  + 1  ;  et  dans  le 
cas  inverse,  la  valeur  de  t  est  — 1 .  SoitY le  nombre  des  varia- 
lions  et  P  le  nombre  des  permanences  de  la  suite  (1)  ;  supposons 
qu'à  f^  variations  de  cette  suite  répondent  autant  de  variations 
de  la  suite  (2) ,  et  aux  v^  restant  répondent  des  permanences  i 
de  sorte  que  V=('+p'.  Partageons  de  même  P  en  deux  parts  : 
p  permanences  auxquelles  répondent  autant  de  permanences 
dans  la  suite  (2),  eip'  permanences  auxquelles  correspondent 
des  variations  ;  ainsi  E  =  (^'  — p\  Soit  \'  le  nombre  total  des 
variations  de  la  suite  inférieure,  on  a  donc  y'  =  v-\-p' ; 
donc  Y  —  V  =  if'  — /?'  =  E.  Ainsi  E  est  égal  au  nombre  to- 
tal des  variations  de  la  suite  (1),  moins  le  nombre  total  des 
variations  de  la  suite  (2). 

Ami.  Di  Matb<m.  III.  1^ 
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Observation.  V  Dans  l'opération  du  plus  grand  commuD 
diviseur,  on  peut  éviter  les  quotients  numériques  fraction- 
naires en  multipliant  les  dividendes  par  des  nombres  conve- 
nables. 

^  Dès  qu'on  sera  arrivé  à  un  reste  (pp( x) ,  qui  ne  peut  de- 
venir nul  pour  aucune  valeur  comprise  entre  a  et  6 ,  on  peut 

arrêter  Topération.  En  effet ,  alors ,  la  fraction  ^^ — -  ne 

peut  devenir  infinie  ;  donc  £p  =  0....  et  £=1+1.+  ....r^i. 
d""  Si  une  des  fonctions  ^{a) ,  par  exemple,  est  nulle,  comme 
on  a  cpp-i(a)  =  Qcm-i)  ^p{a)  —  <p(p+i)(û) ,  les  deux  fractions 
voisines  ^p^i{a)  et  <pp+i(â)  sont  donc  de  signes  contraires, 
et  donnent  une  variation,  à  moins  que  Tune  d'elles  ne  foit 
aussi  nulle;  excluons  d'abord  ce  cas-là.  Donc,  un  instant 
avant  que  cp(;?)  s'évanouisse,  <pp-i(«)  et  <p(|H-t)(û)  consar- 
vant  leurs  signes,  formaient  aussi  une  variation,  et  quel  que 
fût  alors  le  signe  ^p{a) ,  il  n'y  avait  toujours  qu'une  varia- 
tion :  car,  quelque  signe  qu'on  introduise  entre  une  varia- 
tion ,  il  n'y  a  jamais  qu'une  variation  ;  donc  Fcvanouissement 
d'une  fonction  n'influe  pas  sur  le  nombre  des  variations.  Ve- 
nons au  cas  où  deux  fonctions  consécutives  s'évanouissent  ; 
alors  d'après  les  relations  d'identité  entre  les  fonctions, 
toutes  s'évanouissent,  et  aussi  la  première  cp(a).  Si  l'on  ad- 
met donc  que  cp(/z)  n'est  pas  nul,  jamais  deux  fractions  con- 
sécutives ne  s'évanouiront  à  la  fois. 

{La  suite  prochainement.  ) 
-  '  '  ■      ■  ■    •  — " 

QUESTION. 

83.  Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  (ixe  et  touchant 
constamment  une  conique  fixe  (ic  mémo  foyer,  le  sommet 
de  la  parabole  variable  décrit  une  conchoïde  ayant  pour  di- 
rectrice une  circonférence  sur  laquelle  se  trouve  le  pôle. 
(Limaçon  de  Pascal.)  (Chasles.) 
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PHYSIQUE— QUESTIONS  D'EXAMEN. 

(École  normale). 

Lois  du  refroidissement.  --  Loi  de  Newton.  —  Loi  de  Dulong 
et  Petit  {dans  le  vide), 

PAR  M.  BAMVqVÛ  (Al>.)i 

professeur  de  physique. 


f .  Tout  iei  corps  rayonnent  de  la  chaleur.  Si  un  corps  se 
tRNif  e  placé  dans  «ae  enceinle ,  il  enverra  de  la  chaleur  aux 
(XBfê  fmtkùuamsito  j  en  même  temps  qu'il  en  recevra  d'eux; 
et  aoimsC  qm  «a  température  sera  égale ,  supérieure  ou  in- 
férieure à  celle  de  Tcnceinte  ,  elle  restera  constante ,  s*a- 
baÎMera  ou  s'^vera  d'un  certain  nombre  de  degrés. 

2.  Si  Ton  suppose  4a  température  du  corps  supérieure  à 
œHe  4e  TeBceinte ,  son  refroidissement  pourra  être  suffi- 
MWMflnt  représenté  par  la  loi  de  Newton,  si  Tcxcés  ne  dé- 
passe pas  âO  degrés.  Daus  le  cas  contraire  »  on  est  obligé 
i'fmfiojer  la  loi  découverte  par  Dulong  et  Petit. 

Lorsqu'on  se  sert  de  la  1(m  de  Newton ,  en  appelant  A 
Texoès  de  température  au  commencement  de  l'observation,  B 
ce  mène  exeèB  au  bout  d'un  temps  ^  :  on  a  B=Am*  -,  m  re- 
présente m  certain  coefficient  qu'il  faut  déterminer,  par 
expérience ,  pour  chaque  corps  qui  se  refroidit. 

La  détemination  de  ce  coefficient ,  et  le  calcul  du  refroi- 
dissemeot ,  dés  qu'il  est  déterminé ,  ne  présentent  aucune 
diiloQllé. 

Lorsque  la  température  du  corps  au-dessus  de  l'enceinte 
est  telle  qu'il  faille  avoir  recours  à  la  loi  de  Dulong  et  Petit , 
on  se  trauve  égriement  avoir  à  déterminer  un  coefficient  m 
qui  ne  présente  pas  plus  de  difficulté  sous  le  rapport  de  Tex;- 
périence ,  mais  dont  le  calcul  est  un  peu  plus  compliqué. 
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Je  me  propose  de  dono^,  à  la  On  de  cette  acte,  kjbnMk 
qai  peat  servir  à  le  troaver  -,  formiile  qui  exprime  awi 
rabaksemeDt  de  température  d'mi  corps  au  bout  d'un  teÀfi 
qodconqQe ,  en  solvant  la  loi  do  refroidifflenient  dans  b  vide 
de  Dolong  et  Petit. 

3.  Imaginons  maintenant  qoe  le  corps  étant  à  nneoerlalae 
températore ,  on  Tienne  à  l'édiaoflbr.  II  est  érident  qM 
perdra  alors  pins  de  chaleor  qu'il  n'en  recerm  des  parois 
qui  l'environnent ,  et  que  par  conséquent  sa  tmipéntae 
s'élèvera  moins  que  s'il  avait  été  mis  k  l'abri  taU4lé4Mi 
rayonnement  propre  qœ  de  celui  de  l'^Meinte.  MéÊÊ'  a^ 
prqiosons  de  rechercher  qoeUe  température  il  aertftaHsiBt» 
s'Uavaitété  placé  dans  la  dernière conditioQqiiMMlNéin^ 
d'indiquer. 

Le  pnd>léme  à  résoudre  peut  doiic  Vénonèor  ib  k  WÊr^ 
nière  suivante:  •  /.^  '     •,• 

Un  ccMps  placé  dans  une  enceinte ,  dont  la  teùpAratÉrv 
reste  constante ,  s^échanfife.  On  demande  à  quelle  tempéra-' 
ture  ce  corps  serait  parvenu ,  s'il  n'avait  pas  perdu  de  cha- 
leur par  voie  de  rayonnement.  On  suppose  :  1«  La  loi  de 
Newton  applicable-,  2*  le  refroidissement  se  faisant  dans  le 
vide  suivant  la  loi  de  Dolong  et  Petit. 

4.  AppUcation  de  la  loi  de  Newton  C),  —  Si  on  appelleT 
l'excès  de  la  première  températore  observée  sur  cdle  de 
Tenceinte  j  T' l'excès  de  la  deuxième  température;  K  le  nom- 
bre d'unités  de  temps ,  de  minutes  par  exemple ,  que  le 
corps  emploie  pour  monter  de  T  à  TS  il  est  dahr  que 
T — T  exprimera  le  nombre  de  degrés  dont  il  se  sera  élevé 
pendant  le  temps  K. 

Or,  on  peut  supposer  sans  erreur  sensible  ,  si  K  est  asses 
petit ,  qoe  la  températore  croit  de  qoantités  consCantes  ;  et 

(*)  Neatoni  0pu8€ala,  II,  423. 


T T 

alors  — = —  représente  l'accroissement  pour  chaque  mi- 

oute. 

On  peut  également  supposer  qu'elle  passe  brusquement 
d'un  excès  à  un  autre  au  commencement  de  chaque  minute , 
et  par  suite  qu'elle  demeure  invariable  dans  toute  la  durée 
de  cette  même  minute. 

Gela  posé  s  en  représentant  par  -  la  fraction  de  l'excès  de 

température  dont  le  corps  s'abaisse  dans  chaque  minute  ; 

"S=l  —  m   [en  effet,  pour  1'  on  a  B=:Am  (2),  mais  le 

refroidiMenient  dans  une  minute,  représenté  par  -.A  est 
A—  B  =  (l — m)  A]  ;  les  pertes  successives  seront  : 

.J(t+'1ii1H±lB). 

La  perte  totale  Q  sera  la  somme  de  toutes  ces  quantités , 
formant  une  progression  arithmétique  dont   le  premier 

T— T 

terme  est  T,  la  raison  — - —  ,  et  le  nombre  de  termes  K. 


Cette  somme  sera  donc  :  Q  =  -(  âT+ 


Q=;0 


(K— l)Cr--T)\K 

K  /2' 

^.      ^      1    2KT4.{K— 1)(T  — T) 

ou  bien  Q  =  -  . -^ -i 

^      n  2 

et  en  réduisant  Q  =  -  . — . 

^      n  2 

Cette  dernière  formule  est  très-simple  à  calculer. 
Pour  une  seconda  observation  on  aurait 

^       n  2 
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Eteafman^saiTantle  nombre  d'oiMirr4Uûii»^Q4<2^4<rtr 
Qii=:G,  la  tempèratare  finale  x  cherchée  serait  «as  A:^G^ 
ri  A  désigne  la  température  finale  obserfée. 

5*  AppUcaHan de  la  loi  de Dubmg ei  PelU.  —ÈdiiÊlk'' 
sèment  dans  le  ride.  —  Ces  deux  habiles  jXKjiiàAi  m 
exprimé  leur  loi  par  la  TÏtesse  dn  refroidisiafliillt ,  éWt- 
i-dire  par  le  nombre  on  la  fkaction  de  degrés  dont  k  tasfi- 
f alwe  s'abaisse  pendant  le  temps  dioifi  pour  «nHéw  Itar 
nous  rnnité  de  temps  sera  représentée  par  la  miniite. 

En  appelant  m ,  le  coeflBcient  à  déterminer  par  eipfiiiiics^ 
a,  la  raison  delà] 
soit  la  vitesse  dn  refroidissement  quand  la 
Feneeinte  crott  en  iMxigression  arithmétique  i  Iftwlev      m 
a  été  trouTéeégaleà  1^0077  pour  tons  les  œrps; 
&,  la  température  de  l'enceinte  ; 

^        i,reioasdetempéintDrednoorpamrl'ciMtM^ 
Teiprassion  i^  de  la  Titesse  du  refroidissement  est 

>.«  mat  (a*— !)(*). 
Je  représente ,  comme  précéderomeot ,  par  T  et  T'  deux 
excès  consécutifs  observés  ;  par  K  le  nombre  de  minutes 
nécessaires  au  corps  pour  monter  de  T  c»  T.  Four  abréger 

T— T 
je  fais       '     ==  A. 

Je  suppose  encore ,  comme  tout  à  l'heure  ,  que  la  tempé^ 
rature  croit  brusquement  de  quantités  constantes. 

On  a  alors  les  deux  séries  suivantes  : 
Minutu  tueeeMiivett.  Periei  ptndani  thaque  mtmOe. 

1     ma^{a^  —  i). 

2 w««(aT+*— i). 

3     /iiû«  («T-HiA  _  1). 

k /»a«(aT+(K^i)A_l). 

{')  Ànnttlet  de  Chimie,  VII»  p.  352.  iHt. 
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La  perte  totale  Q  fera  la  somme  de  ces  quantités ,  c'est- 
à-dire    Q  =  ma^[a^{i  +û*+a«*+ ....  a(K-i)*)  —  K} . 

Um  i,  <»*,  a^ ....  aCK-i)*  forment  une  progression  géo- 
aétriqiie  croissante,  dont  le  premier  terme  est  1  et  la  rai- 
son o^. 

Par  conséquent  Q  =  ma^i — j-— K  j. 

Remplaçant  A  par  sa  valeur,  il  vient  : 

^n — ■    V 

a  K  — 1  / 

et  réduisant ,  Q  =  ma^  i 


\    tfK   _1  / 


Cette  dernière  formule  se  calcule  encore  assez  simplement.  • 
Ponr  une  seconde  observation  on  aurait  : 


Va  K  _i         / 


Par  conséquent  en  raisonnant  comme  plus  haut  on  trouve- 
rait pour  température  finale  j:  =  A-+-C.  * 

6.  Il  me  reste  maintenant  à  indiquer  comment  on  peut  dé- 
terminer le  coefficient  m  pour  un  corps  donné. 

Appelons  A,  Texcés  de  température  du  corps  sur  Tenceinte 
au  commencement  de  l'expérience  ;  B,  ce  même  excès  au  bout 
d'un  temps  K  ;  P,  le  refroidissement  pendant  le  temps  K. 
Noua  aurons  évidenunent  A  —  B  s?  P. 

Tout  se  réduit  donc  à  observer  deux  températures ,  et  à 
caleakr  la  valeur  de  P  en  fonction  de  la  vitesse  du  refroi- 
dissement. Les  températures  A  et  B  doivent  être  assez  rap- 
prochées ;  et  il  sera  bon  de  faire  plusieurs  observations. 

Or,  en  raisonnant  toujours  de  la  même  manière  ,  on  volt 
qne  Ton  aura  pour  perles  successives  i 


-MO 

....  ifia»(tfMK-i>*-.l).  .■:     ^«îîd^A 

cfesMhHHre  des  pertes  de  même  forme  que  ki  pvéUÉlÉil;^ 
Lemr  sonuiie  P  sera  donc  auri  de  mène  forme  :  k  I 
fèrenœ  oonsbte  en  ce  que  la  progwrion  géonétriftsft 
décroisMnte,  A  étant  négatir. 

Par  ooQséqaeDt ,  rabaissement  de  températmje  d'oMssil 
qnl  se  refroidit  pendant  nn  temps  K  dans  mie  caMMHlAl 
entretenue  à  une  tempèntnre  constante ,  est  rcfiéaBSilè^Iff . 
la  formule: 

*  ou  bien  9  en  substituant  et  réduisant: 
Or,  A— B  =  P;  il  suit  de  là 

B-A 

d*où  Ton  tire 


•^-B= B-iT 


m  = 


aô|aA-.aB— KVl-a  kJJ 


7.  Un  mot  seulement  pour  le  cas  où  le  refroidissement  s^o- 
pérorait  dans  un  gaz,  dans  Tair  par  exemple. 

On  sait  que  la  ritesse  du  refrddissement  est  alors  la 
somme  de  la  vitesse  du  refroidissement  dans  le  yide,  et  de 
celle  due  au  contact  seul  du  gaz. 

La  vitesse  du  refroidissement  due  au  gaz  seul  étant  repré- 
sentée par  la  formule  u  =  npU^^  dans  laquelle  n  est  un  coaf- 


âdeiit  Yariable,  p  exprime  la  force  élastiqac  de  Fair,  t  Texoès 
de tempârature  du  corps,  c=0,45  pour  Tair,  & =1,233 
poor  tous  les  corps  et  pour  tous  les  gaz ,  la  vitesse  totale  du 
refroidissenient  dans  un  gaz  sera  : 

V  =  nwfi[at —  1)  +  np^f* 
Par  une  série  de  raisonnements  analogues  aux  précédents , 
oa  arrive  pour  exprimer  la  perte  de  chaleur,  pendant  un 
temps  K ,  à  la  formule  : 

....(T+(K-l)Ayj. 

Or  cette  formule  ne  peut  plus  être  considérée  comme 
simple^  parce  qu'il  faut  calculer  séparément  chacun  des 
termes  de  la  secomie  partie  et  en  faire  la  somme ,  ce  qui 
devient,  si  non  diflBcile ,  du  moins  très-long.  Par  cette 
raison  ,  voulant  rester  dans  les  limites  que  je  me  suis  im- 
posées, je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

En  cherchant  à  appliquer  les  lois  du  refroidissement ,  je 
n'ai  trouvé  dans  aucun  ouvrage,  des  méthodes  simples  et 
faciles.  J'ai  cru  devoir  publier  celles-ci,  parce  qu'elles 
m'ont  paru  susceptibles  de  rendre  quelque  service  aux 
jeunes  physidens  qui  voudraient  tenter  de  nouvelles  re- 
cherches. 

c==as  I  ■  'ss=s=ssssssss. 

QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

frapoiée  au  concours  de  V École  normale,  (p.  393, 1. 1.  ) 

PAR    m.  KARCOU  ( J.) , 

Éléfe  au  collège  de  Besançon. 

Je  prends  pour  axe  des  jo  le  grand  axe  de  l'ellipse ,  et  pour 


I  l  y  \b  tangente  aa  sommet  (ùg.  iB];  Téqualiotile 

t|»f!  est  de  la  rorme 
comi 
quai 
or,c 


y'  =  -7  (âa^  -"  x')  i 
a 

eombliiant  réqiiâtioD  île  la  droite  AD,  jr=  &jr^  avec  1% 
qualion  dû  TeUipse ,  j'ai  pour  Tabscissc  du  point  C 

AD      m        ,,      AP      m     -,  .         ^         ^  . 

or^  on  a  t-t:;— - ,  ou  bien  —pi  =  -  ,  désignant  par  (x^^)  Ici 
ACj       h  AQ       fi 


coordoonées  du  point  1) ,  cette  relation  devient 

ï 


2ab*  n'  n{a'^±by 

f       coDoaissanl  les  eoordounées des  points  C,  D,  l'équation 
"*        FD  est 

«I  celle  (le  C6  est 

ï=^{x~2a)        (2). 

Ëliminanl  ^  entre  les  équations  (1)  et  (i) ,  on  aura  A  éqaatimi 

du  lieu  ctierché. 

*.  -  — i?'(x— 2a) 

De  (2) ,  je  tire  ^=— ^ — i-,  portant  cette  valeur  de  « 

dans  réquatioo  {IJ ,  il  vient  _ 


ay 


^   ,,  /6M2a— x)'\      ^, 

2ab*m—(m  f  — ^— — ; — ^  I  +  6* 


-tw  — 

tédoisant  et  ordonnant ,  il  vient 

+ 2»**(2a» — %im  —  mrt)x  +  4£Z*ô'a(m  —  n)  =  0 , 

éfoatîoo  4a  second  degré  qui  représente  une  ellipse  /  si  la 
ooorbe  primitive  est  une  ellipse,  et  une  hyperbole  dans  le 
dis  de  rhyperbole  ;  elle  a  son  centre  sur  Taxe  des  x  et  elle 
passe  au  |)oint  B. 
Si  171  =  n ,  on  retombe  sur  Téquatîon  de  Tellipse  primitive 

Pour  passer  au  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  parabole , 
Gonmie  a  et  6  deviennent  inGnis  en  même  temps,  on  ne  voit 
P98  immédiatement  ce  .que  devient  Féquation  du  lieu,  alors 
on  remplace  b  en  fonction  de  a  et  de  a  ;  en  s'appuyant  sur 
b  distance  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer ,  on  trouve 
6'=2aa — a'  ;  Téquation  du  lieu  devient 

c^i^Lam — a/i)y  +  (2aa — a')  (2ai7i  —  on)x'  4- 

faisant  a  infini  dans  cette  équation,  elle  devient 


éfo^tipo  d'une  parabole.  Si  m=in^  on  trouve  l'équation  de 
la  parabole  primitive^^ = 4a x. 

Ainsi  on  voit  que  pour  le  cas  de  la  parabole ,  au  lieu  de 
tirer  la  droite  BC ,  il  faut ,  par  le  point  G ,  mener  une  paral- 
lèle à  l'axe  focal. 

RECTIFICATION. 

Le  théorème  80  (p.  40)  est  de  M.  Quetelet.  (Nouveaux 
mèmùirei  de  V Académie  de  Bruxelles,  III.) 
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THÈORIE  ÉLÉMEJNTAÏRE  lïE^  NOMBRES, 


1 .  Pour  donner  pitis  d'ensemble  à  cette  exposition ,  qoua 
croyons  utile  de  remonter  aax  notions  et  ans  propositim 
primitives.  Dans  tout  ce  qal  suit ,  on  emploie  les  lettres  pour 
représenter  des  nombres  mtiûrs  pontife  i  observation  esscîi- 
tielle  quil  ne  fant  jamais  perdre  do  vne. 

%  Vuniié,  c'est  Tidée  abstraite  d'un  objet  quekonque 
considéré  eomme  eitistani  seal. 

3.  ComptmTj  c'est  ajouter  Tanité  successivement  à  elle 
même  et  donner  un  nom  à  cette  agrégation  i  le  nombre  ç$l 
cette   agrégation  d'aDités.  L'équation  suivante  contient  li 
définition  du  nombre  : 

Il  n'existe  pas  de  dernier  nombre. 

4.  La  numéralïon  parlée  est  un  système  limité  de  stgues 
vocaux  (itiots)  au  moyen  desquels  on  peut  nommer  toui 
les  nombres  dont  peuvent  avoir  besoin  les  sciences,  lesarlâ 
et  diverses  professions  sociales. 

5.  La  numération  écrite  est  un  système  limité  de  signes 
graphiques  (chilîres)au  moyen  desquels  on  peut  représeater 
tons  les  nombres, 

6.  La  »érie  des  nombres  naturels  est  la  suite  des  nombres 
0,  1,2,  3.,<..  <3D.  Il  faut  se  représenter  celte  suite  comme 
écrite  sur  une  demi -circonférence  de  rayon  infini ,  de  sorte 
que  +  Qo  est  diamétralement  opposé  à  zéro  ;  et  sur  Vautre 
demi-circonférence ,  aussi  h  partir  de  zéro,  on  écrit  " 
naturelle  des  nombres  négatifs  0,  -»1,  — 2....«  i 


'4 


^  4-0  et  — 0,  +  OD  et  —  oo  se  conrondent.  C'est  une  observa- 

tioD  essentielle  dont  Toubli  enlratnc  à  d'étranges  hérésies  C), 
7.  La  série  des  nombres  naturels  donne  lieu  à  deux  opé- 
rations principales  :  V  compter  en  avant ^  en  allant  vers  +  oo, 
c'est  YeMition^  2"  compter  en  arrière  »  en  allant  vers  —  oo , 
c'est  la  soustraction.  Quel  est  le  septième  nombre  après  13  ? 
Bèpmse:  20.  Quel  est  le  treizième  nombre  après  7  ?  Ré- 
ffmte  :  ao  ;  et  le  résultat  s'écrit  :  13+ 7  =  7+13 ,  et  en  géné- 
ral a+fr=6+a  (2).  Quel  est  le  septième  nombre  après  13 
en  allant  vers  —  oo?  Réponse:  +6,  ou  13— 7=+6.  Quel  est 
le  YÎDgtième  nombre  après  13  en  marchant  vers  — oo  ?  Rè- 
ponse:  — 7,  ou  13 — 20=— 7.  L'addition  et  la  soustraction 
sont  deux  opérations  inverses  et  peuvent  servir  à  se  con- 
trôler mutuellement. 

S. Problème  1.  Etant  donné  le  polynôme  a,+a.+£z,+...ârn , 
les  nombres  étant  positifs  ou  négatifs ,  combien  y  a-t-il  de 
manières  d'obtenir  le  résultat?  JNous  donnerons  plus  bas 
une  solution  simple  de  ce  problème  difficile  (p.  208). 

9.  Lorsque  dans  Y  addition  de  plusieurs  nombres  tous  les 
Domlnres  sont  égaux ,  l'opération  prend  le  nom  de  multiplia 
cation  et  le  résultat  se  nomme  produit. 

Théorème  i.  ab  =  ba  (3).  Démonstration,  On  a  aAz=z\.a^ 
donc  a.l+:rt.l  =  l.a+l.a,  outf(l+l)=(l  +  l)a,  et  en  conti- 
nuant,  on  parvient  à  abz=zba.  On  peut  aussi  imaginer  a  rangées 
de  6  carrés  chacune;  le  nombre  total  de  carrés  sera  représenté 
par  ab  et  par  ba.  Le  même  genre  de  raisonnement  sert  à  dé- 
mcmtrer  que  les  six  permutations  de  abc  donnent  le  même 
produit  :  on  imagine  un  assemblage  de  cubes  égaux  rangés 

n  U  est  utile  aussi  de  remarquer  que  ok  ~  et  0  se  confondent  ainsi  que 
•K^î  et  0».  Pour  les  distinguer,  dans  l'algèbre  appliquée,  il  faut  examiner 
fêtât  de  ees  quantités  un  instant  ayant  et  après  qu'elles  s'annulent  ou  de- 
fiennent  infinies.  Cet  examen  est  devenu  l'objet  d'un  genre  d'opérations  que 
ILCancby  désigne  sous  le  nom  de  calcul  des  résidus  et  pour  lequel  il  a  imaginé 
un  algorithme  spécial.  11  faut  aussi  toujours  se  rappeler  que  0  et  «  sont  des 
eiprMSions  réciproques. 
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en  forme  de  parallélipipède  f  ),  on  en  compte  nn  nombre tf 
dans  le  sons  de  la  longueur,  un  nom1)re  b  dans  lésons  de  h 
largeur,  et  un  nombre  c  dans  le  sens  de  la  hantenr  ;  il  y  aura 
six  manières,  correspondant  aux  six  permutations,  de  trou- 
ver le  nombre  total  des  cubes ,  qui  est  toujours  le  ndéme. 
(  Legendre,  Théorie  des  nombres ,  Introduction ,  $  2.  ) 

10.  Théorème  2.  Dans  quelque  ordre  qu'on  effeclneki 
multiplications  de  n  facteurs ,  on  parvient  toujours  au  mtoe 
produit. 

Démonstration.  Supposons  que  le  théorème  soit  vnd  poor 
un  nombre  de  facteurs  moindre  que  n  ;  de  quelque  manière 
qu'on  s'y  prenne,  l'opération  se  termine  toujours  parla 
multiplication  de  deux  facteurs,  qui  sont  généralement  eux- 
mêmes  produits  de  facteurs  simples.  Soient,  pour  on  de  on 
modes  d'opérer ,  Pr  et  P<  deux  de  ces  derniers  facteurs  com- 
posés ,  les  indices  r  et  5  indiquent  le  nombre  de  facteon 
simples  qui  entrent  respectivement  dans  ces  facteurs  multi- 
ples; on  a  évidemment  r  +  s=zn.  Soient  Pr'  et  P,'  les  deux 
derniers  facteurs  correspondant  à  un  autre  mode  d'opérer, 
on  a  encore  r'4-5'=/i;  Pr  a  nécessairement  un  certain  nom- 
bre de  facteurs  simples  en  commun  avec  Pr'  ou  avec  Pj'  5  ad- 
mettons le  premier  cas  et  désignons  par  Vt  le  produit  des  t 
facteurs  communs  :  r  étant  plus  petit  que  n,  on  peut  multi- 
plier d'abord  entre  eux  ces  facteurs  communs,  on  a  donc 

Pr=P/.Pr-<;Pr'=P/.Pr'~<; 
donc  Pr     P,  =Pt  .Pr-<     P* 

Pr'P^r^Pl      Pr'-t.Pf'i 

or  Pr-t  .  P«  =  Pr'-t .  P*' ,  car  ces  deux  produits  renferment 
les  mêmes  facteurs  simples  et  en  nombre  moindre  que  n  ;  de 
quelque  manière  qu'on  effectue  le  produit,  il  doit  donc,  d'apréB 
la  supposition,  rester  le  même;  donc  aussi  Pr  .P«  =Pr'  •Pi'. 

(*)  Il  serait  plus  conforme  à  Fétymologie  d'écrire  parallélépipède. 


Or  le  tUorème  est  vrai  pour  trois  facteurs,  il  subsiste  donc 
aussi  pour  quatre  facteurs,  etc. 

Il .  ProkUme  â.  De  combien  de  manières  peut-on  eSectuer 
le  produit  de  n  facteurs  inégaux  ? 

Sohêtion,  Désignons  par  le  symbole  P»  ce  nombre  de  ma- 
nières ;  et  par  Pn+i  ce  nombre  lorsqu'il  survient  un  nouveau 
fsetenr  K,  et  que  Ton  a  n+1  facteurs;  cherchons  la  rela- 
tion entre  Pf^.l  et  P».  De  quelque  manière  qu'on  s'y  prenne 
pour  eSsctuer  P»,  il  faudra  toujours  exécuter  n  —  l  multi- 
plications. Ceci  est  évident  lorsqu'on  multiplie  le  premier  fac- 
teur par  le  second  ;  ce  premier  produit  par  le  troisième  fac- 
teur ;  ce  second  produit  par  le  quatrième  facteur,  et  ainsi 
de  suite  :  il  en  est  encore  de  même  lorsqu'on  exécute  par 
groDpei.  Exemples  :  soit  /t=13,  il  faut  onze  multiplications , 
par  le  mode  successif;  et  si  on  décompose  en  trois  groupes  de 
trois  ,  quatre  et  dnq  facteurs ,  le  premier  groupe  nécessite 
deux  multiplications ,  le  second  en  exige  trois  et  le  troisième 
<)oatre  ;  à  quoi  il  faut  ajouter  deux  multiplications  pour  les 
trois  groupes;  ainsi,  en  tout,  encore  onze  ;  et  le  même  rai- 
sonnement s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  facteurs. 

Gela  posé,  soient  d'abord  deux  facteurs  a,  6,  on  a  évidem- 
ment P.  =2,  savoir  :  ab^  ba  ;  prenons  un  troisième  facteur  c; 
on  peut  le  combiner  comme  multiplicateur,  ou  multiplicande 
a?eca6,  entièrement  effectué,  ce  qui  donne  deux  manières , 
cab ,  abc\  ou  bien  encore  faire  intervenir  c  pendant  la  mul- 
tiplication ;  ainsi ,  acXb,caxb^  aXbc ^  aXcb ,ce  qa\ 
donne  quatre  manières  ,  en  tout  six  manières  ;  raisonnant 
de  même  sur  ba  ,  on  voit  que  l'on  a  P3=  12= 2. 6  ;  prenons 
an  quatrième  facteur  d,  et  combinons-le  avec  le  produit  abc  ; 
d'abord  entièrement  effectué ,  on  obtient  deux  manières 
dabc  ,  abcd  ;  ensuite  pendant  l'opération ,  abc  exige  deux 
mnltiplications  ;  en  introduisant  d  pendant  la  première , 
celle  de  a  par  6c,  on  obtient  quatre  manières  :  ad,  bc,  da.  bcj 


Il,  et  coQMdèraiil 


a.  dbCf  a.  dfdc^  et  anlant  inodaDt  la  seconde  multiplicalioA, 
cdie  do  âfr  par  c  ;  en  tout  dix  manières ,  Oo  en  ilU  a  u tant  d'm 
prodatt  queloonqae ,  d-oè  P^=ISO^  ù.  5. 10  i  on  Iroayef^ii 
de  même  PgsS.  6. 10. 14  $  et  ainil  de  saite 

En-ljénéral ,  aoii  M  ane  des  manières  cmplojées  pour 
obtenir  le  prodoit  de  n  CMstemn.  Le  oonveau  facteur  £ 
peut  se  combiner,  multiplicande  on  muUiplicatectr  avec  M, 
ce  qui  donne  denx manière!  ;  û  on  l'introduit  pendant  Teié- 
cntion ,  il  y  a  n—  t  mnltijplications  dont  chacune  donoË 
quatre  manières ,  et  en  tout  4  (n— I  )+ ^ = 4n  —  ^ï  €c  qu'on 
dit  popr  H  peut  s'appliquer  à  tonte  autre  manière  d'obtenir 
le  produit  de  n  facteurs;  donc 

ft»+t=(4ji— 2)P,  on  bien 
Faisant  sncoessifement  jissS,3,4, . 
que  P,  «B  f ,  on  a 

]^=a;     P,  =  SI.6;     P4=a.6.i0; 
P,  =  2.6.10.14.1  S; 

et  P»+i=2.6.10.  ..  (4n— 6)=2M.3.5 

les  crochets  désignent  un  produit  continuel. 

Observation.  Cette  ingénieuse  solution  est  due  à  M.  Ro- 
drigaes  (Olinde).  La  formule  avait  été  trouvée  auparatant 
par  M.  Catalan  (E.) ,  à  l'aide  de  considérations  eomb^qa- 
toires.  (Journal  de  Liouville  ,  t.  III ,  p.  515  et  549.  1838.) 

12.  Problème  3.  De  combien  de  manières  peut-on  etkdnat 
un  produit  de  n  facteurs  ,  lorsqu'il  y  a  des  facteun  égaux? 

Solution.  Soit  a'^b^a ... ,  et  «  +  (3  +  7 , ....  =  1»  on  amt 

_  2.6.10 4/t— 6 

*""  (t.2.3...«)(1.2.3...p)(1.2.3...7)...  ' 

Cette  formule ,  déduite  de  la  théorie  combinatoire  est 
aussi  de  M.  Catalan.  (Journal  de  Liouville»  t.  YI,  p.  74. 1841.) 

Observation.  Ces  solutions  conviennent  aussi  anjpt- 
blème  1  (8).  (La  suite  prochainêmmU.) 
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P,=  a.6.10.14; 

„       ,     2[2»-3] 


THÉORÈMES 

DE  DESCARTES,  DE   ROLLE,   DE  BUDAN   ET   FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduit*  d'un  seul  principe. 
(Suite,  y.  p.  188.) 


9.  Problème  3.  Étant  donnée  la  fonclion  entière  f (j:)  , 

trouYer  ane  autre  fonction  entière  ^(x) ,  telle  qae,  pour  la . 

Mx) 
fonction  fractionnaire  -—-[  9  D^  (5)  soit  nulle  entre  les  linii- 

tes  quelconques  a  et  b, 

SoluHan,  Soit  /  une  racine  réelle  de  ff(x) ,  et  supposons , 
pour  plus  de  généralité ,  que  cette  racine  soit  multiple  du 
degré  m ,  de  sorte  queVon  a7(j:)  =  (j:  — /)"'P ,  où  P  est  une 
fonction  entière  de  (x)  ;  faisant  j:=:/-|-  A ,  la  fonction  frac- 

tiinnaire  devient  -^ ' — - — ....  [m]  est  le  produit  conti- 

nael  et  7*(Q  est  la  dérivée  de  l'ordre  m  ;  car,  d'après  la  pro- 
priété connue  des  racines  multiples ,  les  fonq^ons  dérivées 
qai  précèdent  7**  sont  nulles.  Cette  fraction  peut  s'écrire 
comme    produit  de    deux   facteurs,    de  cette    manière 

r^'     ,        ' — i  pour  que  cette  fraction  ait  toujours  le 

même  signe  que  A,  il  faut  que  le  second  facteur  soit  ton- 
joun  positif,  c'est-à-dire  que  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur fN)ient  toujours  de  même  signe  ;  or,  h  étant  in6niment 
petit,  le  signe  est  déterminé  dans  chaque  suite  par  le  pre- 
mier terme.  On  satisfait  donc  de  la  manière  la  plus  simple 

ÀMN.  DE  MaTBÉM.  m  ^^ 
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à  la  oonditioa  de  rendre  le  second  facteur  constamment  po- 
sitif en  écrivant  que  le  premier  terme  da  nomératenr  est 
égal  au  premier  terme  da  dénominateur ,  ce  qui  revient  à 
écrire  ^x  =:  (f'{x)  ;  car  alors  le  premier  terme  du  numéil^ 

teur  est   r ri?**(0,  et  la  fraction  prend  la  forme 

[m— ij 

V  A  T  rivT  >  OÙ  M  et  N  représentent  des  fonctions  entières 

de^Àet  de  /.  Ainsi ,  pour  h  inCniment  petit  et  négatif,  c'est- 

à-dire  pour  :r  =  /— ^,  le  rapport    ,,  ,    '   est  négatif;  et 

dans  la  môme  hypothèse  et  x=  Z-f-  A,  ce  rapport  est  positif, 
et  pour  A  =  0  le  rapport  est  inGniment  grand  j  donc  il  n'y  « 
point  de  variation  descendante  lorsque  la  fraction  passe  par 
rinfinij  ainsi  D^=0;  donc>|/(x)  =  7'(jr)  donne  la  solatian 
la  plus  simple  du  problème. 

Observaiion  1.  (p(jr)  ayant  des  racines  mnlti|desy  ^j 

devient  en  apparence  --;  mais  la  valeur  effective  est  infloie. 

Ohs.  2.  P  étant  une  fonction  entière  de  jt,  <ï>'j:+P<p(^)  =  ^x 

donne  aussi  une  solution ,  car  —  =  P  ■+- —  et  le  signe  du 

premier  membre  est  le  môme  que  celui  de  ^—    lorsque 

cette  fraction  passe  par  TinGni  (lemme  5).  En  général,  soit 

f{z)  une  fonction  entière  de  ::  ne  renfermant  que  des  termes 

positifs  et  des  exposants  impairs;  remplaçant  z  par  ?'(:r)^  on 

obtient  encore  une  fonction  >J> (or)  qui  satisfait  au  problème, 

vu  que  cette  fonction  est  toujours  de  même  signe  que  f(a:}. 

10.  Théorème  i.  Le  nombre  des  racines  réelles  distinctes 

d'un  polynôme  algébrique  entier  F(x)  comprises  entre  les 

deux  limites  a  et  6  est  toujours  égal  à  l'excès  £ ,  reli^tif  au 

.  F'(a:) 
rapport  ^p^^. 
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Démoûsiraiian.  Supposo^  m  racine»  Àfttlnetes  eoncipHses 

«Dtrc  aeib  i  dans  cet  intervalle ,  le  rapport  —  passe  donc 

m  fois  par  rinflni,et  pas  davantage  j  et  toujours  pour  des 
variations  ascendantes  (problème  3J  ;  donc  £=m. 

Théorème  de  M.  Sturm, 

il.  Problème  4.  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles 
distinctes  de  l'équation  F(x)  =  0  comprises  entre  leè  deux 
Itailtei^et  A? /z<^. 

SohUiên.    On   calcule    les  restes   successifs   —  F,(jt:}, 

— F,(j:) —  Fr(ar),  que  l'on  obtient  en  cherchant  le 

plus  grand  commun  diviseur  de  F(.r)  et  de  sa  dérivée  F'{x)  ; 
on  écrit  sur  deux  lignes  les  suites 

P(a),  P(a),  F, (a),  F3(^) nia), 

F{b),nb),FAb),  FAb)...\.Fr.{b),  : 
OQ  seulement  les  signes  de  ces  diverses  quantités  ;  autant  la 
seconde  ligne  a  de  variations  de  moins  que  la  première.^  au- 
tant il  y  a  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  b.  Cette 
solution  est  une  conséquence  du  théorème  précèdent  et  du 
problème  3.  ^ 

Observation.  E  étant  égal  à  m  essentiellement  positif,  la 
seconde  suite  ne  peut  jamais  avoif  moirts  de  tariations  qtXe 

ta  preinièf e. 

Théorème  de  Rolle, 

*  •* 
13.  Théorème^.lLe  nombre  de  racines  réétïes  dé  Téquation 

F(jr)=0,  comprises  entre  les  limites  a  et  b^  ne  peut  jamais 

surpasser  de  plus  d'une  untfé  le  nôèibrede  rddnes  réelles 

de  riquatlDn  dérivée  F\x)  =  0 ,  comprises  entre  M  mêmes 

limites. 

Démonstration.  Soient  E  et  E'  les  excès  relatifs  aux  fonc- 

F'(jc)      F(x) 
tiens  réciproques  ^rr-  ^^  ^tt—x  ,  on  a  E  -{-  E' = e  (5)  ;  or  soit 
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eficore  m  le  aombrt  des  racines  iteUes  distinctes  de  F(j?)  =sO, 

comprises  entre  a  et  2» ,  et  m'  le  nombre  des  racines  de 

F(a:)  =s  0   comprises   entre   les    mêmes    limites  ;    donc 

E=m=  — F  +  s  (théorème  1).  Si  toutes  les  Yariatioiis 

Vix) 
relatives  à  =fr-^  étaient  ascendantes,  ou,  ce  qui  revient  an 

môme,  si  toutes  les  variations  relatives  à  — r-^  étaient 

F'{a:) 

descendantes,  dans  ce  cas  on  aurait  — F=:m'.  Ainsi  ni  est 
donc  la  plus  haute  valeur  que  puisse  avoir  — £',  et  -{-  ^  ®^ 
la  plus  haute  valeur  de  c  ;  donc  la  valeur  la  plus  éleyée  de 
mestm'+i.C.  Q.F.  D. 

Théorèmes  de  Fourier  et  Budan. 

13.  Théorèm^3.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion F(j:)  =  0,  comprises  entre  les  limites  a  et  by  est  tout  an 
plus  égal  à  la  difiërence  entre  le  nombre  des  variations  des 
deux  suites 

F(«),  F(^),  FV) F^a)  (1) 

F(&),  r(b),  ¥"(b) r(^)  (2) 

dans  lesquelles  F,  F' F**  représentent  les  dérivées  suc- 
cessives de  ¥(x)  et  n  le  degré  de  l'équation  F(j:)=0. 

Démonstration.  Soient  m,  m\m" m{^)  le  nombre  des 

racines  des  équations  F(j:)  =  0,    F(j:)=0,  F"(j:)=0 

F'*(j:)=0,  comprises  entre  les  limites  a  et  ^,  et  i ,  f',  «" 

«f»)  les  excès  uAaux  relatifs  aux  rapports 

FÇr)       Y'\x)       T'[x)  F(a:) 

Fx'       ¥{xy      r'(x) F"'(ar)" 

L'équation  étant  du  degré  n,  on  a  m(«)  =  0,  i(«)  =  Oî  le 
théorème  de  Rollc  donne 

/n  <;  w  -]-  e , 
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donc  iii<c-f  i'-f-t"-f- iCA-Oy  mais  oette  somme  est 

égale  aa  nombre  des  variations  de  la  second^  suite  >  nMyIns 
celle  de  la  première  (problème  S)  ;  donc C>Q.  F.  D. 

Théorème  de  D&cOttes/ 

14.  Théorème  Jk  Le  nombre  des  racinet  positives  de  Té- 
qoalion 

ne  peut  surpasser  le  nombre  de  variations  de  signe  qm^ré- 
sente  la  suite  des  coefficients  1 ,  A,,  A. An^,  An. 

Démonstration.  Dans  le  théorème  de  Foorler,  ^nons 
as=  0,  fr  =  00  :  la  suite  (1)  devient  A»,  A»-i ,  1.2.3.  A11-.3  ; 
l.â.3.Ai»-.s [n— 1]A,;  [;i].l,  et  la  suite  (2),  entière- 
ment composée  de  termes  positifs,  n'ofire  aucune  variation  ; 
donc 9  d'après  le  môme  théorème,  le  nombre  des  racines 
comprises  entre  0  et  00  ne  peut  dépasser  le  nombre  des 

yariations  que  présente  la  suite  des  coeflBdents  An,  A^-i 

A,,  +  l,etc.,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 
F(x)=0  ne  peut  surpasser  que  d'une  unité  le  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  F(x}  =  0,  lorsque  les  deux , 
derniers  termes  de  la  fonction  F(x)  forment  une  variation 
désigne. 

Observation.  Ainsi,  de  l'équation  fondamentale  E-f-F^= <  » 
on  a  déduit  tous  les  théorèmes  énoncés;  il  reste  encore  celui 
deM.  Cauchy.  Tm. 

(  La  suite  prochainement.  ) 
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THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  NOMBRES, 

D'après  Euler,  Legendre,  BfM.  Gaass  et  Caueby. 
(  Saite  y  V.  page  204.  ) 


Division,  diviseurs ,  résidus. 

13.  La  division  est  une  opération  par  laquelle  on  trome 
ooiibien  de  fois  on  peut  soustraire  un  nombre  d'un  antre 
jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  devenu  plus  petit  que  le  nombre 
soustrait.  Le  dividende  est  le  nombre  duquel  on  soustrait} 
le  diviseur  y  le  nombre  qu'on  soustrait;  le  quotient  marqa» 
le  nombre  de  soustractions  à  effectuer  ;  le  résidu  de  deux 
nombres  est  le  reste  de  la  division  du  grand  nombre  par  le 
petit.  Ainsi,  pour  les  deux  nombres  19  et  5, 19  est  le  divi- 
dende ,  5  le  diviseur ,  3  le  quotient  et  4  le  résida. 

Soient  a ,  dividende  ,*  p ,  diviseur  ;  q,  quotient  ;  r,  résida , 
on  a  l'identité  a=pq  -f-  r. 

Observation.  La  division  et  la  multiplication  sont  deux: 
opérations  inverses  et  peuvent  se  contrôler  mutuellement. 

14.  Lorsque  le  résidu  de  deux  nombres  est  zéro,  le  divi- 
dende est  dit  multiple  du  diviseur ,  et  le  diviseur  est  un  sous- 
multiple  du  dividende.  On  dit  aussi ,  dans  un  sens  restreint, 
qu'un  nombre  est  diviseur  d'un  autre,  lorsque  leur  résida 
est  nul;  ainsi  5  est  diviseur  de  15,  et  15  est  un  multiple 
de  5.  Zéro  est  divisible  par  un  nombre  quelconque. 

15.  Notation.  Nous  proposons  de  désigner  le  multiple 
quelconque  d'un  nombre  par  un  point  placé  sur  ce  nombre  ; 

ainsi  5,/?  désignent  des  multiples  quelconques  de  5  ou  Aep, 

et  l'équation  a=p  signifie  que  a  est  un  multiple  de  p. 

Observation.  Le  point  est  déjà  employé  pour  désigner  une 
multiplication  quand  il  est  placé  à  côlé  du  nombre. 
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^  (  7  /  ^^'^^^  ^  partie  entiàre  da  quotient  de  a  divisé 

paréjainsifi^yj   =2,    E(j)  =  «- 

1 6.  Lorsque  le  même  nombre  divise  d'autres  nombires ,  on 
dit  qu'il  est  diviseur  commun  à  ces  deux  nombres;  ainsi  3 
est  diviseur  commun  à  f5,  21 ,  36. 

Un  est  diviseur  commun  à  tous  les  nombres. 

17.  Un  nombre  premier  est  celui  qui  n'est  divisible  que 
par  lui-même,  7,  11 ,  13,  17,  etc.,  sont  des  nombres  pre- 
miers; les  autres  nombres  sont  dits  non  premiers  ou  com- 
posés. 3  est  le  seul  nombre  premier  pair;  1.2.3  sont  trois 
nombres  premiers  consécutifs ,  il  ne  saurait  y  en  avoir  d*au- 
très  aussi  consécutifs. 

18.  Deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  lorsqu'ils 
n'ont  d'autres  diviseurs  communs  que  Tunité;  ainsi  25  et  36 
sont  premiers  entre  eux. 

Corollaire  1.  Un  est  premier  à  l'égard  de  tous  les  autres 
nombres. 

Corollaire  2.  Un  nombre  premier  est  nécessairement  pre- 
mier avec  tout  nombre  plus  petit;  avec  un  nombre  plus 
grand,  il  est  premier  ou  il  en  est  un  sous-multiple. 

19.  Théorème  3.  La  somme  algébrique  de  tant  de  nombres 
qu'on  voudra >  multiples  chacun  du  même  nombre,  est  un 
multiple  de  ce  nombre. 

Ce  théorème  peut  s'écrire  ainsi  :  a=p,  b:=zp^c=:p\eic.; 

on  a  tf-f  6  +  c-f- =p, 

^.  Théorème  4.  La  somme  algébrique  de  tant  de  multi- 
ples d'un  même  nombre  qu'on  voudra,  et  afiectés  chacun 
d'un  coeflBcient  entier,  est  un  multiple  de  ce  même  nombre. 

Ce  théorème  peut  s'écrire  ainsi  :  a=p^  b=p^  c=Py  6(<^" 
on  a  aussi /wa-j-/i6-}*''^+ =P' 
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Corollaire.  Si  a±sp,  b=^p^  cr=/7...ona  aTVc* œ/i, 

m^n^r  étant  des  exposants  entiers  positiEs. 

Observation.  Nous  omettons  la  démonstration  trop  fadk 
de  ces  théorèmes. 

21.  Théorème  5.  Le  diviseur  commun  à  deox  nombres  îA 
aussi  commun  à  leur  résidu.  , 

Démonstration.  Ce  résidu  est  égal  au  dividende ,  moins  k 
diviseur  multiplié  par  le  quotient  ;  donc (théorème!). 

Corollaire.  Le  résidu  de  deux  nombres  premiers  entre 
eux  est  toujours  premier  avec  le  diviseur. 

22.  Théorème  6.  Le  résidu  de  la  somme  algébrique  de  plu- 
sieurs nombres  relativement  à  un  même  diviseur,  est  égal  à  h 
somme  des  résidus. 

Démonstration.  Soit  az=p^r,  b=p'\-s,  c=/>-f-/,etc.; 
p  étant  le  diviseur  et  r,  5,  t  les  résidus ,  on  a 

^  +  ^  +  ^+ =p-\-'*+^'\'^ 7 

donc,  etc. 

Observation.  Si  la  somme  des  résidus  surpasse  le  diviseur 

p,  on  prend  le  résidu  de  cette  somme. 

23.  Théorème  7.  Le  résidu  d'un  produit  est  égal  au  pro- 
duit des  résidus  des  facteurs. 

Démonstration.  Soient  a,  b^  des  fadeurs ,  p  un  diviseur, 

a==zp  +  r^  b-^p-^-s  ^  c=p  +  t^  OU  a  abc =p  +  rst 

si  rst..,  est  plus  grand  que  p,  on  en  prend  le  résidu. 

Observation.  Les  preuves  dites  par  9  dont  on  se  sert  pour 
contrôler  les  opérations  de  l'arithmétique  sont  fondées  sur 
les  deux  théorèmes  précédents. 

24.  Théorème  8.  Le  produit  de  deux  facteurs  premiers  avec 
un  troisième  est  premier  avec  ce  troisième  nombre. 

Démonstration.  Soient  ^,  ^  les  deux  facteurs  premiers 
avec/?,  et  admettons,  s'il  est  possible,  que  q  soit  un  facteur 
commun  entre  ab  et  /? ,  de  sorte  qu'on  a  ab  =  q^  ^  =  f  • 
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Sappo0Oii8d'ftbûrd/P<a,OD  adoiiG/i=â-frr;  lerésidar 
est  plus  petit  qae  a.   Cette  éqoation  donne  celle-ci   : 

ptsisab-htr;  pb  et  ab^  par  hypothèse,  ont  le  facteur  corn- 
maù  q  ;  ce  même  facteur  drvise  donc  br.  De  ce  produit,  on  dé- 
duirait semblablement  un  produit  bt^  divisible  par  ^ ,  et  où 
^  <  ^ij>^  parviendrait  donc  enfin  à  un  produit  ixb,  divi- 
sible par  çipeib  auraient  donc  le  diviseur  commun  q ,  ce 
qui  est  impossible  ;  donc  ab  et  p  n'ont  pas  de  diviseur  com- 
mun. 
2*  Si  a>/i,  on  a  a=^p+r,  où  r  est  plus  petit  que/i  et 

premier  avec/i  ;  ab^b'p-^br-^  si  ab  n'est  pas  premier  avec/», 
aknrs  bme  serait  pas  non  plus  premier  avec  p  ;  mais  r  étant 
plus  petit  que  p  ^  br  e&i  nécessairement  premier  avec  p; 
donc,  etc. 

Ce  théorème  8  est  la  proposition  26  du  septième  livre 
d'Euclide. 

25.  Théorème  9.  Si  tous  les  facteurs  d'un  produit  sont  pre- 
miers avec  le  nombre  p,  le  produit  sera  premier  aussi  avec 
ce  nombre/?. 

Ce  théorème  est  un  corollaire  du  précédent  ;  propositions 
16/17, 18,  19  du  neuvième  livre  d'Euclidc. 

Corollaire.  Si  a  est  premier  avec  p,  a^  est  aussi  premier 
avec/i  ;  on  en  déduit  qu'il  est  impossible  que  la  racine  d'un 
indice  quelconque  d'un  nombre  entier  soit  un  nombre  frac- 
tionnaire ,  et  de  là  l'existence  des  quantités  irrationnelles. 

26.  Théorème  10.  Un  nombre  composé  ne  peut  se  résoudre 
que  d'une  seule  manière ,  en  facteurs  premiers. 

Démonstration.  Soient  a,  6,c,  d les  nombres  pre- 
miers, suivant  l'ordre  de  grandeur,  qui  divisent  le  nombre 
composé  N  î  ainsi  ^zzza^b^a  d^ \  soit  un  autre  nom- 
bre premier  â',  diSërent  Aea^b^c^d ;  étant  premier 

avec  a ,  6,  c,  É?.  ...  il  sera  premier  avec  N  ;  ainsi  N  n'admet 
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pas  d'antres  nombres  premiers.  Sknt  doncNasa"^  l^c^ , 

et«'>a;  on  anra  b^ c^ =  a'^h^  e^ Mais  oetts 

équation  est  impossible ,  car  le  second  membre  eat  diyisBria 
par  a  et  le  premier  ne  Test  pas  ;  donc ,  etc. 

27.  Problème  4.  Combira  un  nombre  compoaé  a4-41  è 
diviseurs ,  et  quelle  est  la  somme  de  ces  diyisears?^ 

Solution.  Soit  comme  dans  le  théorème  {néoédent, 

N  =  a«6^c^ 

Effectuant  le  produit  des  polynômes 

(1  +  a  +  «•  +  ....  a")  (1  +  J  +  fc«  +  ....  b^)  (1  +. ....  c^  .... 
tous  les  termes  de  ce  produit  sont  inégaux  ;  chacnn  est  £n- 
scur  de  N ,  et  réciproquement  tout  diviseur  de  N  est  né- 
cessairement un  de  ces  termes  ;  or  le  nombre  de  ces  termes 
est  évidemment  (1  +  a)  (t  +  p)  (i  +  7) ....  ;  tel  est  donc  le 
nombre  des  diviseurs  de  N,  l'unité  comprise,  et  la  somme  de 
tous  ces  diviseurs  est  donc  égale  à 

(a  —  i){b—i){c-^i)... 
CoroU.  Soit  N  =  2'^  (2*^—1), el  supposons  que  2*+^  — 1 
soit  un  nombre  premier  ;  ainsi  a  =  2;  b  =  ^      — 1;P=1; 
la  somme  de  tous  les  diviseurs  est  donc ,  toute  réduction 
faite ,  égale  à  2N  ;  le  nombre  N ,  qui  jouit  de  cette  propriété 
d*êlrc  égale  à  la  somme  de  ses  diviseurs ,  est  dit  un  nombre 
parfait;  ces  nombres  sont  ainsi  dénommés  à  raison  de  leur 
rareté;  voici  les  11  premiers  nombres  : 
Valeurs  de  a. 
0—1 
1  —6 
2—28 
4  —  496 
6  —  8128 
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là  — 33  550  386 

16  I  85  898  691  328 

18  I   137438  691328 

30  ]  2  305  843  008  139  952  128 

40  I  2  417  851  639  228 158  837  784  756 

46  I  9  903  520  Il4  282  971  830  448  816 128. 

Si ,  dani  mi  nombre  parfait ,  on  ajoute  ensemble  tous  les 
diffires,  on  obtient  nn  second  nombre  $  si  ona  fait  de  même 
pour  ce  second  nombre,  on  obtient  on  troisième  nombre 
qui  eat  divisible  par  10.  Observation  de  Kraft.  (M.  de  Péts  , 
1734 — 35).  Sans  démonstration. 

Entre  1  et  nn  sextillion,  il  n'y  a  que  10  nombres  parfaits. 

Cette  solation  se  trouve  dans  Euclide.  (Prop.  36,  liv.  9.) 

La  mite  prochainement. 

NOTE  SUR  L'AIRE  DU  TRIANGLE 

îi  lur  Vaire  du  quadrilatère  mscriptible  en  fonction  des  côtés. 

La  méthode  nmémonique  pour  retrouver  certaines  aires  ou 
des  volumes (t>mr  1. 1^  p.  117,  t.  II,  p.  23»  t.  III, p.  93), 
peut  servir  i  retrouver  l'aire  d*un  triangle  et  du  quadrila- 
tère inscriptible  en  fonction  des  côtés  lorsqu'on  sait  que  les 
carrés  de  ces  aires  sont  des  fonctions  entières  de  ces  côtés  -, 
en  effet,  soit  S  l'aire  du  triangle  ayant  a^b^c  pour  côtés  ; 
S*  est  donc  une  fonction  symétrique  des  côtés ,  du  quatrième 
degré  ;  lorsqu'un  côté  devient  égal  à  la  somme  des  deux, 
autres ,  l'aire  est  nulle  ;  donc  S*  renferme  les  trois  facteurs 
a+b — c,  a+c— 6,  b+c—a-,  le  quatrième  facteur  ne  peut 
donc  être  que  de  la  forme  m{a  +  b'^c)^  m' étant  nn  nombre 
constant  ;  donc  S*=:m(tf  4-^-fc)  (a-f-ft— c)(a+c-— i^)(^+c— a)  ; 
lorsque  les  trois  côtés  sont  égaux ,  on  a 


8  ^—     _ 

S^^^â4^3i7ia^;  doue  I»  *s  rr 
1$  i$ 

Obêervation.  Â?ec  deux  côtés  îaégaïUL  et  tm  trolsiè 
€6té,  plus  petit  qu^iiae  quantité  donnée,  11  e$l  impossible^ 
constnure  UQ  triangle  i  ainsi  en  faisant  a^O,  S  éemmi 
imagioaire^  mais  si  Ton  a  en  mémi  temps  b  =  €^  alon 
S  =sO ;  car,  &Tec  dean  côtés  égaux ,  on  peut  tonjoars  ' 
atriiîre  on  triangle,  qneiqcia  petit  que  soit  le  troisième côlé, 

2*  Quadrilaiêre  imcriptibk.  Lorsqu'un  côté  est  égal  à  I 
fomme  des  trois  autres  ^  Taire  est  nulle  ;  donc 

les  côtés  devenant  égaux ,  on  a 

ifi^  il 
S*ssa*s^iêma*i  donc  m  ^-g* 


NOTE 

SUR  LES  ll4TEÏtSlCm0îiS  SOGCBSSnTBS  DES  JiGZCES  m  GONIJbGT.^ 

WAM,  M,  S.  BESMJUliEST, 

iQokn  élève  de  VÈmlù  pûlyiedmiqus  (*)« 

Deux  courba  algébriques  étant  données ,  si  des  diœr^pobit^ 

de  l'une  on  mène  des  tangentes  à  Fouirej  d^ermisur  le  Jtoi^ 

géométrique  des  intersections  successives  des  lignes  qui 

sent  les  points  de  contact. 

Les  équations  des  courbes  étant 

F(ay)=tO        Kxj^)  =  0, 
les  tangentes  à  la  première  courbe  sont  représentées 
l'équation 

X' 

ou 

j.r +xX'— (/Y'+x'X')  =  0. 

(•)  F.  1. 1,  p.  368. 
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1*  x\y  désignent  les  coordonnées  d'an  point  de  oonUct  ; 
fY\  X'  sont  les  polynômes  dérirés  pris  par  rapport  à^  et 
ix;  on  démontre  qne  la  position  sur  la  première  courbe  du 
point  o/y ,  opère  toujours  une  réduction  dans  le  polynôme 

Si  nous  nommons  Jr^^y  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
eoorbe  ^[xy)^  0 ,  et  si  la  tangente  passe  en  ce  point ,  Téqua- 
tion  de  la  ligne  des  contacts  sera 

OQ  en  posant  y"  =f{xf') , 

(^)  Xy(x")  +  X'a:"-(yY'  +  x^')  =  0; 

si  nous  donnons  à  af'  l'accroissement  h,  l'équation  de  la  nou- 

TeDe  ligne  sera 

(B)  Yy(a:")+Yr(a^')A+Y/(x"):?^+etc.,  + 

+X'x"  +X'A—  (yr+xTC') =0  ; 
rdndsse  du  point  d'intersection  des  deux  lignes  est  donnée 
par  réqnation 

Yy (*")A  +  Yr'(^')  ^  +  etc., + X'A = 0. 

Si  1®  on  divise  par  A,  et  2®  on  suppose  A  =  0,  l'abscisse  du 
lioint  d'intersection,  de  deux  lignes  infiniment  rapprochées, 
sera  donnée  par  l'équation 

Y7'(x")+X'  =  0, 

ainsi  le  lieu  géométrique  des  intersections  successives  des 
lignes  de  contact  sera  obtenu  en  éliminant  af\  y  des  trois 
équations 

et  l'équation  finale 

sera  l'équation  du  lieu  géomélrique  cherché. 


li<?§  deux  courbes  duanèes  sont  d^ 
',  «t  mmU  pcHir  faciliter  le§  calculs^  rappor- 
piis  cofumo  origine,  an  m^.me  axe; 


'-{m'^^nx')=0; 


f  éqoatioo  ddia  tangente  à  la  première  œurbe  est 

la  oondition  de  paHar  |par  un  point  jc\y'  de  la  lecood^ 
courbe  donne 

S|y^y_(»»+2iMp')x"— /n:F=0,       ^^  =pa:"+^J:^^ 
ainri  ki  deoz  cMdea  de  eontact  sont  représentées  par  Ib 
éqnatldns 

(Ç)  ^!fW)  —  (wt  +  2ftx'}x''  —  ffîj:'  =  0 , 

CD)       %r/(*^+%y(^')^+<ïtÇ  — (m  +  2n-r']^"  — 
— (iit+2nxOA  —  iîix'=  0  j 

rintflvaeetioa  deoeadeox  droirei  donne, après  avoir  Indivise 
par  & ,  a*  soniosé  &«^ , 

on  doit  donc  âimoer  x'y  des  troia  éfmttooi    • 

(B)  «r*+2îy^'--y('»+2iia<)=îr0', 

des  deux  premières  on  dédnft 

ces  Taleors,  snbtitnées  dans  la  troisième  èqnation  dn  grac^NTlÇ' 
donne  Véqnation  da  lien  géométrique  cherché  :  ^  ' 

(M)  mpor'Cm+anx')"— (m*yx"+py' )  (m+2iijr')— ♦iwpjra/ssOO 

n  Cette  éqaation  est  le  résultai  que  Too  obtient  après  la  BapfweMiOB  da  bu- 
teur m+2nx'  :  ce  faclear  est  étranger,  i»  il  ne  peat  ôtre  nul  lonque 


courbe  donnée  est  une  parabole;  2o  si  cette  première  eoarbe  esl uda  «Hiff^f»- 
une  hyperbole,  il  repré«tnle  une  droite  passant  au  centre  et  paralIM^e  à  Fan  m  ' 
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SnmiiKNis  qvdqow  cas  parUcoUers. 
1*  Si  les  deox  Ugwes  donnée»  sont  des  paraboles ,  on  a 
n  s  0 ,  9  =  0 ,  et  le  lieu  géométriqae  est 

,       m- 

si  i  la  condition  précédente  on  ajoute  la  condition /?=  —  m , 
le  Itai  géométrique  C9t 

donc  si  les  deux  paraboles  sont  identiques,  mais  opposées  au 
soiQDBiety  le  lieu  cbercl&é  est  la  seconde  parabole  donnée. 

S*  Si  la  première  courbe  est  une  hyperbole  et  la  seconde 
me paralMde ,  on  doit,  dans  l'équation  générale  M,  suppo- 
ser ^=:0;  la  nouvelle  équation,  divisée  par  le  facteur 
m^^nxy  donne 

m*         â/nn   , 
P  P 

3'  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse,  la  seconde  une 
parabole*  on  doiti  dans  Téquation  (M) ,  1*  changer  le  signe 
de»,2°anpposer9=;:,0,  on  a 

y    = ce  T-  ' X*. 

P  P 

Noos  poonrioDS  ainsi  examiner  les  modifications  apportées 
dans  Féqoation  M  par  les  divers  assemblages  de  deux  sections 
oooiques,  mais  l'examen  des  courbes  à  centre ,  fait  en  pre- 
nant ce  centre  pour<Nrigine,  facilite  le  calcul  et  fait  mieux 
reimrtnr  quelques-unes  des  particularilés  que  présoitent  les 
lieux  géométriques  obtenus. 

l«»4ei»  QWfbes  primiliTes;  soal 


y  non  p«HEMtt«MQBt  <ltaH>iitror  que  celt«  droite  est  le  lien  géeméfriqne  de» 
iftteneelimis  iiaoeesftiyes  des  cordes  de  contact  lorsque  le  point  de  départ  des 
tncesltt'eil  «n  pein^qietoonque  de  l'axe  des  x. 
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si  nous  ooDseryoDs  les  notations  précédentes  «  les  deaic  corda 
de  contact  seront  représentées  par  les  équations  f 

yV  q  —px"*  -h  mx'x"—n  =  0 , 


,>.'  ^" 


La  rencontre  des  deux  cordes  donne,  après  la  division 
par  h  et  la  supposition  ^  =  0 , 

Félimination  doit  donc  avoir  lieu  entre  les  trois  éqpiatkms 

/r^'ar^+myo/rrrO,    / y +/im:' V— 7i=0 ,    ^"'4-/m:'^— j=0 , 

réqoation  finale  est 

(N)  q{py'^  +  m*  x'»)'  —  ii*py  * — nCn^px"^  =  0. 

l""  Si  les  courbes  données  sont  des  ellipses,  on  doit  conser- 
ver les  signes  attribués  aux  quantités  m,  n^p^  q\  on  peat, 
à  cette  première  condition ,  en  ajouter  une  seconde ,  admet- 
tre ,  par  exemple ,  que  la  deuxième  courbe  est  un  cercle  par- 
ticulier, c'est-à-dire  est  le  lieu  des  rencontres  deux  à  deux 

des  tangentes  normales;  on  a  alors  7?=  1,  ^  = \ 

l'équation  N  est  alors,  après  la  suppression  du  factear 


.>^'a.       ^^ 


y    ^mx    =—-7, 

les  foyers  de  cette  dernière  ellipse  sont  ceux  de  l'ellipse 
donnée. 

2^  Si  les  courbes  données  sont  des  ellipses  ou  des  hyper- 
boles semblables,  le  lieu  géométrique  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  semblable  aux  courbes  données. 

3"*  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse ,  la  deuxième  une 
hyperbole,  et  si  les  axes  sont  égaux,  on  doit  1*  changer  les 
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signes  éep  et  de  ^ ;  2**  supposer  p:=m^  q=zn^  l'équation 
générale  N  deTient 

y  —  mx  =  —  /i  ; 

» 

le  liea  géométrique  est  donc  l'hyperbole  même  qui  est  le 
point  de  départ  des  tangentes. 

4*  Si  les  conditions  précédentes  sont  renversées,  le  ré- 
sultat est  également  renversé  :  le  lieu  géométrique  est  l'el- 
lipse même  qui  est  le  point  de  départ  des  tangentes. 

Deuxième  (jgpplication.  Nous  donnerons  comme  dernière 
application  l'exemple  de  deux  courbes  appartenant  à  une 
famille  remarquable,  citée  souvent  dans  les  premières  re- 
cherches sur  le  calcul  diSérentiel  : 

la  tangente  à  la  première  courbe  est 

j  —  mc(a:^-^  a)"**' ce  —  mb  +  (m  —  i)y  -H  amc{x' — àf^'  =  0  ; 

les  lignes  de  contact  seront  représentées  par  l'équation 

(S)  p'\'q(x"^d)^-'mc{x'  ^aT~'a^'  ^mb-\- 

H-(i»  —  1)/'  +  amc{x'  —  af""'  =  0. 

Si  on  fait  osciller  cette  ligne  en  donnant  à  x"  Faccroisse- 
ment  & ,  on  a 

(T)  p+ç(x"— û?)R  +  %(^'— û?)ï^-'A+elc.,  — 

—  mc{x' —  àf^^x"  —  mc{x  —  aT'~'h  —  m^  -f- 
+  (/w  — ly+awcrx'— «)**"'  =  0  ; 
rintersection  de  ces  lignes  donne,  après  la  division  par  A, 
et  la  supposition  A  =  0 , 

l'élimination  doit  donc  avoir  lieu  entre  les  trois  équations 
(Y)  ^y* —Ykp—mcx\x'-  aY^'^dmc(x'—aY'-'  =  0 , 
y  -  mc[x'  —  a)**"  ~mb\{m—\)y-\-  amc{x'  —  «)*-'  zrr.  0 , 

An.  Bt  llATHtH.  111.  16 
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Lm  deux  premières  donoent 

„  _  Bp  — mi>  +  (j?s—  f)y  4-wtc(^  —  d)  (x'  —  a)*"' 

ces  yaleurs,  sobslituécs  dans  la  troisième  éqnalion  da  groope 
(V) ,  donnent  ^ 

(U)      -^ s—; g- 


-f 


Rp  — Rm^  +  RyCm  —  1  ) + mcR[a — d)  (x'—  û)"^'  "l» 


-'-ia 


^ 


On  peat,  deee  cas  général,  déduire  Texemple  des  dens 
paraboles  données  daos  la  première  applî  catioD  ^  oo  doit 
alors  supposer 

è  =  0,     a  =  0,    p  =  Ù,     d=0,     m  =  2,     R=â, 
on  a  alors  Téquaiion  Goale 

Si  on  suppose  c  =  — ^  ^  =  - ,  si  on  change  les  x  en j^^  el 

Vide  ver^,  les  deux  paraboles  sont  y*  =  mx,  j^»=jm:, 

c'est-à-dire  sont  celles  qui  ont  été  indiquées  primitivement, 

et  le  lieu  géométrique  donné  par  l'équation  (U)  est ,  comme 

dans  l'exemple  cité , 

,       m* 
y=  —  X. 


SOLUTION  DU  PROBLÊME  65  (p.  451 ,  tome  II). 

TAWL.  K.  BZ&FAXi, 

Élève  da  collège  d«  Rouen  C  InsLltuiton  héwj  ). 


!•  On  fait  tourner  Tangle  Q  de  manière  que  ses  côtés  soîen 


-2*7- 

toDJoars  tangents  à  une  section  conique;  quel  est  le  lieu 
décrit  par  un  point  du  plan  de  l'angle? 

T  On  fait  tourner  une  section  conique  de  sorte  qn'eUc 
touche  constamment  les  deux  côtés  d'un  angle  6  ;  quel  est 
est  le  lieu  décrit  par  un  point  de  la  courbe? 

Indiquer  une  équation  qui  puisse  résoudre  à  la  fuis  les 
deux  questions  ;  faire  des  applications  à  des  cas  particuliers. 
(Le  Besgue.) 

Soit  une  ellipse  {fig.2^),  rapportée  à  son  centre  età  sei  axes; 
/Aj/  un  angle  6  tangent  à  cette  courbe  ;  M  un  point  tel  que 

MQ=|3     AQ  =  a. 
Si  je  puis  trouver  en  fonction  des  données  de  la  question , 
une  relation  telle  que 

je  dis  que  cette  équation  répondra  à  la  question.  En  effet, 
si  on  y  suppose  a  et  ?  constantes ,  tandis  que  y,  et  x,  sont  ya- 
riables ,  elle  représentera  le  lieu  du  point  M  se  mouvant 
en  demeurant  invariablement  attaché  au  plan  de  l'angle  A , 
qui  se  meut  avec  lui.  Si ,  au  contraire,  on  suppose^,  et  jc, 
constantes ,  a  et  p  variables ,  on  aura  le  lieu  du  point  M  in- 
variablement attaché  à  la  courbe  qui  se  meut  en  restant  con- 
stamment tangente  aux  côtés  de  l'angle  0. 

Appliquons  ce  procédé. 

Soient  les  équations  des  droites  Ajt'  et  Ay 
(1  )  (Ax')        ^  ==:  /7î j:  +  V/iôW+T' 

(2)  (A/)        y=m'x-i-  |/aW  +  6* 
liées  entre  elles  par  la  relation 

/îi  +  /Il 

(3)  lange  OU  ^=^-p^,. 

D'après  un  théorème  connu,  la  distance  MQ  d'un  point  M 
à  une  droite  AQ  suivant  un  angle  0 ,  sera 


I 


—  ViR  — 
ûf.  même,  AQ  =rJfflV=  a  donne 


(5) 


y,  —  ik'jt, — l/a'm"+li'' 


♦•» — / — r' 

ci  it  ne  s'agît  plus  que  d'élimmer  m  et  m*  entre  les lrûi§ 
équations  (B],  (4),  (5).  Or,  dans  ie  cas  général ,  cette  éliint- 
nation  esteictrémeinent  compliquée,  car  les  detix  équations 
en  m  résultantes ,  sont  tout^  deux  du  quatrième  degré.  Maïs 
faisons  application  à  quelques  cas  particuliers, 

1"  Lieu  du  sommet  d'un  angle  mustant  tournant  langen- 
licllement  à  une  ellipse*  Dans  ce  caS;  le  point  M  coïnelde 
avec  A ,  et  on  a  a  =  p  ^0, 

Alors  les  équations  deviennent 


j§       1  +  mm' 


■^ ,  0  =jr^  —  mx,  —  X/a'm'+ù^ , 


0  =^.  —  m'x.  —\/a'm''^ù\ 
Ë11e§  se  rèdutscnt  à 


^%^ 


^=: 


j:/  —  a 

-m! 


X^  —  a 
OU    #(i  H-  irtfn')  ^  m  ^  m\ 


1  +  /wm' 
Les  deux  premières  rentrant  Tune  dans  Tautre. 

Donc  mm'  est  le  produit  des  racines  de  Tuoe  d'elles^  et 
j,i  — ./n'  est  la  diflKrçncc  de  ces  mêmes  racines.  On  en  tire 


x:-a- 


i 
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ou        y^  -f  jr/  — .  a*  —  *•  = î — r — î . 

o 

Cette  équation  est  du  quatrième  degré  dans  le  cas  géoéral. 
Si  les  tangentes  deviennent  perpendiculaires  entre  elles  , 
^  =  00  ;  d'ailleurs  le  numérateur  ne  peut  jamais  devenir  nul 
pour  aucune  valeur  réelle  de  y,  et  de  x,  \  il  est  toujours, 
réel,  et  l'équation  devient  alors 

ce  que  Ton  savait  déjà. 

^  Lieu  du  centre  des  ellipses  tangentes  à  deux  droites 
faisant  un  angle  0. 

Dans  ce  cas  nous  prenons  les  deux  tangentes  pour  axes, 
et  X.  =^,=0  ;  les  équations  deviennent  ainsi 

P= 7=^^=^'      «=  . > 

«'(!+'»'•)  (l  +^)  =aW+^% 

n^   = —  =:  

d'ailleurs 


ou 


d'où 


m' 


m'  = r—. 

Nous  n'essayerons  pas  l'élimination  dans  le  cas  général  ; 
mais  si  nous  supposons  que  l'angle  des  tangentes  soit  droit , 
alors  ^= œ ,  et  en  divisant  par  ^*  les  deux  termes ,  on  aura 


d'ailleurs ,  à  cause  de  la  perpcodicularilé  ^  on  a  mm'^^i^ 


donc 


=  W 


OU  (a^  —  ^')P'  +  {a*  —  6")  a'  =  a^^b\ 

résultai  que  Toq  pouvait  aussi  aisément  prévoir* 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  voir  avec  quelle  facililé 
on  peut  déduire  tous  ces  lieux,  s!  connus,  des  trois  équation» 
que  nous  avons  données.  Dans  le  cas  de  Thy perbole,  ou  au- 
rait les  mêmes  résultats,  avec  cette  seule  différence  qu'il 
faudrait  partout  changer  Ù"  en  —  b^.  ^ 

On  peut  faire  le  même  calcul  dans  la  parabole ,  eu  parlant^ 
de  l'équation  de  la  tangente 


w  ^ 


y  =  m  jr  + 


on  a  alors  les  trois  équations 


1  +  mm!  ' 


P  = 


^m 


^'  '2m 


yT^'\/i4 


•^■-"'"•-2^' 


|/ï 


^'^"\/'4 


L'élimination  donne  encore  deux  équations  en  m  du  qua- 
trième degré. 

Nous  remarquerons  seulement  que  le  lieu  des  sommets 
d'un  angle  constant  tangent  à  la  parabole  est  une  hyperbole^ 


I 


du»  oe  cas,  ps:a=0,  et  les  éqiii)tioiis  de?ieniieot 
2wy.— 2m"x,— ps=0,      2w>,— 2wf*x,— /i=0, 

ou  m*— —  /«+ :^  =  0, 

alors 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  dont  le  centre  est 
situé  sur  l'axe  de  la  parabole  et  ayant  avec  la  parabole  une 
directrice  et  on  foyer  communs  j  comme  il  est  facile  de  le 
YOir.  Pour  9i=  o» ,  elle  se  réduit  à 

/i'+4/^J:,+*r;=0 ,       ou      a:,  =  — |, 

comme  on  le  savait  d'ailleurs. 


DEMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE 

De  la  proposition  de  la  note  {i),  p.  116,  t.  III ,  relative  d  la 
muliiseetion  du  cube. 


Professeur  licencié  es  sciences  physiques  et  mathématiques. 

Il  faut  démontrer  qu'on  a  DB^zDH'zrDB.'DE  {fig.  23). 

Poar  cela ,  il  n'y  a  qu'à  mener  Dh  perpendiculaire  à  GK  ; 
DQ,  et  HN  perpendiculaires  à  AK,  et  joindre  HL. 

D'après  cette  construction ,  L  est  milieu  de  CE  ;  d'ailleurs 
H  est  par  construction  milieu  de  GK ,  donc  LH  est  parallèle 
àGC. 
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[  etCK  sont  parallèles,  comme  pcrpendicuJaires^ 

oc  dai    le  triangle  DLH ,  OE  est  parallèle  à  LU. 
dans  le  triangle  DLC ,  NO  est  parallèle  à  CL. 
prèâ  cela  ,  et  à  cause  que  ADH  est  rectangle ,  on  a 

:DH'::ÂQ:QHi:AD:DN;:DC:DK::DL:IH)::DH:DEf 

»c  DA';DH':rDH:DE, 

:omineDÂ  =  DB, 

DB':DH^::DH;DEî 

B  antécédents  par  DB,  les  conséquents  pèr^ 


M 


DBMDH*::DHX       iDExBHi 
.  «eux  termes  d  er  rapport  par  DH,  ona 

aent  ^ 

DB^:DH^::DB:DE, 

|a'il  rallait  démontrer, 
LIMITES  DU  PÉRIMÈTRE  D'UNE  ELLIPSE, 

ET  RECTIFICATION  D'UNE  CYCLOÏDE. 

PAR  M.  A.  FinrROinrr, 

tiève  Interne  du  collège  de  Saint-Louis  (  classe  de  M.  Vincent  ). 


THÉORÈME. 

Le  périmètre  d'une  ellipse  dont  les  demi- axes  principaux 


sont  aeib  est  toujours  compris  entre  ^(û + b)  et  -nK  2(a'+é'). 
Soient  OA=a  (fig,  22)  et  OB=b  les  demi-axes  princi- 
paux de  Tellipse.  Considérons  deux  points  P  et  P' ayant 
môme  abscisse  et  situés,  l'un  sur  le  cercle  circonscrit,  et 
l'autre  sur  Tellipse;   menons  ensuite  deux  tangentes  ^ui 
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Tiendront  oonper  l'axe  OA  en  un  même  point  C.  Si  «,  a'  re- 
IHréscntent  les  angles  PGO^  P'GO,  K  et  K'  Félément  dn  cercle 
au  point  P  et  celni  de  Tellipse  au  point  F,  on  anra 

K__C08a'__m     /i  -i-  tang'g 
K'""^s^""\/   i+tang>a" 

taoff  a     a 
ou,  en  posant  tang'asm',  et  remarquant  V^^^-^^z*** 

Ainsi ,  si  m ,  m',  m" représentent  les  tangentes  de  tous 

les  angles  compris  entre  0°  et  90»,  n  leur  nombre  et  j9  le  pé- 
rimètre de  l'ellipse ,  dont  celui  de  la  branche  AB  n'est  que  la 
quatrième  partie ,  on  pourra  poser ,  en  vertu  de  la  relation 


^=r. 


4  ~  an**  1   V     «'('»•+ 1)  ■*"  V     <^{jrl*  + 1) 

-^\/^>"'+l)'^ '""  nombre»  |. 

Comme  à  une  valeur  m  de  la  tangente  en  correspond  une 

autre  —,  les  deux  termes \  /  -— -^ — --  et  \  /  ,^  ,  .. 
se  trouveront  dans  la  suite  qui  constitue  le  coefficient  de 
va,  et  la  relation  précédente  deviendra  alors,  après  la  sup- 
pression  du  facteur  a , 


+ etc.,  en  nombre  — 

À 


—  %m  — 

1/  — ;^ — r-^X/  ~v— 7-  ramcoeo  a 
e  K  A +  1/B  devient 

=  0^  cette  foDCtton  atteint  mxï  minîmom,  pi 
^+£'),  et  son  maximum  |/2{a'+&*)  répond  a  Thypo-j 

m  aura  donc ,  eo  remplaçant  chaque  expression  par  If  ï 
(a  +  6) ,    pats  par  la    râleur  maximani 

7>;(^  +  *)         OU         ^>Tt{a  +  ^), 
^  <  ^  k2(il'+t')         ou         p  <îrl/2K+6*). 

A^ofe.  Les  deux  limites  deM.  Peyroûny,et  d'autres  plusrap 
procliées ,  ont  été  doonées  la  première  foïs  par  J.  Bernoulli , 
d'après  une  gènéralioa  organique  d'uue  courbe  rampant  sur 
une  autre,  moyen  simple  et  d'une  extrême  fécondité  pour 
les  périmètres  des  courbes ,  sur  lesquels  la  géométrie  ordi- 
naire et  celle  des  projections  ne  nous  apprennent  absolament 
rien  ;  nous  en  entretiendrons  nos  lecteurs.  Tm. 

NOT€  SUR  LES  RACINES  CUBIQUES. 

PAR  M.  BEIOT , 

Ancien  professeur  dans  les  Collèges  royaux. 

Les  traités  d'arithmétique  contiennent  des  méthodes  pour 
rendre  plus  rapide ,  au  moyen  de  divisions  successives,  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  des  nombres. 
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L'extracUon  de  la  racine  cubique  est  susceptible  de  sim- 
plifications analogues ,  et,  comme  la  méthode  à  suivre  pour 
les  effectuer  n*a  encore  été  traitée ,  à  notre  connaissance , 
dans  aucun  ouvrage  élémentaire,  nous  croyons  utile  de 
faire  connaître  et  de  développer  par  quelques  exemples  le 
procédé  qui  suit. 

Nous  ferons  voir  d'abord  comment  doit  être  modifiée , 
pour  la  rendre  plus  facile  et  plus  prompte,  la  méthode  usitée 
pour  la  détermination  successive  des  chiffres  de  la  racine. 
Puis  après,  comment,  par  une  suite  de  divisions,  on  pourra 
rendre  plus  rapide  encore  la  méthode  indiquée. 

Soit 

Supposons  pour  le  moment  que  la  racine  a+ A  soit  entière 
et  que  b  désigne  le  chiffre  des  unités,  de  Tégalité  précédente 
on  déduira  celle-ci: 

Faisons 

3a(a  +  6)  +  6«=:P, 
ooQs  aurons 

N— û»  =  tP. 

Admettons  maintenant  que  (a+b)  ne  soit  qu'une  partie  de 
la  racine  totale ,  et  que  le  chiffre  suivant  soit  c  ;  de  sorte  que 
ToD  ait 

Alors 

sera  le  reste  au  moyen  duquel  il  faudra  déterminer  c.  Pour 
cela  nous  savons  qu'il  faudra  diviser  une  partie  convenable 
de  ce  reste  par  3(a+&)%  et  que  le  quotient  indiquera,  au 
moins  approximativement,  le  chiffre  à  vérifier  c.  Or  le  pro- 


I  P  est  éfidemment  iioe  partie  de  ce  mm 
,  I  it  leur  différence 

ajoutée  à  P  donnera  le  dÎTisear  cherché. 
Cette  différence  revient  à 

et  peat  i'écrire  ainsi 

faisonfl  pour  abréger 

et  prenons  la  somme 

P-hU, 

pour  diviseur.  Celui-ci  quoique  trop  fort  de  ù*,  n'en  sera  que 
plus  utile  dans  la  pratique  i  parce  que  le  diviseur  exacl 
B(a^h)^  doitne  presque  toujours,  comme Findique la  théorîCi 
uu  quotient  entier  supérieur  au  chiffrée  cherché. 

Quelques  applications  numériques  en  familiarisant  avec 
remploi  de  ces  formules ,  vous  en  démontreront  l'utilité. 

Pour  que  l'on  puisse  suivre  commodément  les  calculs ,  et 
en  saisir  l'ensemble  avec  plus  de  facilité ,  nous  écrirons,  en 
dehors  du  texte,  le  tableau  ou  le  type  de  chaque  opératiou* 


Premier  exemple, 
tTOayer  la  racine  cabiquc  de  12  tXK)  000  000. 

Opératiom  partielles^ 


ration 

pirneipàk. 

lodoooooo 

iôô 

9 

S24 

2 

35â000 
150544 


8 


147  648  000 
15  656  841 


6  736  431 


)00  000000  =2289. 


33 

50 

p.= 

1389 

23 

60 

p.= 

13S4 

23 

6 

660 


U.  =  132 
S.=  P.  +  U,=  1456 
228 
660 


13  821 
1374 


13  7U 
1368 


P,  =  151  221 


P^  =  150  544 

U,=  5  472 

S^  =  156  016 


24 

912 
456 

U,  =  5472 


2  289 
6  840 


91641 
18  31  2 
137  34 


P,=  156  56  811. 
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Le  premier  chiffre  de  la  racine  est  2;  le  reste  correspon 
dant  €st  4.  Descendant  la  tranche ,  Ton  a  40  à  di?iser  par  li^ 
le  quotient  est  3 ,  Alors  ^+6  =  ^3  ;  multipliant  ce  notnbi 
par  3^1  =^  60 ,  et  ajoutant  9 ,  Ton  a  pour  première  yalei 
deP,  le  nombre  1389  qui  multiplié  par  //c=  3  donne 
produit  supérieur  à  4000.  La  soustraction  est  donc  m 
possible ,  et  le  cbiffre  3  est  trop  fort.  Mais  avec  2  la  sous 
traclion  peut  s'effectuer,  et  le  reste  correspondant  1352, 
suivi  d'un  zéro,  donnera  le  nouveau  di?idende.  U  =  132, 
par  suite  P  +  U  =  1456;  le  quotient  correspondant  est  f, 
Mais  le  produit  ^P  ne  peut  se  soustraire  du  rester  essayoDSl^ 
la  soustraction  devient  possible  et  147648  est  le  reste  correi- 
pondaut.  La  division  de  1476480  par  S^  donne  le  chiffre  i, 
que  l'on  vérifie,  et  Ton  a  enfin  9289  pour  ta  racine  cabiq« 
demandée. 

Deuxième  exemple. 


Soil  à  extraire  avec  4  décimales  la  racine  cubique  de 
L'opération  se  fera  ^  d'après  la  méthode  indiquée,  coûformé- 
ment  au  tableau  ci^joint. 


io.  1 


OpéroÊion  principale. 


40 

27 

3 

13  000 
3  076 

4 

696  000 
347  821 

1 

348  179  000 
34  986  451 

9 

34  301  041  000 
3  507  791  511 

2  730  917  401 


1/^40  =  3.4199 


Opérations  partielles. 


S.=  27 
34 
90 

P,  =  3076 
340 


341 

1020 

6821 

341000 


68  P,=  347821 


S.  =  3684  • 

3  419 
10230 
102  651 
683  8 
3419 
P4  =34  976451 
34199 
102  570 


2394  011 
17099  5 
68398 
3419  9 
P,==  35  077  91  511 


Emploi  de  la  division  pour  abréger  les  calculs. 

)rsqa'oD  anra  calculé  par  la  méthode  précédente  plus  de 
oitié  des  chiffres  de  la  racine  cabiqne  d'un  nombre,  on 
Ta,  en  s'appuyant  sur  les  mêmes  formules,  déterminer 
rapidement  par  la  division  les  chiffres  restants. 
Q  effet,  soit  a  un  nombre  de  /i  +  l  chiffres,  suivi  de  n 
s  et  6  un  nombre  de  n  chiffres.  Nommons  N  le  cube  de 
>mme  /x  +  6 ,  la  racine  aura  2/1+1  chiffres,  et  Ton  aura 


N- 


3a* 


,     b'        b^ 


[irès  ce 


a>10«%       ^<10*, 


i 


a 
I ,  pQîsque  Von  a 


ou       < 


^Aff 


l'où  Ton  Toit  que  la  âoinme 


moiodrc  que  Tutiilé  ,  uVn  pourrait  difTéfËr  en 
î 


aanlité  <  ^^^. 

Application 

On  délermine  par  la  méthode  précédente  la  parlie  %1\ 
formée  par  les  trois  premiers  chiffres  de  la  racine  cubique 
de  20. 


i 

en 

I 
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éraêion  principale.  Opérations  partieUes. 

27 
60 


) 

$              2 

2000 

1669 

7 

317000 

219511 

1 

97  4-89 


Première  division. 
972  I  220 

96  |"ir 

97489000  000 

97099601984 

389  398016 


1669 

540 

27 

2236 

271 

810 

2711 

2168 

219511 

813 

220324 


Deuxième  division. 

38939 

0 

22103 

16836 

1761 

1364 

31 

16 

1720  =  2,71441761. 

deux  diiffres  44  qai  saivent  2,71  s'obtiennent  par  la 
Q.  Pomr  cela  ob  écrira  deux  zéros  à  la  droite  du  reste 
etron  divisera  |e  nombre  résoltant9748900par220324. 
t  que  dans  tme  division  dont  les  deox  termes  sont  de 
i  nombres,  les  premiers  chiffres  à  la  droite  da  diyi- 
m.  DU  Matbéiiàt.  III.  17 
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àenéa  et  An.  Hfbëût  ti'ont  qu'âne  faible  iofluencÊ  snr  h 
chiffres  du  quollent*  On  pourra  donc  se  borper  ici  à  divisef 
974  par  220 ,  en  faisaDt  usage  de  la  méthode  approximayTe 
eoimae,  et  le  qiiotieal4l  doEoera  les  deux  chiffres  chercha 
de  la  râd&e  dont  la  partie  connue  deviendra  par  conséquent 
27U4.  Pour  la  vérifier,  on  retranchera  le  produit  ^P  de 
97489000000  et  Ton  aura  le  reste  correspondant  389398016. 
Écrivant  4  zéros  à  la  droite,  el  divisant  le  nombre  quien^ 
résulte  parla  valeur  correspondante  4e  P+U,  ou 
ment  38939  par  2210a,  le  quotient  1761  complétera  l'c 
traction  I  et  Ton  aura  ainsi 

^20=2,71441761, 
t 


à  moins  de 


100000 


mu 


d'unité  pr^. 


SOLUtlON  ^ 

PROBLÈME  SUR  LE  BILLARB  ClRCUtAIRE. 
(  Quesiion  dexamm^  ) 


On  donne  un  cercle  ci  dmx  poinis  iniérimrsA^  B  (tîg.  25)  î 
ces  points  étant  considérés  comme  des  billes  in/inimmti  peêUsSy 
et  la  circonférence  comme  une  ligm  matérielle  parfaïUemaU 
élastique  :  on  propose  de  déterminer  sur  la  circonférence  i» 
point  D  tel  que  la  bille  A ,  dirigée  vers  le  poinfD ,  rÊpienm 
au  point  B ,  après  s'être  réfléchie  sur  la  circonp^mice.  ' 

t.  Supposez  le  problème  résolu ,  et  mloez  lesoQrèeiniï'>  ' 
DBE,  et  les  tangentes  HDG,  FH,  £(1  I^-tfiigteî  ïMTv 
EDG  seront  égaux  ;  donc,  les  cordes  DaT^DEE,  àttrMMli^ 
même  longueur ,  et  par  conséquent  le  trianf te'  BRP'^M^ 
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6gal  aa  triangle  OGE.  O^aillears ,  les  points  H  »  G,  appar- 
tiennfflit  aux  polaires  OX,  OT  des  points  donnés  A,  B  : 
dnai,  la  question  se  ramène  à  inscrire  dans  l'angle  donné 
ICXX,  une  droite  HDG  qoi  tooche,  en  son  milieu  D,  une 
ciroDiiférence  située  dans  Tintérieur  de  l'angle. 

Foor  noiettre  en  équations  ce  dernier  problème ,  je  dirige 
kl  axes  de  coordonnées  suivant  les  côtés  OX,  OY  de  l'angle 
dooné  YOX  ;  et  je  prends  pour  inconnues  les  deux  coordon- 
nées j/y  y,  du  point  D ,  milieu  de  HDG.  Le  coefficient  de 

y 
Findinaison  de  la  droite  HDG,  sur  l'axe  OX,  sera  —  ^, 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer.  De  plus ,  on  sait  que  si 

/(x,y)  =  0  esi  réquation  de  la  courbe  FDE ,  et  X',  Y'  les 

dériTées  de/(j:  ,^) ,  relatives  kx  eiy,  dans  lesquelles  les 

variables  x^  y  sont  remplacées  par  x\  y\  le  coefficient  d'in- 

X' 
dinaison  de  la  tangente  HDG  a  aussi  pour  expression  —  =>  : 

y'      X' 
donc  ^  =  ^  ;  d'où  Yy  —  XV  =  0.  Par  conséquent,  on 

Xr  X 

aura,  pour  déterminer  les  valeurs  des  inconnues  x\y\  les 
équations/(j:r',y)  =  0,  Yy— XV  =  0.  f^ 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  courbe  FD£  dont  l'éliuation  est 
/(a:,^)  =  0,  le  point  D  auquel  il  faut  mener  la  tangente 
HDG  est  situé  sur  la  ligne  Yj^  —  Xj;  =  0. 

Dans  la  question  proposée,  la  courbe  FDË  étant  une 
droonférence ,  l'équation /(j:,^)  =  0  devient /  + x' + 
^oM-^ay'\'b^'\-c:=^0.  L'angle  d  est  l'angle  YOX 
<iae  forment  les  polaires  0%,  OY  des  points  Â ,  B.  Les  coef- 
ficients a^h^  changés  de  signe ,  représentent  les  doubles 
des  distances  du  point  O^^le  de  la  droite  AB,  aux  pieds  des 
IvpeDdicalaires  CL,  Cl,  abaissées  du  cenfre  C  sur  les  axes. 
Etleooeffi^âant  c  est  lé  carré  delà  tangente  menée  du  point  O 
i  la  droonférence.  On  a  d'ailleurs  Y=s^+2^cos9+a, 


/ 


X=ftr+V^OS0+fr;  et  par  suite  l'équation  Yy—Xx 
détient  ^  — to^  +  a/ —  ùx^o. 

Elle  repréaeole  iiBè  liyperbale  équilatérc  dont  les  asymp 
Mes  sont  parrilèles  «ux  bissecirices  des  augks  formé»  par  I 
les  polaires  CHyW;  ou»  ce  qui  revient  au  même,  les 
MJpiftplôtes  sont  piraltèles  aux  bissectrices  des  angles  que 
Mniènt  les  droites  CA,  CB,  Cette  hyperbole  passe  par  les 
qtiatre  sommets  da  qoadriktère  OICL ,  elle  a  son  centre  âii 
milieii  dé  h  diagonalelL,  Enfin ,  les  tangentes  à  la  eourtKt 
aax  points  L,  I ,  où  elle  coupe  les  polaires  des  pomts  B,  Â , 
sont  parallèles  à  la  droite  BA.  En  effet ,  ces  tângeotes  M- 
Tent  être  perpendicQlaires  à  Th^'poiénnse  des  triangles  m- 
fangtesO^^OlG,  dont  les  cet  es  de  Tangle  droit  sont  di'i 
*" cordes  de  riiyjperbole  équilatère  ;  et  la  droite  AB  est  auiû 
perpendiculaire  à  CO,  car  le  point  0  est  le  pôle  de  AB 

Dans  le  cas  particulier  où  CA  «=  CB ,  on  a  :  CI  ^  CÎT 
Ola^OL;  a=i,  et  alors,  TéquatioD  %r''—'^jc''+aj—bj:=^ 
représente  les  deux  diagonales  CO ,  IL  du  quadrilatère  COU. 

Si  l'on  suppose  CA>CB,  on  aura  CI<GL,  Fangk 
lCO>ran|le  LCO.  La  bissectrice  de  Tangle  ACB  sera  si- 
tqrijc  ^ns  itntérieur  de  Tangle  ICO ,  et  comme  cette  bissec- 
trice est  parallèle  à  Tune  des  asymptotes,  il  Taudra  que  les 
deux  points  G  9 1  se  trouvent  sur  une  d^  deux  branches  de 
rbjrperbole,  et  les  points  O,  L  seront  situés  sur  l'antre 
branche.  La  première,  qui  pàile  pdf  le  centre  du  cerde, 
eciji|[^ra  nécessairement  la  circonférenSf^n  deux  points  D, 
D^  Et  il  est  facile  de  reconnaîtra  qiie1[;es  deux  points  satis- 
font à  la  question  proposée.  G'est^ii'e  que  si  Ton  dirige  la 
bille  A  vers  unài^o^  points ,  par^emple  au  poinLBi^dle 
reviendra  en^,  aorès^s*étre  Mléchil  sur  la  circonnîenoe. 
'brf^  le  rayon  CD  étant  moJren^géonil^riqQe  entre  GA.  étGI; 
les  triangles  ÔDA,  Cl^I  sont  sg^blablas.  et  Vaif 
=  D1C.  De  niéme,  la  shiintude  des  frianglei 


Qiiij 
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donne  BDG  =  DLG.  Mais  Thyperbole  considérée  étant  équi- 
latère,  la  différence  des  angles  DIL,  DLI  est  égale  à  la  dif* 
téareoce  des  angles  CIL,  CLI  f) ,  on  a  donc  DIC  =  DLG,  et 
par  conséquent  ADG  =  BDG. 

D'après  cela,  on  voit  qne  la  question  proposée  admet  au 
moins  d<mx  solutions. 

S.  De  nombre  des  solutions  es^  dans  tous  les  cas,  égal  à 
celui  des  points  communs  à  la  circonférence  et  à  Thyperbole. 
Afin  de  déterminer  le  nombre  de  ces  points  par  le  calcul  le 
plus  simple ,  je  transporte  Torigine  des  coordonnées  au  centre 
G  de  la  circonférence.  Puis  je  dirige  Taxe  des  j^  suivant  la 
bissectrice  CY  de  Fangle  ACB  des  deux  droites  C A ,  CB ,  me- 
nées du  centre  aux  deux  points  donnés  A ,  B  (/S^.  26) ,  et  je 
l»rends ,  pour  axe  des  j:  ,  la  bissectrice  de  Tangle  adjacent 
BCA',  en  supposant  toujours  CB  <GA.  Enfin,  je  nomme  a , 
6,  les  coordonnées  x^  y  du  centre  de  Thyperbole ,  si  lue  au 
milieu  M  de  la  droite  IL ,  qui  unit  les  pieds  I ,  L  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  centre  du  cercle  sur  les  polaires  des 
points  A ,  B  ;  et  r  le  rayon  de  la  circonférence. 

iS'équation  de  la  circonférence  sera  ^*  +  jr*  =  r*,  et  celle 

de  rhyperbole  :  xy  —  ay  —  €j:  =  0.  La  première  donne 

y           r  —  X      ^                    .     y               r  —  x 
— —  = :  et,  en  posant =z,  =  z,  on  en 

2rz               r(l— s') 
déduit  '.y  = ;»  •2^  =  —; r--  Substituant  les  valeurs 

1  +  z  1  +  z" 

de  a: ,  ^  dans  :r^  —  «r  —  Cx  =  0 ,  il  vient  : 
2r'z  (1  —  z")      2arz  +  €r(l  —  z') 


(1  +  zT  (1-Hz') 


:0î 


(*)  La  différence  des  angles  formés  par  le  diamétfelL  avet  les  cordes  sup- 
plémentaires menées  à  ses  extrémités,  est  égale  à  l'angle  de  ce  diamètre  et  de  la 
langente  menée  par  fane  de  ses  extrémités.  La  tangente  à  Pliyperbole  au  point  I 
étant  parallèle  à  AB ,  l'angle  dont  il  s'agit  est  prédaéraent  celui  des  deux 
droites  AB,  IL. 


ou 
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Posons -^ii:±^  =  A,Hi!::i^=B,  il  en   résulter. 

réqaatioii  z^-hAz^^Bz  — 1=0»  qui  a  déjà  été  discutée 

(t  II,pag.  t8-21). 

On  a  démontré  que  si  l^s  coefiScienls  A  »  B  de  cette  der- 

,    ,.    ,     ,.  ,  /Â+B\4      /A— B\i 
mère  équalton  satisfont  a  1  inégalité  l ^-7^)  ^  1     ,—  I  + 

1  <C  0  ^  ses  quatre  racincâ  sont  réeUes  et  inégales. 
Deui  de  ces  quatre  racines  réelles  deviennent  égales, 

,„„,„e(i±-7-(^»)U.=0. 

Deux  des  racines  de  TéquatioD  sont  imaginaires,  si  Vm  â j 
/A+B\^       /A^B\4     ,_  ^ 

Or,  les  égalités  A=  ——7 — ,  ^^  — ; — ^  ,  donnent 


A+B 


-.  Par  suite,  un  a 


(^y-(^7--=v>1-\X.^^'^ 


on  en  concluera  que  : 

6 


L'équation  z*- 


.Z3  + 


2  —  1  s=^  m 


quatre  racines  réelles  et  inégales ,  lorsque  les  coordoiMéll 

a,  6  du  centre  de  l'hyperbole  satisfont  à  rinégalité  K  ix'+ 

V^€'  <  V/r\  Deux  des  racines  réelles  de  cette  équation 
dBYiennent  ^alés- çntre  eUes,  lorsque  les  coordonnées  a,€ 

donnent  k  ?  +  V^  =  v  r^.  Deux  des  racines  sont  iroagi* 

naires ,  si  l'on  |  K?  +  V^>  V^^ 
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Dans  le  premier  cas  »  chacune  des  branches  de  Thy  perbolc 
coupe  la  circonférence,  et  alors  le  problème  admet  quatre 
solntions,  déterminées  par  les  quatre  pomts  E,  F,  D,  D', 
communs  anx  deux  courbes. 

Dans  leseoond,  labranchede  l'hyperbole  EE'  qui  ne  contient 
pas  le  centre  du  cercle,  devient  tangente  à  la  circonférence. 
Et  enfin  f  cette  branche  n'a  aucun  point  de  commun  avec  la 

dreonférence  quand  l'inégalité  y  a*  +  Ke»  >  f/r^  a  lieu. 

La  condition  ^0?"+  1^6"  <  l^r*  montre  dans  quelle  par- 
tie du  plan  du  cercle  doit  se  trouver  le  milieu  M  de  la  droite 
IL,  pour  qu'il  soit  possible  de  déterminer  sur  la  circonfé- 
rence quatre  points  E^  E*,  D,  ly  satisfaisant  à  la  question 
proposée.  En  eflet,  construifl|k  la  courbe  PQRS  (fig.  26) , 

dont  l'équation  est  Vx^+Vy^^Vr^.   Si   la   condition 

K?+  J^S*  <  V^  est  remplie,  le  point  M  devra  être  situé 
dans  l'intérienr  de  la  partie  du  cercle  terminée  par  cette 
courbe.  C'est  le  cas  particulier  où  le  problème  admet  quatre 
solutions.  Lorsque  le  point  M  est  sur  la  courbe ,  le  nombre 
des  solutions  se  réduit  à  trois  ;  et  il  y  en  a  seulement  deux , 
siée  point  est  extérieur  à  la  partie  du  cercle  terminée  par  la 
courbe.  On  conçoit,  d'après  cela,  que  le  nombre  des  solu- 
tions est  égal  à  celui  des  tangentes  que  Ton  peut  mener  par 
le  point  M  à  la  courbe  PQRS.  C'est  d'ailleurs  ce  qui  résul- 
tera des  considérations  suivantes. 

Je  prolonge  la  droite  CM ,  d'une  longueur  MN  =  CM  ;  le 
point  N  sera  sur  lliyperbole.  Je  joins  le  point  N  à  un  des 
points,  E',  communs  à  Fhyperbole  et  à  la  circonférence ,  par 
la  droite  NF,  dont  le  prolongement  coupe  les  asymptotes 
«ox  points  0,  O',  et  les  axes  des  coordonnées  en  H,  G.  Je 
mène  encore  le  rayon  CE',  et  la  droite  MF  parallèle  à  CE'.  Le 
point  F  sera  le  milieu  de  la  corde  NE',  puisque  M  est  le  mi- 
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lieu  de  CN*  De  plus  j  NO  =^  E'O',  ajinrae  parties  â*um  sàmnSl 
à  rbyperbole^  comprises  entre  la  courbe  et  ses  asymptotes; 
dOQC ,  le  point  F  est  au  mîliea  de  la  droite  OO'.  D'où  je  con- 
elQS  I  à  cause  da  parallélisme  des  droites  CF,  IVIF»  que  E^  0^ 
aussi  le  milieu  de  Thypoténuse  HG  du  triangle  rectaogle 
HGG.  Et,  par  suite,  HG  =  2CF.  Ce  qui  montre  d^abori  ^ 
qu'on  obtiendra  les  points  cherchés  E^  E ,  D" ,  D ,  en  MenaM^ 
par  le  point  N,  donné  dans  rintérieur de  Tangle  droit  YC 
des  droites  telles  que  leurs  parties ,  comprises  entre  les  côlft  ' 
de  Tangle  prolongés ,  soient  égales  au  diamètre  du  cercle,  et 
en  prenant  les  milieux  de  ces  droites. 

Gela  pc^  ^  SI  Ton  conduit  par  le  point  M ,  milieu  de  Ï3^ 
une  parallèle  à  HG,  termîuée  à  la  rencontre  des  axesOX^^ 
OY,  elle  sera  égale  à  la  momé  de  HG  ,  c'est-à-dfre  au  raycm 
r  de  la  circonférence.  Or,  tootc  droite  égale  à  r,  et  inscrite 
dans  les  angles  formés  par  les  ânes  ^  est  tangente  à  la  courbe 

PQRS dont  léquation est  Kr'  +  K?=  J^ (t.  I ,  p. gS5) 
Donc,  à  chactm  des  points  E,  E',  D,D'^  correspond  une 
tangente  à  la  mnrbe  PQRS ,  menée  par  le  point  M  ,  et  réci- 
proquement. C'est  ce  que  nous  Youlièns  dé|DODtrer. 

3.  Lorsque  CA.=:CB  {fig.  27),  on  aGI=rCL  j  le triaog^|^ 
étant  isocèle,  la  bissectrice  G  Y  deraoglelCLpcyi^ç^PII.I^ 
milieu  M  de  la  base  IL  du  triangle,  et  a  a  0.  V6fp]0^ 

2(r  +  a)  2(r — a)  '     '  ■  "^^ 

z^  +    \      z^  +  -^ — -z—i  =0  estalor»itiieéftMM|ft 

2r         2r  ^  -^ 

réciproque  z*— ~-z^  +  --rz  —  l  =0;  et  it e^t  ftieflé liiii 

6  5  '  .       .  . 

résoudre ,  et  d'obtenir  les  coordonnées  des  poiàt»  dMÎ^Ml 
au  moyen  des  relations  y  = ;  ,   j:  =     f-'l'J«'-^WW% 

dans  ce  cas  particulier,  Téquation  jrj'-~aj'-— 6;p===ÉPaOTBbt 
xj'— Sx =0  î  elle  représente'les  deux  droites  ic=:stf ,  y  âs'JSÎ 


ÏM  premiAro  est  h  bissectrice  de  l'angle  AGB ,  la  seconde  est 
k  droite  IL.  La  droite  J7  =  0  coupe  toujours  la  circonfé- 
lenee  en  deux  points  D ,  V  {fig.  27  ) ,  qui  satisfont  éyidem- 
OMBt  i  la  question  proposée.  Si  la  distance  CM  ou  €  est 
BUindre  que  le  rayon  du  cercle ,  la  droite  IL  rencontrera  la 
droooférence  en  deux  points  £ ,  F,  qui  conviendront  aussi  à 
la  ^piestion.  Cest  ce  que  l'on  peut  vérifier  en  conduisant  les 
droites  EA. ,  EC ,  EB.  Car  le  rayon  EG  étant  moyen  géomé- 
trique entre  GA  et  CI ,  les  triangles  ECA ,  ICE  seront  sem- 
blables ;  donc  y  l'iogle  AEC  =  l'angle  CIL.  De  même ,  la  si- 
nûlitode  des  triangles  CEE ,  GEL  donne  BEC  =  GLI.  Mais 
les  angles  CIL,  GLI  sont  égaux,  puisque  CL=CI.  Par 
conséquent  AEC  =  BEC.  On  prouverait,  de  même,  que 
AEfC  =  BEC. 

4.  Si  les  points  donnés  A ,  B ,  sont  en  ligne  droite  avec  le 
centrée  du  cerde  {fig.  28)  :  la  droite  IL  coïncidera  avec 
Taxe  GX;  l'ordonnée  6  du  milieu  M  de  IL  sera  nulle.  Alors 
l'équation  xy —  cty  —  6j?  =  0  se  réduit  kxy  —  o^  =  0  ;  elle 
représente  les  deux  droites  ^  =  0 ,  x  =  a.  La  première  ren- 
contre la  circonférence  aux  points  D ,  D^  qui  répondent  à  la 
question  proposée.  La  droite  j:  =  a  rencontrera  la  circonfé- 
rence en  deux  points  E ,  E',  lorsqu'on  aura  a  <  r.  Et  ces 
deux  points  satisferont  encore  au  problème.  Pour  le  vérifier, 
je  mènerai  la  tangente  HEG ,  qui  coupe  aux  points  H ,  G  les 
polaires  IH,  LG  de  A,  B.  On  aura  HE  =  EG,  puisque 
IM=ML.  D'ailleurs ,  la  corde  des  contacts  £K  des  tangentes 
HE ,  HK  passe  par  le  point  A ,  et  celle  des  tangentes  GE  ,  GF 
contient  le  point  B.  Les  triangles  isocèles  KEH,  FGE  étant 
égaux ,  on  aura  l'angle  HEK  =  FEG.  C'est  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

G. 
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DB  QUELQUES 
PROPOSITIONS  SUR  LES  NOMBRES. 


n 


Prof«aseur  à  i'Ëeok  n«Tsla« 


Le  carré  d'oa  nombre  enlier  qoelcoDi^Qe  n  est  égal  à 
soïDiiie  de  toiia  les  noinbres  impairs  depuis  Tmillé  jusqu'au 
double  de  ce  notubre  dimîuué  d'une  unité, 
irest-à-'dire  :    n"  ^  1  +  3  +  5  + ,...  +  (2/i  —  I) 
Il  est  d*abord  évident  que  la  proposition  est  Traie  pourT7 
pour  2  dont  le  carré  4  est  égal  à  1  +  3,  pour  3  dont  le  carré 
0  est  égal  à  1  +  a  +  5,  et  il  est  facile  de  prouver  que  si  la  M 
€st  vraie  pour  la  uombre  n^  die  est  encore  vraie  pour  ii+^ 
car  si 

l  +  3  +  6+....+(2/i  — l)  =  n% 

on  obtient  aisément  : 

l-4-3+5+....  +  (27i— 1)  +  (2/H-l)  =  (/i''+2/i+1)=(»  +  i)\ 

Donc  la  suite  des  nombres  impairs  représente  un  carré  qnd- 
conque,  et  en  prenant  un  nombre  quelconque  de  termes  de 
la  série  1+34-5+  ....  +{2/1+1)+  etc.,  on  a  nécessairement 
un  carré.  On- voit  aussi  que  les  carrés  sont  altemativement 
pairs  et  impairs  ;  ce  qui ,  au  reste ,  est  évident  à  pricuri. 

Si  on  considère  la  série  qui  représente  les  cubes  de  toos 
les  nombres  entiers  :  1  +  7  + 1 9  +  37  +  61  +  91  +  etc.,  on 
voit  aussi  que  tous  les  termes  de  cette  série  sont  des  oûmbres 
impairs  j  et  même  tous  ceux  que  j'ai  écrits,  et  bien  d'autres 
encore,  sont  des  nombres  premiers  absolus  ;  ce  qui  ferait 
croire  que  la  formule  3n^  -j-  3/i+ 1  ne  représente  que  des 
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prmiers,  si  on  ne  savait  qu'il  n'existe  aucune  for- 
mule algébrique  propre  à  n'exprimer  que  des  nombres  pre- 
flriers.  (  Legendre ,  Théorie  des  nombres.  ) 

Mais  si  la  formule  3/i*  -{-Sn  +  i  ne  contient  pas  seulement 
des  nombres  premiers,  elle  en  contient  un  si  grand  nombre 
qu'on  peut  les  ranger  à  côté  de  ces  formules  remarquables 
citées  par  Euler ,  Legendre ,  etc. 

n  est  aisé  de  voir  que  3n'  +  3^+1  représente  toujours 
im  nombre  impair  ;  mais  à  priori  on  voit  que  les  nombres 
i  étant  alternativement  pairs  et  impairs,  il  en  sera  de 
I  de  leurs  puissances  d'un  ordre  quelconque ,  et  que  par 
conséquent  la  différence  entre  deux  puissances  n^  consécu- 
cotiyes  est  toujours  un  nombre  impair  ;  de  sorte  que 

est  toujours  un  nombre  impair. 

On  peut  se  demander  si  3/i'  -^^n-^-i  ne  peut  pas  être  un 
carré  parfait?  ce  qui  revient  à  dire  :  L'équation  indéterminée 
Zx'+Sx -{-i^y*  est-elle  susceptible  de  donner  pour  x  et j^ 
des  valeurs  rationnelles  ? 

On  peut  appliquer  à  la  recherche  des  solutions  rationnelles 
de  cette  équation  un  procédé  qui  convient  à  tous  les  cas,  et 
qu'en  conséquence  je  vais  développer  sur  Féquation  générale. 

Soit  :  ax^  +  bxy  +  c^  +  da:  +  e^  +/=  0  dont  il  s'agit 
de  trouver  les  solutions  rationnelles  pour  x  et  pour  y. 

Résolvons  Téquation  par  rapport  à  x.  On  a 

Pour  que  les  valeurs  de  j:  et  de  ^  soient  rationnelles ,  il 
bat  et  il  suffit  qu'il  existe  des  valeurs  rationnelles  dey  qui 
rendent  la  quantité  sous  le  radical  un  carré  parfait. 


Proposons-noas  donc  de  trouyer  des  Taleurs  de  j"  qui  ren- 
dent 1%^'  ^-py  +  ^  un  carré  parfait. 

Egalons  ny^^-py-^qkO,  et  supposons  d'abord  que  kl 
valeurs  àey  tirées  de  cette  équation  soient  réelles  et  égah» 
à  p  et  ^'.  On  aura 

yny  +pjr  +  q  =  V{jiy—  np)  {y  —  ^)  ; 

on  pourrait  trouver  tout  de  suite  une  solution  en  égalant  ki 
deux  facteurs  sous  le  radical  ;  mais  remarquons  que,  soi 
changer  Féquation ,  on  peut  multiplier  l'un  de  ces  fitctem 
par  une  quantité  arbitraire ,  pourvu  qu'on  divise  l'autre  pff 
la  même  quantité.  On  a  ainsi 


\/ 


^"""^^U/y-m-, 


f 

et  si  nous  posons  : 

nous  obticndrous  des  valeurs  de  y  fonctions  de/,  et  qui  sa- 
tisferont à  la  question  toutes  les  fois  que/ sera  rationnel. 
De  l'équation  précédente  on  lire  : 

substituant  celte  valeur  de  y  sous  le  radical ,  ou  a 

Vny'-^py-Vq  =f{y—  p')  ; 
et,  par  suite, 

'la  2^ 

Donc ,  pour  toute  valeur  rationnelle  de/  on  a  une  valeur 
rationnelle  pour  y  et  deux  valeurs  rationnelles  pour  x. 

Mais  il  pourrait  se  faire  que  p  et  f>'  fussent  imaginaire»  > 
alors  il  faudrait  modifier  notre  méthode. 
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Il  pourrait  se  faire  aussi  que  3  et  |3'  fassent  irrationnels  i 
oes  deux  cas  se  présentent  à  la  fois  ponr  Féqnation  30^+ 
Sx  + 1  =y  >  car  si  on  égale  3j:'  +  3x  + 1  à  0,  on  tire 

Yoici  comment  on  peut  opérer  dans  ce  cas  : 

On  suppose/ de  la  forme  a  +  6V/—  1.  Alors  évidemment 
la  valeur  générale  de  y  devient  en  partie  réelle ,  en  partie 
ima^finaire  >  mais  le  coefficient  de  la  partie  imaginaire  con- 
tient b ,  on  pourra  donc  proGter  de  Findétermination  de  b 

pour  égaler  à  0  le  coefficient  de  \/—  1  ;  ensuite  on  disposera 
de  a  de  manière  à  rendre  le  radical  un  carré  parfait.  Et  il 
est  dair  que  y  ayant  une  valeur  réelle,  x  aura  aussi  une 
valeur  réelle  ;  car  le  produit 

est  toujours  réel  quand  y  est  réel. 

Resterait  à  séparer  les  valeurs  entières  de  x  et  de^  :  ce 
procédé  est  en  général  insuffisant  ;  mais  il  peut  servir,  dans 
certains  cas,  à  trouver  un  grand  nombre  de  valeurs  ration- 
nelles ;  et  comme  il  est  infiniment  plus  simple  que  le  procédé 
vindiqué  par  Legendre,  dans  sa  Théorie  des  nombres,  il  sera 
peut-être  utile  que  j'y  revienne  dans  un  prochain  article. 


ANALYSE  D'OUVRAGES. 


Programme  développé  d*un  cours  d'arithmétique  élémentaire 
refermant ,  outre  les  questions  nécessaires  d  tout  examen , 
êtes  tableaux  comparatifs  des  anciennes  et  nouvelles  mesures 
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«I  Af  MlcMi  4m  tMértti  (pnnièrt  partie);  par  L.  Gu.^ 
TBUiAiJ,  profeneor  detnaliièiiiatfqiies  D* 

Le  programme  qae  nous  amKmçons  ne  ccmsiste  pas  oni- 
qaement  en  mie  taUe  des  matièrei  traitées  dans  la  plupart 
des  OQvrages;  c'est  mi  exposé  méthodique ,  une  ânalysci  rm- 
somnée  de»  principales  questions  dont  rcnEemble  forme  tm 
ooors  d'arithmétique  éHpentaire.  L'auCeur  a  su  ratre  entrer 
dans  l'énoncé  même  des  questions  proposées  une  mdicâtiQQ 
soflbanle  du  moyen  de  les  résoudre;  en  rapprochant  lei 
piHndpes  par  tous  les  points  qui  leur  sont  commuQs,  il  a  I 
cilement  éfaidi  leur  liiùson,  et  mis  en  eyideace  1^  araot 
qd  résultent  d'une  théorie  bien  hit». 

Ce  programme  est  destiné  à  des  commençants.  ïl  se 
pose  de  six  chapitres  sabdifisés  en  leçons,  dont  l'élendtie  a~ 
tiHijoors  été  proportionnée  à  la  dHBcntté  du  sajet  qu'on  y 
traite;  plusieurs  des  leçons  se  terminent  par  des  applleations 
numériques  très-bien  choisies  pour  donner  une  idée  précise 
des  simplificatioDS  dont  les  règles  générales  sont  parfois 
susceptibles. 

Le  programme  de  M.  Castelnau  sera  très-utile  aux  âèfcs 
de  première  année,  il  convient  parfaitement  à  renseignement 
des  écoles  primaires. 


ANNONCES. 


1 .  Traité  d'arithmétique  d  Vusage  des  élèves  qui  se  destineni  â 
P école  militaire ,  d  l'école  des  mines,  au  génie  dvU  ei  d  la 


(*)  Se  troare  chez  Â.  Âltooard,  libraire^ommissionnaire.  Paris,  qntiYol- 
Uire,3i.Prix,ifr. 


marine  i  |ttr  G.  Beck,  professeur  de  mathématiques  supé- 
rieures au  collège  royal  d'Ara  0. 

Le  goaremement  belge  a  souscrit  pour  80  exemplaires  à 
cet  ouvrage.  Nous  en  rendrons  compte  dans  un  de  nos  pro- 
chains numéros. 

8.  lAçans  de  géométrie  y  suivies  de  notions  élémentaires  de 
géométrie  descriptive  ;  par  L.-P.  Cirodde  ,  professeur  de 
nfeithématiques  au  collège  rojal  de  Henri  IV  ;  ouvrage  au- 
torisé par  le  conseil  royal  de  instruction  publique, 
deuxième  édition;  Paris,  chez  Hachette,  libraûre,  rue 
Pierre-Sarrazin ,  12;  18&4.  (On  en  rendra  compte.) 

3. La  deuxième  édition  Ae&ÉlémevUsdegéoméirieA'^'ill. Lion- 
net ,  professeur  au  collège  Louis-le-Grand ,  vient,  sur  le 
nppcMTt  de  M.  Sturm ,  et  sur  la  proposition  de  M.  Poinsot , 
fétre  adoptée  par  le  conseil  royal  de  l'instruction  publique, 
pour  l'usage  des  collèges  ;  chez  Dèzobry,  libraire ,  rue  des 
Haçoufr-Sorbonne,  1.  (Voir,  t.  I,  p.  431.) 

4.  ÉLiMBim  d^Algébrb  ,  par  M.  Bourdon  j  inspecteur  général 
de  l'Université;  9'  édition,  1  vol.  in-8%  18i3.  —  Chez 
Bachelier^  libraire ,  quai  des  Augustins ,  55. 

5.  GouBS  DR  Géohétrik  élémentairb^  par  m.  ji,  J.  H.  yincmt^ 
professeur  au  collège  royal  Saint-Louis  ;  revu  conjointe- 
ment par  Fauteur  et  par  M.  Bourdon^  inspecteur  général 
de  l'Université;  5*  Mitùm.  1  vol.  in-S^'avec  planches,  1844. 
(Ouvrage  adopté  par  l'Université.  )  —  Chez  Bachelier^  li- 
braire ,  quai  des  Augustins^  55. 


OlTol.  in-8.  Setromre  à  Paris,  cbex  Bachelier,  imprimear-libraire,  quai 
des  Grands- Aogaitins ,  5S.  Prix ,  s  fr. 


On  a  mis  dans  une  orne  20  billets  nninérotés  1 ,  2^.... 
âO.  Sur  ce  noiubre^  il  y  a  5  bODs  billets  et  15  tuâuTaii, 
20  personnes  doivent  puiser  su,  essivement  dans  l'urne  et 
prendre  un  des  billets.  La  chance  de  prendre  un  bon  billet 
est-elle  la  même  pour  toutes  ces  personnes  ?  (  Fodot.  ) 

I  OOESTtOl^  85.  ^^^H 

On  a  un  ieu  complet  de  52  cartes  ;  on  les  jette  sucoeS!^^ 


On  a  un  jeu  complet  de  52  cartas  i  on  les  jette  sucoesir 
ment  sur  une  table  ^  en  les  ret<     nant  et  pronoDçaut  à  m^ 
sure^  1,2,  3 ,  ...,  13,  et  recommençant.  Quelle  ^t  la 
habilité  de  rencontrer  juste?  L'as  compte  pour  1 ,  levtSi 
pour  11 ,  la  dame  pour  12,  et  le  m  pour  13.  (  Fodot.  ) 

QUBSTlON  86. 


mm 


Inscrire ,  dans  un  triangle  donné ,  une  dlipse  dont  la  nq^ 
face  soit  égale  à  celle  d'un  cercle  donné. 

En  discutant  cette  question ,  on  déterminera ,  comoÉètâi 
particulier,  Tdlipse  inscrite  dont  la  surface  est  on  maximiii. 


y  MO 
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STATIQUE  APPLIQUÉE  AU  MAGNÉTISME 

{École  normale). 

Noie  sur  la  manière  de  corriger  le  défaut  de  centrage  de$ 
boussoles  d'inclinaison. 


9AM,  ik.  ÉMMIX  BART , 

Professeur  au  collège  de  Cbarlemagne. 


Oo  sait  qu'il  est  presque  impossible  de  construire  ane  ai- 
guille d'inclinaison  de  manière  que  l'axe  |ntour  duquel  elle 
eit  mobile  pa^e  exactement  par  le  centre  de  gravité  de  celte 
aiguille.  Pour  constater  ce  défaut  de  centrage ,  on  fait  coïnci- 
der le  plan  de  rotation  ayec  le  méridien  magnétique,  et  Ton 
obsenre  l'angle  a  que  l'aiguille  en  équilibre  fait  avec  l'hori- 
Ktttale  menée  dans  ce  plan  ;  puis  on  change  le  sens  de  l'ai- 
mantationderaignille,  et  l'on  reconnaît  que  dans  le  même 
méridien  elle  fait  avec  l'horizontale  un  angle  a\  qui,  dans 
les  appareils  les  plus  précis ,  diffère  peu  du  premier  angle  a , 
mais  qui  ne  lui  est  jamais  égal.  On  a  coutume  de  prendre 

a-\-a' 
pour  mesure  de  l'inclinaison  la  moyenne  — - — .  Je  me  pro- 

posa  ici  d'apprécier  cette  correction ,  et  en  outre  de  la  mo- 
difier dans  les  cas  où  elle  serait  insuffisante.  Pour  cela,  je 
n'aurai  qu'à  résoudre  et  à  discuter  un  problème  fort  simple 
de  statique,  dont  voici  l'énoncé. 

Une  aiguille  aimantée,  que  l'on  suppose  réduite  à  son 
axe,  étant  suspendue  par  un  de  ses  points  F  voisin  de 
son  centre  de  gravité  G,  a  fait  avec  l'horizontale  un  angle  a 
dans  le  méridien  magnétique.  La  même  aiguille  suspendue 

Amn.de  Math£m  IU.  18 


Si 
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par  le  tnéme  point  F,  mais  stîmaulée  inégaleniâiil  el  en  ^m 
contraire ,  a  fait  avec  Hiorizontole  an  angle  a*  dans  ce  méri* 
dîen.  Or  demande  l'inclinaison  vraie  de  Talgtiille ,  c*i^t-â- 
dire  Tangle  ^  qu'elle  ferait  avec  rhonzontalé  dans  te  mente 
méridien ,  si  elle  était  suspendnc  par  son  centre  de  paTiié. 
On  admet  que  dans  les  deux  cas  la  distribntioji  da  magné- 
tisme libre  soit  la  même  guirant  la  longneur  de  Taigiiille,  I^ 
plds ,  lorsqu'on  la  suspendait  horizontalement  C)  sous  Vm- 
floencû  seule  du  globe,  et  qu'on  l'écar[ait  de  sa  direc^ian 
d'équilibre,  elle  exécutait  eu  ;  minute  n  oscillations daoi 
le  premier  cas,  el  n^  dans  le  second. 

Sûluiion.  Plaçons  Tobservateur  à  Paris  ou  en  un  poiflt 
quelconque  de  notre  hémisphère  magnétique.  Soit  a  >-<*',  ce 
qui  rCYient  à  supposer  que  dans  le  premier  état  magnétiqw 
de  l'aiguiUe  son  centre  G  soit  situé  sur  sa  partie  auMlrakt 
c*est-^-dire  sur  celle  qui  s'abaisse  vers  le  nord.  Alors  la  p^ 
santeur  doit  augmenter  llnclinaîson.  Désignons  par/7  le  poià 
de  raîgxiiUe ,  par  d  la  distance  inconnue  du  centre  G  au  poiil 
ûxe  F,  par  l  la  distance  FA  du  point  fixe  au  pôle  austral  A 
deraiguille,  et  par  i'  la  distance  FB  du  même  point  6ieaD 
pôle  boréal  B  {fig.  29),  Chacune  des  forces  du  couple  lerresl^^: 
appliqué  à  Vaiguille  pourra  être  représentée  «  d'après  la  thèo 
rie  do  pendule,  par  cri"^  c  étant  un  poids  constant  dans  le 
même  lieu  pour  une  aiguille  dans  laquelle  la  distribution  da 
magnétisme  libre  ne  change  pas.  Égalons  le  moment  du  poid^ 
à  la  somme  des  moments  des  forces  magnétiques  du  globe, 
forces  qui  font  âT«c  niorimilale  FS  l'angle  i  detftttH^A 
Tiendra    •  ;  •  ■.  ^;ia^'i: 

pdcosa  =  cnU  sin  (a  — i)  +  cn^H  8lft(tt--i'#l»'^  ^ 


Dans  le  second  état  magnétique  de  raignillè,  fa'Mpé  G 


-^ 


(*)  Cette  sospension  s'opère  à  l'aide  d'un  étrierde  pêpi9t  mfmÊ^  fÊ0m 
loif«lileiioieiMmt«rd«.  •->:   h   liué 
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sera  sttilé  §iir  sa  partie  boréale ,  c*eBt-à-dîre  sur  celle  qni  s  e- 
lè?e  vers  le  sud,  et  la  pesanteur  diminuera  Tindinaison. 
Chacune  des  forc»kêrrestres  aura  pour  valeur  cn'%  et  Té- 
fjoation  des  moments  sera  (*) 

pdco&a'  =  cn*l sin (i  —  a')  -f  cn^t sm(i  —  a'), 

EM  divisant  ces  denx  éqoations  membre  à  membre ,  nous  éli- 
ïïàaenmBp,  d^c^l-^-t,  et  nous  aurons 

costf  _  n*sin(g  — 0 
cosa'  ""  n'usine* — <»')' 

De  là  on  déduit  sans  peine 

/i*tanffa  + /l'étang  a' 

<ang*  = \-jL«^* — 

n  -i-n 

DisctcssÎMi.  Cette  formule  montre  que  l'inclinaison  réelle  i 
dépend  non-seulement  des  inclinaisons  apparentes  a  et  a\ 
mai»  OMCHre  des  intensités  relatives  du  magnétisme  développé 
dans  raîgnille  par  les  deux  aimantations  inverses.  Il  sera 
tMOe  de  rendre  y  aussi  peu  différent  de  n  que  Ton  voudra , 
m  prenant  une  aiguille  qui  ne  soit  pas  trop  fortement  trem- 
pée, en  l'aimantant  chaque  fois  avec  des  faisceaux  d'aimants 
ttès-ènergiques,  et  en  multipliant  les  frictions  de  manière  à 
fofurer  l'aigle  dans  les  deux  cas.  Il  faudra  aussi  que  la  niè^ 
thode  di'sdnanlation  «oit  exactement  la  même  dans  le  second 
cas  que  dans  le  premier ,  afin  que  l'intervalle  AB  ou  /-f-  '' 
des  deux  pôles  demeure  constant.  Nous  supposerons  donc, 

T 

n  Dans  la  pratiqae  l'angle  a  ou  l'angle  a'  n'est  pas  le  résaltat  d'une  seule 
olisenraUon  ;  a  ou  a'  est  la  moyenne  des  angles  que  l'on  obtient  en  présentant 
neeesaiTement  la  même  face  de  l'aiguille  à  Test  et  à  l'ouest,  et  en  lisant  chaque 
fois  sur  le  limbe  gradué  aux  deux  extrémités  de  l'aiguille.  On  corrige  ainsi 
H  le  défilât  passible  de  oaïncideiice  de  l'axe  magnétique  avec  l'axe  de  figure, 
3»  la  faible  courbure  que  peut  avoir  ce  dernier  axe.  Pour  savoir  jusqu'où  vont 
wdiiiairement  leslècarts  offerts  par  ces  diverses  déterminations  du  même  angle 
•asa*,  ?«yez  le  Tfiti  expérimental  de  Vélêetrimti  et  dmmagnétitme,  par 
M.  fieequerel ,  t.  7 ,  p.  27.  Vous  y  trouverez  des  exemples  numériques  trés- 
Irien  choisis,  que  l'auteur  a  empruntés  aux  observations  du  capitaine  Duperrey. 


—  205-^ 
qui  TMWivre ,  n  =  n\  et  !a  formule  devjfitidra 


tang 


Ainsi  la  ICM^anfe  «l«  ^a  véritabk  indinmmn  est  égale  â  h 
demi  iOiMe  d$ê  tangetitm  de$  dem:  mdinmmns  observées. 

Il.^ldsé^.de.cûiistruire  Tangle  j^  géométrîquemeet,  tm- 
nuMml  aei  a'  :  oa  tracera  une  cfrconféretice  de  cercle  ^m 
on  njoo  égil  I  r unité.  Soit  F  (^^.  30)  te  centre  ^  soit  FH 
on  njoo  hwiaBOûtal  ;  soient  HT  ^  imga  et  UT'  =  laogâ'. 
On  prendra  le  milieu  O  de  la  différence  TT'  des  deux  taa- 
gentef,  on  joindra  ce  point  0  au  centre  F,  et  Vaugle  HFO 
^t  l'angle  demandé  i. 

De  eelte  oonstrucliuu  résulte  riuégalité 


.à 


i> 


Cn  ei  Tim  menait  la  bissectrice  FO'  de  l'aogle  TFT 
a— ^;  elle  ffiflierait  la  base  Tï"  eu  deux  parties  TO'  et  OT, 
qui  seraient  entre  elles  comme  les  côtés  adjaceots  FT  et  FT 
ou  comme  seca  est  à  seco'.  OT  serait  donc  {Ans  petitiîttfc 

TT  «4.  a'  *'■- 

OT  OU  -— ,  et  partant  HFO'  ou  —=--  serait  plue  pftil  ^ 

HFO  qui  est  notre  angle  i.  .      t  ; 

On  déduirait  encore  cette  inégalité  de  réqputtiOD  non 

résolue 

cos^x  _  sin  (a  ~  i) 
cosa'  "^  sin(£— a')' 
En  effet ,  de  a  >  a'  on  conclut  cosa<^cùsa'  -^  donc  on  doit 


avoir  sin  (a  —  i)  <  sin  {i 
ou  i>  — -— 


a') ,  et  par  suite,  a — i<:^i'—Jf 
G.  Q.  F.  T.  On  voit  donc  que  Vanpniviaa- 

a  +  â' 


tion  usitée  qui  consiste  à  poser  i  = 
naison  un  peu  trop  faible. 


2 


donne  nneineli- 


L'expresftioii  que  J'ai  obtenue  pour  Ungi  n^étaot  pas  im- 
nédialement  calculable  par  logarithmes,  on  pourra  te  rem- 
ptaoer  par  celle-ci  : 

taDgi  =  - -7. 

®       2cosacosa 

Hais  il  vaut  mieux  prendre  pour  inconnue  lexcës  de  i  sur 

.  Des  transformations  faciles  conduiront  à  la  formule 

â 


tang \i ^j  =  tang-^-  tang 


9 

Cette  expression  est  toujours  positive,  quel  que  soit  le  "signe 
i^a  —  a'  ;  ce  que  Ton  pouvait  prévoir.  Elle  sci;vira  à  calcu- 
ler f  très-simplement  en  fonction  de  la  demi-somme  et  de  la 
demî-diffiêrence  des  angles  observés  (*).  Cette  expression  a 
•a»i  l'avantage  de  donner  la  mesure  de  Terreur  que  Ton 
eommet  ordinairement  dans  la  pratique.  Pour  Li  même  dif- 
fèrenoe  a — a',  Terreur  croit  à  mesure  que  Tinclinaison  aug^ 
mente.  On  conçoit  que  cette  erreur  soit  négligeable  pour  des 
inclinaisons  faibles  ou  même  moyennes.  Mais  pour  les  gran- 
des inclinaisons  ^  elle  devient  trop  forte  pour  qu'on  la  laisse 
subsister.  Appuyons  cette  remarque  de  quelques  exemples 
immériques. 


(*)  Si  Ton  supposait  n'  différent  de  n,  on  parviendrait  à  la  formule  pins  gé> 
Bénie 

[(»ifn^«)tange  tange'+(n«'>**n'«;]  tang  6' 
tang (t- 6)  -        n«+fi't  +(n«-fi'«)  tangelângB' 

axo^  a o^- 

Quis  làqvèHe  j'ai  remplacé  pour  abréger  -~~  par  6  et par  y. 

Si  l'on  faisait  «f— n  dans  cette  expression,  on  retomberait  sur  celle  qui  est 
iodiqiée  dans  le  texte.  11  serait  aisé  aussi  de  trouver  le  rapport  qui  devrait 
Qistêr  entre  %  etn'  pour  que  Ton  eût  rigoureusement 

tang  (t— 0)  i»o,  ou  en  d'autres  termes  t— -- 


2 

^le  cas  où  cette  condition  serait  remplie  est  beaucoup  trop  particulier  pour 
M  présenter  dans  les  observations. 


Une  bnusêole  cl'incUnaîsoQ  peut  élre  regarde  oomskii  iJôi- 
bonne ,  si  ^  pour  des  inclmâiâoiis  voisines  de  45°,  la  diPren(f 
a  —  d  n'est  que  de  i''.  Posons  donc 


E-h^ 


=  âcy  ; 


nous  trouverons  (*)  i  — 


-=  15",72. 


L'erreur  ne  tomtmtii  que  sur  les  secondes  a  peu  d'iinp^K'- 
tance  ;  car  ici ,  la  aatare  des  observations  ne  permetlanl 
pas  d'atteindre  une  précision  illimitée  ,  il  est  peut-être  tau* 
tile  de  dépasser  les  minutes  dans  l'évaluoLJon  des  anfles^A 
uïi  surcroît  d'exactitude  qui  ne  porte  que  sur  tes  secoada 
est  sans  doute  illujsoirc.Maifi  supposons  qu  a  mm  kauU  lil^_ 
tude  rexpérience  ail  donné 


a^à 


il  viendra 


=  30'. 


On  commettrait  doue  une  erreur  notable  si  rou  possii 
diiioft  ce  cas  i:=:  — ^ — .  11  en  mr-Siîi  de  luéaie  é  fiHPêi&fi-i 


la  différence  a  — a!  surpassait  un  degré. 


2 


Pour 
on  trouverait      Ir- 


88*^        et 


a  —  a' 


•=^i% 


=  29'b9\^. 


moyen  delà  première  partie  des  tables  trigODométriques ,  qiii ew^v^Hl !•» 
Ifgtfitlunes  .<!«&  stnas  et  des  tangenieft  de  secende  en  «eetedé  >|iièi»IÀ  4iw| 

premiers'degrés.  Lecalcut^iSf  r*  ^^^  ofTre  flQi^i^|^^jia|^^jd$i|p|^^^ 

que  le  calcul  direct  de  l'angle  t ,  pour  lequel  il  faudrait  généralement  raM«rir  * 
la  seconde  partie  d^  tables^  oà  les  logarithmes  sontespaèés  dë^i^endit  IMW 
des.  Toutefois  cette  remarque  n'a  de  valeur  qu'en  théorie,  parce  gae  la  i(nwâp 
fkactie  del  tables  donne  «n«%|f»rotHn«ti«|plta6  que>«fllèâîiè  fM^^BtiWtm 


déduits  de  Tobservation. 


t^' 


—  263  — 

Ainsi  la  moyenne  des  deax  angles  serait  trqp  faible  de 

près  d'un  demi-degré. 

EnGn  supposons  raigaille  assez  mal  centrée  poar  qa*à  une 
certaine  latitude  elle  se  dirige  horizontalement  dans  le  méri- 
dien magnétique  après  le  renrersement  de  ses  pôles.  On  fe- 
rait alors  a'  =  0 ,  et  les  formules  se  réduiraient  à 

Gos  fonimleB  seraient  alors  d'une  nécessité  ineontestabto. 
Ajoaiou  cependant  que  les  boussoles  d'Inclinaison,  telles 
qa'oD  les  fabrique  aujourd'hui ,  ne  pourraient  présenter  celte 
drcoiaflance  que  si  l'angle  a  était  fort  petit,  c'est-à-dire  si 
dies  étaient  transporté^dansfe  voisinage  de  l'équatenr 
magnétique. 

Notre  mode  de  correction  serait  encore  applicable ,  si ,  au 
lieu  de  chercher  à  mesurer  directement  l'inclinaison  abso- 
lu i  dans  le  méridien  magnétique,  on  évaluait  les  inclinai- 
sons reUuives  i'  et  i"  dans  deux  plans  verticaux  faisant  entre 
eax  un  angle  i .  Dans  cette  méthode  indirecte ,  on  calculerait 
i  par  la  formule  connue 

V^cot'  *'  +  cot'  i"  —  2  cos  •  cotî'  cot  i" 

COt»  = : , 

smc 

et  si  l'angle  t  était. droit,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire,  on 

aurait  .^ 

coti  =  \/cofi'  +  cot'i". 

Comme  il  faut  renverser  les  pôles  de  l'aiguille  dans  cha- 
eoae  des  daix  observations ,  notre  calcul  donnerait 

tanga-f-tango' 


dans  le  premier  cas  y    tang  H  • 
et  dans  le  second ,       tangi''= 


2 
tang  b  +  tang  b^ 


aot  les  angles  homologoes  au 
(  ît  ainsi  ï'  et  r  plus  eiaetemml  que  eï  Vqtï  ^ 

contentait  de  prendre 

t  =^  — ^  —        et        r  s=  — -^ 

et  Von  serait  conduit  à  une  vaîeor  plus  rigoureuse  de  riodi- 
naîson  absolue  i. 

En  résumé,  je  pense  que  le  iBodc  de  correction  que  je 
propose  aurait  quelque  ^¥an(age  même  pour  les  observalionii 
que  Ton  fait  avec  les  meilleures  boussoles ,  et  que  de  plu£ 
il  servirait  à  olilîser  des  aiguilles  dlnelinaisou  dont  le  défa| 
de  eentroge  est  Irop  grand  pour  ùtVB  suJTisafnmeDt  cfirrij 
par Femploi  des  moyenne^î ,  auq    i  on  s^'St  borné  jusquJ 

mRmoire 

SUR  LES  POLYGONES  RÉGULIERS, 

'      ■  9AM.   H'.   AMIOT,  '    '"  ^■'^■'"">' 

K  Prêfessedè  difBiatliénali^ties  M  collège  Saint-Lftui*..       mu  ;</ 

.    .     .■',».♦  ii;'4 

1 .  Lorsqû'ane  circonférence  est  divisée  én'iuyh  Qoqa^re  m 
d'arcs  égaux ,  les  cordes  qui  sons-tendent  ces  arcs  formeiit  le 
polygone  Régulier  ordinaire  de  m  i^ièsMl/hifsili%Mèplà- 
sieurs  espèces  de  polygones  dans  Tordre  de  m  côtés.  (  Vè^ 
Mémoire  sur  lespoly^&neÈ  et  les  polyèdres^,  jMir  M.  Pom&ort^ 
Jmimal  de  V  École  polytechnique,  10*  cahier,  pagel6;><;s  ')     . 

Soit  a  un  nombre  entier  inférieur  et  premier  à  m^fkisÊÊt 
corde,  qui  sona-tend  un  are  égal  à  une  fraction  âe  la  cktàm?*: 

férence  marquée  par  — ,  peut  être  considérée  conuvie  le  cMé^ 
m 

d'un  polygone  régulier  de  fn  côtéSr  Si  ^  c=  t ,  on  AlifÉléi^* 


Ijgone  régulier  ordinaire ,  et  dans  tout  antre  cas ,  ce  sera  un 
polygone  régulier  éUnlé.  L'espèce  de  ce  polygone  est  mar- 
quée par  le  nombre  de  fois  que  le  périmètre  fait  le  tpur  en- 
tier de  la  circonférence,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par 
le  nombre  d'unités  contenues  dans  le  numérateur  de  la  frac- 

lion-. 
m 

3.  n  et  n'  étant  deux  nombres  entiers  quelconqaes  pre- 
miors  entre  eux,  supposons  que  Ton  connaisse  les  valeurs  de 
tous  les  côtés  des  différentes  espèces  de  polygones  réguliers 
de  Tordre  n  ainsi  que  de  Tordre  n\  et  proposons-nous  de 
déterminer  les  valeurs  des  côtés  des  différentes  espèces  de 
polygones  réguliers  inscrits  au  même  cercle  et  contenus  dans 
Tordre  marqué  par  le  produit  nn'. 

Rappelons  d'abord  la  proposition  suivante  démontrée  par 
M.  Foinsot.  (  F'oyez  Mémoire  déjà  cité.  ) 

Dans  Tordre  des  polygones  de  m  côtés  ^  il  y  a  autant  d'es- 
pèces différentes  qu'il  y  a  de  nombres  premiers  à  m  depuis 

Tanité  jusqu'au  nombre  — - — . 

Si  Ton  désigne  ce  nombre  par  M ,  et  que  Ton  suppose 

TO=  a*.  6^.  y" ,  a,  6,7  représentant  les  facteurs  simples 

ou  premiers  de  m ,  on  sait  que  Ton  a  : 

«=f('-;)o-;-)(-:) 

3.  Soient  deux  nombres  entiers  n  et  n!  premiers  entre 
eox  ;  soient  en  outre  a  un  nombre  entier  premier  k  n  et 

moindre  que  ^  9  ^^  ^'  ^^  nombre  entier  premier  à  n!  et  moin- 

n  a       û!        A 

dre  que  —  ,  si  Ton  forme  les  deux  fractions  -  ±  —,  =  — r  » 

A  représentant  Tun  ou  Tautrc  des  deux  nombres  an'zta'n , 
«l  qae  Ton  remplace  successivement  a  par  tous  les  nombres 


-  2«6  — 

« à  à 

preoiiers  à  »,  clepuU  Vnmié  jusqu'à  — ~ ,  et  a  f^ir  toml»' 

tuonibrcs  pretniers  à  n^  depuis  runité  ji]s«|u'à  -  -  ,  il  s'a- 
git de  prouver  que  Too  obtiendra  pour  /i  tou3  les  Dombrai 
premiers  à  nn*  compris  depuis  Vanité  jusqu'à  — - — ,  poonn 
toutefois  que  Ton  prenne  un'  --  A  au  lieu  de  A ,  toutes  tes 
fols  que  ce  dernier  nombre  cscédera  — —- . 

D'abord  il  est  manifeste  que  Â  =  an'  zb  dn  est  tou|(Htfi 
knQ  nombre  premier  avec  n  et  n\  et  par  conséqueot  avec  le 
produit  nn\  Car  si  l'on  supposait  qu'un  certain  facteur  pre- 
mier p  divisât ,  par  exemple,  A  et  ^^  ce  facteur  diviserait 
an*  et  par  suite  a  ou  n^  ce  qui  est  également  contraire  à 
rbypotbèse.  Il  eu  résulte  que  m^  ^  h  est  aussi  uu  nombrfi 
premier  à  nn\ 

Je  dis ,  en  second  lieu,  que  tons  les  nombres  obtenus  pour 
A  sont  difîéreots  les  uns  des  autres. 

En  effet  j  soient  les  valeurs  de  A 

A,  =  sy  +  a>, 

A,^£jX  +  Wftï 

Aj  ==  a^i^ -h  a*n ^ 

A.^a.ft'  — <ii, 

_  As  =  ^,«'  —  a*n  , 

Il  est  évident  que  A,  diffère  de  A. ,  de  A^ ,  etc.  Mais  suppo- 
sons que  Ton  eût  A,  =  A3,  il  en  résulterait  (a,— ajft'  = 
^(al^al)n,  et  par  conséquent  n  diviserait  a^  —  ^^ ,  ce 
qui  est  impossible ,  puisque  chacun  des  nombres  a,  et  a^  est 

miQiiiKlrp  que  -*  On  verrait  ei^clCDOicnt  de  la  même  manière 


-  867  — 

que  deux  antres  quelconques  de  ces  nombres  sQnt  nécessaire- 

menl  difiKrents  l'un  de  Tautre. 

liait  il  peut  arriiKer  que  A,,  par  exemple,  soit  plus  grand 

-_-jf j 

que  — -^ —  ;  alors ,  an  lien  de  A,  on  prendra  im'  —  A,,  et 

je  dis  qnçce  nombre  diffère  pareillement  de  A,,  A, 

En  dOTet ,  supposons  que  Ton  ait  nn!  —  A.=:  A,,  il  en  résul- 
tera n'  (n — a.)  =  /i  (û. + 2a/) ,  et  par  suite  n  devra  diviser  a„ 

oe  qui  est  impossible,  puisque  Ton  suppose  a^  <  -.  Si  Ton 

sopposait  nn*  —  A,  =  A,,  il  en  résulterait  n'  (n—  a, — a^  = 
=:  n  (a/  +  O  ;  et  par  suite  n'  diviserait  al  é*  a/,  ce  qui  ne  se 
IflVtf  pwqne  oeU^  somme  est  moindre  que  n'. 

Enfin,  si  l'on  supposait  nn^^  A.  s=r  A^ ,  il  en  résulterait 
R = 2a, ,  ce  qui  est  encore  inadmissible. 

4.  Cda  posé,  soient  N  le  nombre  des  nombres  premiers 

à  n  depuis  l'unité  jusqu'à     ~    ,  et  N'  celui  des  nominres 

premiers  à  «'  depuis  1  jusqu'à  — —  ;  si  l'on  donne  succès- 

n—i 
sivement  à  a  les  N  valeurs  comprises  de  1  à  — — ,  on  aura , 

à  cause  du  double  signe»  2N  valeurs  de  A  correspondantes  à 
ane  même  valeur  de  cù.  On  en  aura  le  même  nombre  pour 
chacune  des  valeurs  de  d^  et  par  conséquent  en  tout  on  ob- 
tiendra 2NH'  valenrs  qui  seront  premières  à  ix/t',  différentes 

nH — 1 
les  unes  des  autres  et  comprises  depuis  1  jusqu'à  — - — ,  en 

ayant  soin  de  prendre  /zn' — A,  au  lieu  de  A^  cl^qpe  fojs 

que  A  excédera  — - — . 

Or,  si  l'on  désigne  pajr  «,  ^  9  7  les  facteurs  simples  de  /r, 
par  a',  6',  y.,.,  ceux  de  m',  de  sorte  que  l'on  ait 


I 


il  m  résallerA 

et  ii  ron  désigne  par  N,  le  nombre  des  nûmbres  premienàj 
rm*  et  compris  depuii  l'QQÎté  jusqu'à  —  -    ,  on  aura 

D'ailleurs,  on  a 

»=-^(.-i)(.-i)....«»'4(-^.)0-^)- 

et  par  eonâéquenl  N,  ^  2ISN'. 
Donc  enfin  les  dîiTi^retiles  valeurs  ijbtenaes  poar  A, 

nn* — ^  A  ,  cîiaqne  fois  que  A  excédera  — - — ,  sootbien 

diOërenls  nombres  premiers  à  rtn'  compris  depuis  Tunilé 
,.   nn—i  M 

jïisqua — ^— .  ^ 

5.  Soieût  mamtenant  hG^=x  (fig.î)  le  €ùié  d'un  poly- 
gone régulier  de  n  côtés ,  et  AB  ^^  celui  d'un  polygone 
régqlj^  ^e  n'  cOt^,  iip|§çritftJ'iin  etVwtrQàun  o^diAi 
rayon  r,  de  sorte  que  les  arcs  BC  et  BA  soient  des  fractions 

ip,l9i  circ(H(féi:.eni^  eijfr^é^  par  -  et  -^  ; , ilVfgUf^Atfldfliir 

*  H      n 

1er  la  coi^de  AC  =  z ,  n^^  sous-tepd  rai:e4ftf7=  rrt  ^^sd 

de  là  ciroonférence.  r     *>  ^c 

Si  l'on  abaisse  BI  perpendiculaire  sur  le  proiongeoient  le- 
AC,  on  a  dans  le  triangle  ABC,  »    '       "*  ^^^^ 

(1)  jc' =y  +  z'  +  2z. AI  ;         "      '     ^        ^  f 


109  deuj^  triangle  semblaWes  KOB  ^t  ABI  donnait 


AI  :  KO  :  :  AB  :  BO...      d'où      ai  =^'2IZJL , 


^i, 


-     €l  par  suile ,  Téquation  (  1  )  détient 

!         (2)  a"  +  -  K4r'  —  x».  z  -{-y  —  x«  =  0. 

!  r 

» 

On  en  déduit 

Une  de  ces  Yalenn  est  positive  et  correspond  à  AG  ;  on  a,  en 
«Set. 

quantité  évidemment  positive ,  paisqae  l'on  suppose  x'^y. 
L'autre  valeur 

;  '=-— ^ 

cit  Tisiblement  négative.  Pour  l'interpréter,  je  change  z  en 
— z  dans  l'équation  (1  ) ,  ce  qui  donne 

I  a:'=y+z'— 2Z.A1, 

eQ  prenant  A'I  =  AI.  Or ,  dans  le  triangle  GBA',  on  a 

x*=^*+CÂ''— âCA'.A'I;     . 

et  par  conséquent  CA'  est  bien  en  valeur  absolue  la  2«  ra- 
doe  de  l'équation  (1)  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

2r 

Pour  interpréter  géométriquement  cette  solution,  je 
prends  BA.  =  BA,  et  le  triangle  CBA.,  égal  an  triangle 
CBA'  donne  CA.  =  CA'.  D'ailleurs,  arc CABA.  =  CAD + 

+  AB  =  -  +  —,  de  la  circonférence.  Donc  enfin  : 
n   *   n!  ^ 

Dt$  deux  racines  de  V équation  (1) ,  Vune  représente  la  corde 
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^î'ioXSîy^ûfc  AC  ==  — , ,  H  Vautre  la  corà 

^  un 

a       ^ 
tmâ  CA  —  "  +  -7  de  la  circonférence. 
n       n 

e.  Sapposons  maintenant  qne  l'on  connaisse  les  N  valeor*  1 
^„  X, ....  a:^  des  c6lés  des  différents  polygones  de  l'ordre  ra»  f 
ainsi  que  les  N'  valeurs  jKi  *  ^.  --^^f  de  ceux  des  polygondj 
de  l'ordre  n\  Il  suffira  de  remplacer  dans  la  formiile  (3)  ri 
sQCcessJTemcQt  par  les  valeurs  x, ,  x, ....  x^ ,  ei  j-  par  Im 

valeurs  y^ ,  ^,  <  *  «  *  J^ju  »  ponr  obtenir  les  STf  N'  côtés  des  diflié-  j 

rents  polygones  de  l'ordre  nnK 

7,  Ainsi ,  ponr  obtenir  les  côlés  des  4  pentétrècagones  ré- 
guliers inscrits  au  même  cercle ,  nous  prendrons  le  côté  daJ 
friangle  équilatéral  et  les  côtés  dee  deux  pentagones  régii-i 
liers  inscrits  à  ce  cercle^  qui  sont,  le  rayon  étant  pris  poorl 


unité 


,^,=K,e.,.=\/î45,..=\/i:^^ 


€es  valeurs  étant  substitnées  dans  la  formule  (S),  nom 
avons  les  4  valeurs  suivantes  : 


i 


^■  =  -|Cl/Ï5-V/3-|/tO  +  2V/5)  » 
"^"^  —  4(1/15+  i/3  ^  1/10  — 2I/5)  . 

*4  =  — 1 1/Î5  4.V/3+  i^lO  —  21/5)- 

8.  On  pourrait  obte^nir  de  même  les  valeurs  de^çAt^J|{j|ffi 
grand  nombre  de  polygones ,  en  partant  des  iKtleW|^^9lt||f!f 
des  polygones  de  3 ,  4 ,  5  côtés  ou  de  leurs  .^ultiples  6,  8 , 
15,  etc.,  que  roD  eomMiiâraii  deùt  à dettt/ (teniâ^ 
à  ne  prendre  |ftiai&  que  des  nombres  premiers  c^tr^^x. 


—  ari  - 

Mais  les  différents  polygones  que  Ton  oblient  aiosi  peuvent 
être  également  calcnlés  par  les  formules  ordinaires  de  la 
géométrie.  Par  exemple ,  en  prenant  les  côtés  des  polygones 
de4  et  5  côtés ,  de  8  et  de  15 ,  §tc. ,  on  troa?e  ceux  de  20, 
de  120,  etc.,  et  Ton  peut  obtenir  ces  mêmes  polygones,  en 
doublant ,  pour  le  premier,  une  fois  le  nombre  des  côtés  du 
décagone,  et,  pour  le  deuxième,  trois  fois  le  nombre  des 
cMés  do  pentédécagone. 

9.  Mais  les  polygones  de  3,  4  et  5  côtés  ne  sont  plus  les 
leols  qae  Ton  puisse  inscrire  géométriquement,  c'est-à-dire 
syec  la  règle  et  le  compas ,  et  dont  on  sache  par  conséquent 
cslculer  les  côtés  sans  se  servir  d'aucune  équation  de  degré 
lopérieiir  au  deuxième.  M.  Gauss  a  démontré  que  l'on  peut 
inscrire  géométriquement  dans  un  cercle  tons  les  polygones 
doot  le  nombre  des  côtés  est  exprimé  par  2''-f  1 ,  pourvu 
que  oe  nombre  soit  premier  ;  il  a  donné  des  méthodes  gé- 
nérales pour  ramener  le  calcul  des  côtés  de  ces  différents  po- 
lygones à  la  résolution  d'une  suite  d'équations  du  deuxième 
degré.  Ces  méthodes  sont  fort  belles  et  ne  laissent  rien  à  dé- 
sirer quant  à  la  théorie  ;  mais  elles  reposent  sur  les  considé- 
rations les  plus  élevées  de  la  théorie  des  nombres ,  et  ne  con- 
duisent pas  à  des  résultats  très-simples,  même  pour  le 
polygone  de  17  côtés. 

Noos  avons  donc  pensé  qu'un  procédé  particulier,  par 
lequel  on  peut  calcoler  et  construire  les  Taleurs  des  côtés 
des  8  polygones  de  17  côtés  sans,  sortir  des  notions  les  plus 
élémentaires  de  l'algèbre,  ne  sera  pas  dépourvu  de  tout  in- 
térêt :  il  offrira ,  du  moins  ^  un  exercice  utile  de  calcul  et  de 
construction  géométrique. 

10.  Supposons  un  cercle  O  (fig.  32) ,  de  rayon  égal  à 
Tonité,  divisé  en  17  parties  égales,  nous  aurons  dans  le 
triangle  ÀOB, 

ÏB*  =  2  — |/4— "ÂC\ 


parce  que  AO^CC  Pais,  dans  le  Imngle  AOD , 
et  enfin  dans  le  triangle  ÂOE , 

Ai'— 2+ Va— Al  \ 

parce  que  AB==EE'. 
Si ,  pour  simplifier,  nous  posons , 

a=k^4  — AB'    a'où  résulte    AB  =  4  — iï% 
/.  =  1/4  ^  ÂC'  le  =  4—  b\ 

c==*^4— Âd'  ÂÏÏ=4  — c^, 

AE=4"rf^. 


d  =  t^4  -*Â1' 
nous  aurons  les  quatre  cqaation§ , 

a'^b  +  2, 

(A) 


d^z=,  —  a'\-^,  c  5  WJ 

Si  nous  considérons  pareillement  les  quatre  Mdi 

AOH,  AOK,  AOLet  AOM,  et  que  nous  posions  »tx 

a:  =  VT—W\     v= V%—m\:\  /  " 

c'  =  1/4  — AM%      ^'  =  1/4— AH%  ' 

nous  aurona  les  quatre  équations  ,  ,,, 


(B) 


6'»=  — c'  +  2, 

C-=:_d'+2, 

rf"  =  -|-a'+2; 
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système  qui  oe  diffère  du  précédent  qu'eu  ce  que  a^b^c  ei 
à  j  sont  remplacés  par  —  a',^b',  —  c'  ei  —  d. 

11.  Si  Ton  éliminait  directement  ^ ,  c  et  ^  entre  les  équa- 
tiofls  (A) ,  on  aurait  une  équation  du  16''  degré  en  a,  dont 
les  racines  seraient  non-seulement  toutes  les  valeurs  cher- 
chées, mais  encore  celles  qui  correspondent  aux  polygones 
des  et  de  3  c6tés.  Car,  en  faisant  b  =  d  et  c  =  —  û,  les 
deax  dernières  équations  du  système  rentrent  dans  les  deux 
premières,  et  l'on  retombe  sur  le  pentagone  régulier.  De 
même ,  en  supposant  «  =  ^,  b  =c^  c  =  d  ci  d  =  —  a,  on 
a  la  seule  équation  a'  =  ^  +  2  qui  convient  au  triangle  équi- 
latéral. 

Pour  supprimer  ces  solutions  étrangères  à  la  question,  je 
\  soustrais  d'abord  la  troisième  équation  de  la  première ,  et  la. 
quatrième  de  la  deuxième ,  puis  je  multiplie  lesideux  équa- 
tions ainsi  obtenues  et  je  supprime  les  facteurs  b — d  et  c+/z, 
ce  qui  me  donne 

(a)     {a — c)(b  +  d)  =  i  ou  bien  ab+ad — bc — cd=1. 

Je  soustrais  ensuite  la  deuxième  équation  de  la  première , 
la  troisième  de  la  deuxième ,  la  quatrième  de  la  troisième ,  et 
la  première  de  la  quatrième  ;  je  multiplie  membre  à  mon- 
,  bre,  et  je  supprime  les  facteurs  communs  b  —  c,c  —  d^ 
I    d^a  et  —  (a  -H  6) ,  ce  qui  fournit 

(6)  {a  -^  b)  (c+  d)(b  -j-  c)  (a  ^  d)^  i 

ou  bien 

{ae  —  bd-^ad  —  bc)  (ac —  bd+  ab  —  cd)=  1. 

Si  nous  posons 

x=c  —  a       et       z  =  —  ac 
jr  =z  b-\-d  t=:bd^ 

ies  équations  (a)  et  (6)  deviendront 
(«•)       x^  =  1 , 

€')        {t  +  z  +  bC'—ad){t-^Z'^cd'-ab)=i, 
An^.  deMatbém.  111  1^ 


—  274  — 

et  la  question  sara  ramenée  à  calculer  x^jr,  zeit^oa  sin- 
plement         X=j:+^,  Y  =  £  +  z  eiZ=stz^ 
puisque  déjà  nous  connaissons  xy. 
Or,  en  vertu  de  (a) ,  Féquation  (6')  devient 

et  comme  on  déduit  des  équations  (A) 
^'«f+W+ca'— ac'  =  — l+2(^+rf  +  c— a)=s  — 1+2X, 
on  a  enfin,  entre  Y  et  X,  Téquation 
(Y)  Y*+3Y  +  2X  =  2. 

Si  Ton  élève  au  carré  Féquation  X==6  +  c  +  rf  —  a,  en 
observant  d'ailleurs  que  b*  +  eP^ &^a*z=z x+^  +  SssX+S, 
on  obtient  sans  peine  la  deuxième  équation 

(X)  X"-2Y  — X  =  6. 

Pour  avoir  Z,  j'élève  pareillonent  au  carré  les  dent 
membres  de  l'équation  Y  =  bd  —  ac,  et  j'ai 

Y"=  a'c'^  Vâ^—  2abcd  =  a  W  b^d'^  2Z. 
Or 

aV+  b*£P  =  ^rf-—  ac4-2(6  +  ^+c  —  a)  +  8, 

et  par  conséquent,  on  trouve  ,  après  quelques  réductions, 

(Z)  Z=  — 2(X  +  Y)  — 3. 

12.  Pour  obtenir  les  valeurs  de  X  et  de  Y,  je  remaii|n^ 
que  les  équations  (X)  et  (Y)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 
suivante  : 

Y(Y  +  3)  =  2(1— X)      et      X  (X  — l)  =  2CY  +  3). 

Si  on  les  multiplie  membre  à  membre ,  on  a 

(XY  +  4)(X-l)(Y  +  3)=:0. 

Et  Ton  voit  qu'à  la  valeur  X  —  1  correspond  Y = — 3,  sys- 
tème qui  ne  peut  convenir  à  la  question ,  attendu  que  la  fs* 
leur  correspondante  de  Z  serait  +4  —  3=1,  et  que  Z  *>it 
être  qégatif. 
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Reste  donc  l'éigoation  XY  =  —  4 ,  laquelle  combinée  aTec 
(X)  doQDe,  par  l'élimination  de  Y, 

X^  — X'^6X  +  8  =  0. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré ,  mais  on  voit  sans 
peine  qu'elle  admet  la  racine  2  ;  par  conséquent  elle  se  dé- 
compose dans  les  deux  &cteurs 

(X— 2)(X'  +  X  — 4)  =  0. 

A  la  valeur  X  =  2  correspond  Y  =  —  2 ,  et  ce  système 
doit  encore  être  rejeté.  En  efiet,  la  valeur  correspondante 
de  Z  serait  —  3 ,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que  Ton  doit 
avoir,  en  valeur  absolue ,  Z  <  2.  Car  la  corde  d ,  qui  sous- 

tend  Tare  A'E«=^  de  la  circonférence^  est  moindre  que  la 

moitié  du  côté  du  décagone  ;  la  corde  c  ,'qui  sous-tend  Tare 

il  9 

A'D  =  •—•  4-  ::7  de  C  =  -7  C  est  plus  petite  que  le  côté  du 
17  '    34  34  f       1^       -t 

décagone  étoile  qui  soustend  --C,  et  par  conséquent  on  a 

Z  4* 

Restent  donc  les  deux  valeurs  de  X  fournies  par  l'équa- 
tion X^4~^  —  4  =  0.  Or,  si  nous  substituons  dans  l'équa- 

4 
tion  (Y)  la  valeur  X  =  —  y  ?  et  que  nous  supprimions  la  ra- 
cine étrangère  Y  =  —  2 ,  nous  obtenons  encore  l'équation 
Y'-f  Y — 4  =  0.  Par  conséquent ,  des  deux  racines  de  cette 
équation^  Tune  est  la  valeur  de  X,  et  l'autre  celle  de  Y;  et 
l'on  a,  pour  la  valeur  correspondante  deZ,  Z  =  —  1. 

13.  D'après  cela,  pour  résoudre  la  question  qui  nous  oc- 
€0[M,  il  suffira  de  résoudre  ou  de  construire  le  système  d'é- 
qiiations  suivantes  : 


t1)- 

m 

m 


—  9tf^^ 

,       *f  —  ^  +  f  ?F^*Vr  1  ^-i*ftliîh  ii|i( 

la  radoe  posiUve  de  Véquation  (I)  sera  la  Talcnr  de  X,^ 
la  négative  celle  de  Y  ;  !e^  deux  racines  de  l'éqnalion  (2)  i 
ront  po§itîves  et  représenleront  Ja  plus  petite,  la  valeor  i 
JT,  et  la  plas  grande,  celle  de^  \  Téqualion  (a)  donnera  deux 
talenrs  de  signes  oonbraires,  la  positive  sera  z  et  la  négalivi! 
t  léàtlài  les' deux  racines  de  (4)  seront  —  a  et  c ,  el  celles  i 

En  eS^tnaiît  les  «bleuis  i  on  trouTem  aisément 


y=l  (v/ï7  - 1  +v/3«  -  2  Kn)' 

*-  =4  (\/Ï7+  1  +v/3*  +  2V/i7)' 
'  =  -*  (l+KÏ7-|/34+2\/Ï7)- 

-'»  =  §  (v^fr— 1— v^'s*— 2V/Ï7— 

— V  68+1H/Ï7— ♦\/l70— 26KÏ7+<6V  34— 2I/Ï7), 
c=1(KÏ7— 1— >/  3*— 2KÏ7+ 

+ V  «8+l*\/ Î7— 41^1 70— 26\/Î7+i  6l/3*+Uk'iï), 


—  2T7  — 

o 
+V  68+l*\/Î7+S.v/l70— aeV/ÏT"— 16\/34+2V/t7/, 
d=  -(\/lT-l+V'34— a\/Ï7— 

— V  68+14V/Ï7+4%/  170--26\/Î7--16V^  34+2V/T7  ) . 

14.  Si  au  lieu  du  système  d'équations  (A) ,  on  avait  consi- 
déré le  système  (B),  on  aurait  effectué  les  mêmes  calculs  en 
posant  a:=2a'—'C\jr  =  '-[b'+d')^  z^-^dd  et  t=^b'd, 
d'où  serait  résulté  que  la  racine  négative  de  Téquation  (1) 
aurait  représenté  X  et  la  racine  positive  Y.  Il  ^'ensuit  que 
les  valeurs  de  a',  —6',  — c/  et  d'  se  déduiront  de  celles  de 

—  a ,  fr ,  c  et  rf,  en  changeant  V/Tt  en  —\/\1  dans  les  qua~ 
tre  dernières  formules. 

15.  Une  fois  les  valeurs  de  a^  b,..,a',.,.  ainsi  obtenue»,  on 
aura  aisément  celles  des  côtés  AB,  AC  ...  des  huit  polygones 
de  17 côtés;  et  en  les  combinant  avec  les  valeurs  connues 
des  côtés  des  polygones  de  3,  4,  ô,  6,  8,  10, 15  ....  côtés, 
on  obtiendra  tous  les  polygones  de  51,  68,  85,  102,  136, 
170,  255....  côtés. 

16.  Au  lieu  de  résoudre  les  équations  du  n"  13 ,  on  pour- 
rait 4es  construire  et  arriver  assez  simplement  aux  valeurs 
des  lignes  cherchées.  Pour  cela ,  Féquation  (1)  se  met  sous  la 
forme  2'  =  X  (1  +  X),  et  donne  visiblement  (Fig.  33)  X=  OX 

1       OA 
'îtY  =  OY,  si  l'on  suppose  OM  =  2  *MI  =  ^=-g-.  De 

même ,  les  équations  (?)  et  (3)  se  mettront  sous  la  forme 
V  =  x{x—X)   et    l'=z(3  — Y),   et  l'on  a,   en 


OL=lx  et  0L'=lY{fig.Z3):x  =  A'x,y  =  Ay,z=A'z. 
el/=AV. 
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Poar  rélablir  rhoniogéDéité  dans  les  équations  (4)  et  (5) , 
je  pose  2  X  1  =  ^%  /  X  1  =  ^%  et  je  construis  k  =  A!k  et 
h  =  A' h  ;  ce  qui  me  donne  **  =  a  (a — x)  et  A'=fr(j^ — 6). 

Par  conséquent,  en  prenant  A!k,  =  k,  et  ky^-^,  on  aura 

A'a  =  a,  et  A'c  =  c;  de  même,  en  prenant  Ay,=^  et 
A'A.sr^,  on  aura  A*d  =  d  et  Ab=y,d=s:b',  de  sorte  qu'en 
portant  les  cordes  A'^,  A'c,  A'6  et  A^a  sur  la  ciroonfârenoe 

12  4 

O ,  on  aura  les  arcs  AB  =  r- ,    AC  =  --- ,    AD  =  --  et 

17'  17  17 

A  Ers-»  de  la  circonférence. 
17 

Si  Ton  change  ensuite  X  en  Y  et  réciproquement,  puîs^qne 
Ton  répète  d'ailleurs  la  même  construction ,  on  aura  les  qua- 
tre cordes  AV=c',  A'a=:a\  A'b'=l/  et  A'd'=d,  telles 
qu'en  les  portant  de  A  en  M  (fig.  32),  en  K,  enLeten  H,  ondH 

o  c  /»  rj 

tiendra  les  arcs  AH  =  r- ,  AL=  — ,  AK  a=  —  et  AHsn  — 
17  17  17  17 

de  la  circonférence. 


QUESTION    D  EXAMEN 


PAR  M.   Z..  ASiaiB , 

Ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  répétiteur  au  collège  Louis-ie-Grand. 


Trouver  les  élémerUs  d'une  niche  cylindrique  dont  la  sur- 
face et  la  capacité  sont  données. 

V^    PAKTIfc. 

Soient  a.-  le  rayon  et  y  la  hauteur  du  demi-cylindre  for- 
mant cette  niche ,  jc  est  aussi  le  rayon  du  quart  de  sphère  qui 
la  termine. 


—  «9  — 
Soient  encore  na'  la  surface  de  cette  niciie  et  -vb^  n  ca- 

ô 

padté ,  les  équations  du  problème  seront 

114 

nJcy  +  nx*  =  rra*       et       -  i^x^y  +  -  ir Jc'  =  -  ir^*, 
À  S  S  . 

OU       x^  +  a:*=a'        et      3j:V  +  ^«^^  =  86*. 

Pour  éliminer  j^,  multiplions  la  première  équation  par  Zx 
et  retrandions-en  la  seconde ,  on  aura 

La  condition  de  réalité  ou  d'imaginarité  des  racines  est  ici 
donnée  par  4.27  (1 6^'  —  a') ,  c'est-à-dire 

•  —    • 

V  a^b  1/4,    S  racines  réelles  et  inégales, 

% 
^  a=2  b  V/r,    2  racines  réelles ,  dont  une  double , 

t 
3*  a  <  6 1^4,    1  seuleVacine  réelle 

t 
l^co».  fl>6\/4,  les  trois  racines  réelles.  Dansx'  — 

—  3a'j?  +  86's=0,  le  dernier  terme  +8i^  est  positif;  le 
second  terme  manque  j  donc  une  radne  est  négative  et  une 
sei4e. 

Le  résultat  de  la  substitution  de  +  a  à  la  place  de  x  est 

—  2  {a^ — 46') ,  quantité  négative  par  Thypothèse  ^>  b  k  4. 

Ainsi ,  des  deux  racines  positives ,  Tune  est  plus  petite  que  a , 

Vautre  est  plus  grande. 

a*— JT* 
La  hauteur  du  cylindre  est  donnée  par  y  = ,  dans 

laquelle  on  substitue ,  à  la  place  de  x,  ces  racines  de  l'équa- 
tion précédente.  Donc,  pour  x'^a^y  est  négatif;  les  été- 
ments  de  la  niché  ne  pouvant  être  que  positifs ,  il  en  résulte 
que  des  trois  racines  trouvées ,  la  première  doit  être  rejetëe, 
comme  donnant  un  rayon  négatif  ;  la  troisième  doit  l'être 
î,  comme  donnant  une  hauteur  négative,  et  la  seconde 
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est  la  seule  admissible.  Ainsi ,  quand  le  probièaie  est  po«i- 
blc ,  il  n'admet  qu'une  seule  solution  ;  c'est-à-dire  que  don 
niches  ne  peuvent  avoir  même  surface  et  même  capacité  sans 
coïncider. 

3    _ 

2*  cas.  a^b  1^4  ,  2  racines  réelles,  dont  une  double, 
ï^  trinôme  j:^— 3a'x+86»= j:^— 3a»j:+2a»=(a:+2a)(j;— «)«. 
La  première  racine  donne  un  rayon  négatif  x  =  —  2a  ;  lei 
deux  autres  donnent  un  rayon  positif  x=:  +  a;  mais  à  ce 
rayon  correspond  une  hauteur  nulle  j<'=  0 ,  c'est-à-dire  que 
la  niche  se  réduit  an  quart  de  sphère  qui  la  surmonte  :  et  ea 
effet  les  données  des  problèmes  peuvent  s*é<Srire 

ita  =1=  .  .  47r/z'       ot       -  r.b^  =  -  .  -  Tta', 
4  3  4     3' 

qui  expriment  bien  la  surface  et  la  capacité  du  quart  de  la 
même  sphère. 

Tel  est  le  cas  du  maximum  de  capacité  pour  une  surfaec 
donnée,  ou  du  minimum  de  surface  pour  une  capacité  donnée. 

3 

W  cas.  a<^b  \/^  ,  1  seule  racine  réelle.  Celte  racine 
unique  estné;;alivc,  puisque  le  dernier  terme  de  l'équation 
(•si  positif.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  le  problème  n'est  pas  possible; 
ce  qui  s'accorde  avec  la  solution  du  2«  cas. 

2^    PARTIR. 

Si  maintonanl  l'on  suppose  que  le  rayon  jc  de  la  niche  et 
sa  hauteur  jr  soient  les  coordonnées  du  point  commun  des 
deux  courbes  qui  auraient  pour  équations  les  équations  du 
problème,  ces  coordonnées  donneront  en  unités  linéaires  les 
valeurs  numériques  de  ces  éléments  de  la  niche ,  et  nous  al- 
lons «Hablir  ridentitê  do  ces  deux  moiles  do  résolution. 

2  r'  -h  :\  v\}    ■■-  Sir  -  -  0        (fig.  U>. 

Cotte  courbo  «'sl  du  troisième  doçré  el  s'étend  indéûnimenl 
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dans  tons  les  sens  ;  seulement  chaque  valeur  numérique  né- 
gative Aey  donne  pour  jc  une  valeur  réelle  positive  et  une 
seule  (quand,  dans  une  équatidn/(j:)  =  0,  il  manque  un 
terme  entre  deux  termes  de  même  signe ,  celte  équation  a  au 
moins  deux  racines  imaginaires)  ;  c'est-à-dire  que  toute  pa- 
rallèle à  Taxe  des  x,  et  menée  au-dessous  de  cet  axe,  ren- 
contre toujours  la  courbe  en  un  seul  point  situé  à  droite  de 
l'axe  des^. 

La  méthode  générale  des  asymptotes ,  appliquée  à  celle 
équation ,  donne  pour  le  coefBcient  d'inclinaison ,  3c+2=0 , 

et  0  pour  l'ordonnée  à  l'origine.  Ainsi  ,y  =  —  -x  est   l'a- 

symptote  de  cette  courbe.  Toutefois  il  faut  se  rappeler  deux 
choses  : 

r  Si  le  lieu  représenté  par  l'équation  se  compose  d'une 
courbe  et  d'une  droite ,  la  méthode  générale  des  asymptotes 

donne  évidemment  cette  droite ,  puisque  au  delà  de  la  courbe 

2 

le  lieu  se  réduit  à  cette  droite.  Ainsj  y= — -x  ou  ToT' 

tj 

n'est  asymptote  que  parce  que  3y  +  2x  n'est  pas  diviseur  de 

2°  Si  l'équation  de  la  courbe  était  complète  ,  l'équation  en 
c  serait  du  degré  de  l'équation  de  la  courbe,  c'est-à-dire  du 
troisième  degré;  et  comme  elle  est  du  premier  degré,  elle  a 
deux  racines  inGnies.  Ainsi,  si  la  méthode  générale  des 
asymptotes  ne  donne  pas  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des 
y  y  du  moins  elle  avertit  de  leur  existence.  En  changeant  j' 
en  a:  et  X  en  y,  on  trouve ,  en  effet ,  c,"  (2c,h-  3)  =  0  ou  c,'= 0 
avec  d,=  0  ;  c'est-à-dire  que  deux  branches  de  la  courbe 
sODt  asymptotes  à  la  mémo  partie  de  l'axe  des  j^. 

Car  si  l'on  trouve  une  valeur  double  de  c,  [c—o^f  =  0,  à 
laquelle  corresponde  une  valeur  double  de  d,  {d  —  (î)^  =  0 , 
deux  branches  de  la  courbe  sont  asymptotes  à  la  raémc  ex- 
trémité de  la  droite  r  —  ajt  -f  o. 


Poar  mieux  suivre  le  cours  de  la  courbe 

2x5 +  3j:>  — 86^  =  0, 
cherchons  le  coefficient  d'inclinaison  de  sa  tangente  : 

6x'+6J0jr  2a:^+16fr5  2       166^ 

^  dx*  3         Sx* 

3 

Pour  a;=:b  V/4  =  oB ,  on  a  ^  =  0  ;  B  est  un  |ioiiit  de  la    ] 

3  i 

courbe ,  si  x  décroît  de  b  V/ï  à  0  ;  la  fraction  r— •  reste  toa- 

3a? 

2 
jours  plus  grande  que  -r^x  et  croît  de  plus  en  plus  en  cou- 

2 
vergeant  vers  Tinfini ,  tandis  que  -x  décroît  de  plus  en  plna^ 

en  convergeant  vers  zéro  :  donc  y  converge  vert  l'iofloi. 
Ainsi,  la  courbe  part  de  B  pour  devenir  asymptote  à  Taxe 

des^ ,  du  côté  des  x  positifs. 

Ql  3 

Si  X  croit  de  bv^  jusqu'à  Tinfini,  la  fraction--—  décroît 

ox^ 

de  plus  en  plus  en  convergeant  vers  zéro,  de  sorte  que  la 
valeur  de  j^  se  réduit  à  j^  =  —  ^  x  pour  x  =  <x> .   Ainsi  la 

o 

courbe  part  de  B  pour    devenir  asymptote  à   la   droite 

2 

r  = j:  ou  ToT'  au-dessus  d'elle. 

3 

Au  reste ,  le  coefficient  d'inclinaison  de  la  tangente  pour 
toute  valeur  positive  de  jc  reste  toujours  négatif  ;  donc  la 
courbe  dans  tout  le  cours  de  cette  branche  tourne  sa  conca- 
vité versJa  région  supérieure  et  à  droite  du  plan. 

Pour  dessiner  la  courbe  du  côlé  des  x  négatifs ,  changeons 
X  en  —  X,  et  portons  les  valeurs  absolues  de  .r,  à  gauche  de 
l'origine el  sur  l'axe  des  u,  1/équatiun  devient 


^  =    ^^-^  i^zr^y 
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8fc3 

Uk  coefficient  d'incIiDaison  de  la  tangente  devient 


tang  a  = 


3x, 


l^  restant  toujours  positif  pour  toute  valeur  de  x, ,  la  courbe 

l  tst  tout  entière  située  au-dessus  de  Taxe  des  x ,  au-dessus 

2  2 

4e  la  droite  ^  =»ô"^«  "^  —  „  ^^^  ou  ToT',  est  asymptote  à  cette 

droite,  et  Test  aussi  à  Taxe  des^, 

four    jr.<;  ^b  ;  tang  a  est  positif  ; 

poor    jc,  >2£r  ;  taog  a  est  négatif  ; 

pour    X,  =  2^  =  oC  on  a  ^  =  2^  s=  CD  et  tang  a  =  0  ; 

tac  à  la  rencontre  D  de  la  courbe  et  do  la  bissectrice  GoG' 
derangle  des  coordonnées  de  signes  contraires,  la  tangente 
eit  parallèle  à  Taxe  des  x ,  c'est  le  point  le  plus  bas ,  cette 
branche  toome  sa  concavité  vers  la  région  supérieure  du 
'  plan,  et  la  courbe  se  trouve  ainsi  complètement  tracée. 
La  deuxième  équation  xy-^-x*  :=  a*  ou 


est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  Tune 
l'axe  des^,  l'autre  la  bissectrice  j^ = — x  ou  GoG'  de  l'angle 
des  coordonnées  de  signes  contraires  ;  et  comme  pour  la  même 
abscisse  l'ordonnée  de  la  courbe  est  moins  longue  que  celle  de 
h  droite,  cette  bypeii)ole  est  tout  entière  contenue  dans  les 
a^^  G'oY'  et  YoG  opposés  au  sommet ,  elle  rencontre  né- 
ceMairanent  la  première  courbe  en  un  point  M.  situé  dans 
Vangle  GoV,  puisque  cet  angle  contient  son  asymptote  ToT  ; 

IaÎM  il  y  a  toujours  une  valeur  réelle  et  négative  de 
X,  x=  oN. ,  à  laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  po^ 
<tiv«dey,^  =  N,M,. 
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L'hyperbole  coupe  l'axe  des  x  du  côlé  des  x  positiCi  \ 

s 
point  a:=:+a;  ce  point  esta  droite  de  B  si  a'^b^K\9ak\ 

B  si  a=zh\/X,^  et  est  à  gauche  de  B  si  a<Ch\/K\  oe( 
donne  lieu  à  trois  cas  bien  distincts. 

3 

l '^  Cas.  a >  ft  \/k.  Soit  oA=a^  Thyperbole  part  de J 
pour  devenir  asymptote  à  oG  et  rencontre  né 
la  première  courbe  en  un  point  M,  situé  à  droite  de  A,  ] 
que  l'angle  XoG  contient  son  asymptote  oT. 

Ainsi  il  y  a  une  valeur  réelle  et  positive  de  Xj  x  =  oNi,ij 
laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  négative  de  j^, 

j^  =  N,M3. 
U  hyperbole  part  de  A  pour  devenir  asymptote  à  Taxe  des 
y  y  et  même  pour  devenir  plus  asymptote  à  cet  axe  que  b 
première  courbe,  ce  qui  établit  l'existence  d'une  troisiéiiie 
rencontre  M,  des  deux  courbes ,  car  alors  Thyparbole  doit 
passer  entre  la  première  courbe  et  Taxe  des/,  pour  ensuite 
rester  conlinucllemenl  entre  ces  deux  lignes.  Pour  le  dé- 
montrer, soient  X  l'abscisse  de  la  première  courbe,  et  x  celle 
de  l'hyperbole  correspondant  à  la  même  coordonnée  /,  les 
équations  du  problème  donnent 

2X?  +  3rX'  =  Sb\ 
2jf^+  Syx'  =  :ia'x  —  x\ 
2(X'  —  x^)  +  3r  (X'  —  x')  =  Sb'  —  3a'a:  +  x\ 
vX— Jt)  [2\'-h2Xx  +  2x'  +  3yX  +  3yx]  =Sb^-\-x'  —  3a:x, 

pour  de  très-petites  valeurs  de  x^  Zà^x  est  très-petit  et  peut 
être  plus  petit  que  toute  quantité  donnée ,  par  exemple  8é'; 
donc  pour  de  très-petites  valeurs  de  x,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  pour  de  très-grandes  valeurs  de^,  le  second  membre 
est  positif,  et  comme  les  coordonnées  le  sont  aussi,  (X  —x) 
Test  aussi  ;  donc  loule  parallèle  à  ra\e  des  x  ,  du  c6lé  des  a* 
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itifs ,  et  pour  une  yalear  dey  suffisamment  grande,  ren- 
Dtre  constamment  Thyperbole  après  avoir  rencontré  Taxe 
•>-,  et  avant  de  rencontrer  la  première  coorbc. 
Ainsi  il  y  a  one  valear  réelle  et  positive  Abjc^  x  =  oN, ,  à 
le  correspond  une  valear  réelle  et  positive  de^, 

t  œtte  rencontre  est  la  seule  dont  les  deux  coordonnées 
Ht  positives. 

S*  cas.  a=b  v/4.  Alors  le  point  A  vient  se  confondre  avec 
^k  prâit  B,  en  ce  point  les  deux  courbes  sont  tangentes  l'une 
fà  l'autre. 

f*^      ^«"«"= 3^-=-î2r3="^' 

[  tanga'=— -^^^  =  -2. 

I  A  partir  de  ce  point  Thyperbole  reste  constamment  entre 
[  la  première  courbe  et  Taxe  des^  ;  car  par  cette  hypothèse  et 
È  faata:= a — ^ le  trinôme  Sft^  +  x' —  3  a^x  devient  S^  (3a — ^), 
'    funtité  essentiellement  positive  puisque  §<ia. 

Ainsi  pour  cette  hypothèse  il  n'y  a  que  deux  valeurs  réelles 
de  Xy  l'une  négative  à  laquelle  correspond  une  valeur  de  y 
rédle  et  positive^  l'autre  positive  à  laquelle  correspond  une 
Taleor  dey  nulle. 

3®  COS.  a<  6  |/4.  Les  deux  courbes  ne  peuvent  alors  avoir 
ancun  point  commun  du  côté  des  x  positifs,  car  l'hyperbole 
traverse  l'axe  des  x  entre  l'origine  et  le  point  B  pour  en- 
suite rester  constamment  entre  l'axe  des  y  et  la  première 
courbe,  puisque  le  trinôme  S^^^.  j^»— .  ^a^x  pour  x=:a^$ 
défient  (86^— 2a')4-^  (3a— ^),  quantité  essentiellement 
positive  comme  formée  de  deux  termes  positif^. 

Ainsi  le  problème  n'est  pas  possible  dans  cette  hypothèse. 
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Soit  pnpMA  àè  fnm»  Îg  ï\m  des  pojtils  d  où  Toii  | 
mener  mie,  deox  ou  trob  làngeotes  h  la  courbe  précédDotf  ] 
tx'-M^j^-^M^ss:!^;  Féquationde  la  (angeote  à  celle  mmï 

eil  j^— y=  —  — ^^ — nr-2^  {x  —  jc')  avec  la  relation 

Si  elle  eit  menée da point  x=£E,j'^0,£f^€oardQii»è 
doiTenttèrifleB tM  Affatipo ;  ona 

«-^= 8]?^— '^-^^J^ 

S  entre  œtte  éqtiatioa  ci  la  prétédeate  cm  élimine  ou: 
oo  j/,  par  eiempley^  il  en  résulte  une  équalion  en  ^,  st  J 
qui  pour  chaque  qrstème  de  vaîenrs  simtiUanées  de  et  et  iH 
■ara  un  oertain  nombre  de  racines  réelles  ;  si  à  ces  vâlmn 
léeUeaieâf  eonmpontait  des  vatears  réelles  de  y,  on  poum 
da  point  (0^  t)  mener  aatam  de  langenies ,  et  les  coordonûè^ 
de  leurs  points  de  contact  seront  ces  valeurs  de  :c  ei  de  / 
ainsi  déterminées.  L'équation  de  la  courbe  étanl  do  premier 
degré  en^,  y  est  des  deux  inconnnes  celle  qu^il  est  le  plus 
simple  d'éliminer,  et  en  outre  comme  à  chaque  valeur  réelle 
de  X  correspond  une  valeur  réelle  de^,  les  inclusions  <r 
rées  de  l'équation  finale  en  x  seront  absolues.  L'équation  de 
la  tangente  devient ,  éliminanlj, 

ou  (3e  +  2a)  j:'  —  2.%b^j:  +  i  6£>*d  =  0  ■ 

Pour  tout  point  du  plan  situé  au-de^ous  de  rasympiotf , 
le  coefficient  de  x^  devient  négalif  ;  par  ciiemple  ^K\  «^ 
alors  Téquation  devient 

K^x^  +  246^^  —  iêb^tt  =  0, 

équation  qui  a  toujours  deux  racines  imaginairea ,  priif 
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è^  est  es§eDlidIcnient  positif,  ainsi  de  tout  point  du  plan  situé 
flhdessous  de  l'asymptote  on  ne  peut  mener  qu'une  tangente 
V  àla  courbe. 

Pour  tout  point  situé  au-dessus  de  Tasymptote ,  la  condi- 
tion de  réalité  ou  dlmaginarité  des  racines  est  donnée  par 

27.i6,l6.6V  <  4.24.2».24.6> 
(3€  +  2a)»      ^       (38+2a)3 

< 

OU  2a«  +  3a'6==8ft' 

> 

1*  Si  2a'+3a*6>8^%  le  point  (a,e)   est  intérieur  à  la 

courbe  9  ainsi  de  tout  point  intérieur  à  la  courbe  on  ne  peut 
BMmer  qu'une  tangente  ;  elle  l'est  à  la  branche  qui  ne  con- 
tient pas  le  point. 

2*  Si  2a*+3a"€=:8^^  le  point  (a,  6)  est  un  point  de  la 
eonrbe,  ainsi  cette  courbe  est  elle-même  le  lieu  d'où  l'on 
prat  lui  mener  deux  tangentes  ;  et  en  effet  on  peut  toujours 
eo  un  point  de  la  courbe  lui  mener  une  tangente,  et  de  ce 
même  point  en  mener  une  à  l'autre  branche. 

3»  Si  2a'  +  3ar<  86»,  le  point  est  extérieur  à  la  courbe , 
ainsi  de  tout  point  compris  entre  la  courbe  et  son  asymptote 
on  peut  toujours  lui  mener  trois  tangentes. 

Toutes  ces  conséquences  pouvaient  être  prévues  d'après  la 
forme  de  la  courbe. 

Remarque.  Si  l'équation  finale,  au  lieu  d'être  ainsi  du 
troisième  degré ,  avait  été  d'un  degré  supérieur,  on  lui  au- 
rait appliqué  les  calculs  du  théorème  de  M.  Sturm ,  et  les 
fonctions  V,  V, ,  V, ,  V3 ... .  ayant  leurs  coeflBcients  fonctions 
de  a  et  de  6 ,  auraient ,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  a 
et  6,  donné  le  nombre  des  racines  réelles  :  toutefois  il  faut 
Uen  se  rappeler  que  cette  méthode  ne  permet  de  supprimer 
ou  d'introduire  un  facteur  numérique  ou  algébrique  qu'au- 
tant que  ce  facteur  est  essentiellement  positif  ;  ainsi  l'on  ne 
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peot  MpptftnBr  on  îiitrùduîro  camme  racleurs ,  dans  loui 

€oart  dv  cdiCul ,  ^e  dm  puhs^mces  paires  de  %  et  de  L 

Soit ,  par  exemplG ,  j  z^  x^+»  (  fig.  35  ) ,  on  iroave 

d?*  —  «X , 

l""  Si  ot  et  8  sont  de  même  sigoc ,  il  manque  (2^-<l)  tern 
entre  den](tenim de  signes  contraires  =  donc  T  a  an  moiri 
(Sm — S),|«fi|liet  tapagloaires.  Ainsi ,  de  lont  point  situé  dam 
Tangle  des  OOOrdopnees  de  même  signe  «  on  ne  peut  pas  me- 
ner.plnide  traiB  tatigentes  h  la  courbe  ;  et  si  ^  et  ^  sont  1 
9igiieBO0DtraireB,y  a  au  moins  ^m  racines  imaginâtres  ^  ain 
de  tant  pcrint  jjtaé  dans  Tangle  des  coordonnées  de  signe  i 
tntfae,  m  W  peat  inener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 

a"  Si  a  et  6  é^fki  positifs,  on  a  ot2wi+^  >  € , 
li  oc  et  6  étant  négatifs ,  on  a  +  «^"hi  >  +  C  , 

X  donne  3  variations,  la  suite  +*r  en  donne OT 
Donc,  de  tout  point  situé  entre  la  convexité  de  la  ooiHdMet 
l'axe  des  j?,  on  peut  toujours  mener  trois  tangentes  à> 
courbe. 

3"  Si  a2«*+i  =  6 ,  la  suite  — jc  donne  2  yariations,  et  la 
suite  +  iT  en  donne  0.  Donc  cette  courbe  est  encore  le  liea 
d'où  Ton  peut  lui  mener  deux  tangentes. 

4'»  Si  a  et  6  étant  positifs,  on  a  a2«»+i  <  6  , 
ou     si  a  et  6  étant  négatifs ,  on  a  +  a^*^*  <  +  ^  , 
la  suite  —  x  donne  2  variations ,  la  suite  +  j:  en  donne  1  » 
donc  il  n'y  a  que  1  racine  réelle.  Ainsi ,  de  tout  point  situé 
entre  la  concavité  de  la  courbe  et  Taxe  des  x,  on  ne  peot 
mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 
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la  suite 


NOTE 

Sur  un  mode  particulier  de  description  des  lignes  et  des  surfaces 
du  second  ordre. 

PAR  M.  BBLJ5TOV  (DB  CHAMP), 

Iniçénieur  des  ponts  el  chaussées. 


La  description  de  l'ellipse  par  le  point  d'une  ligne  droite  de 
kmgueur  constante ,  dont  les  extrémités  demeurent  sur  deux 
axes  fixes  est  connue  de  tout  le  monde,  et  Ton  peut  la  re- 
garder même  comme  déflnitivcmcnt  acquise  à  la  pratique 
dans  la  constmction  des  épures  où  cetle  ligne  doit  flgurer. 
JLe  mode  analogue  de  description  des  autres  sections  coni- 
ques et  même  des  surfaces  du  second  ordre ,  si  toutefois  il 
est  d^à  consigne  quelque  part ,  est  loin  de  présenter  des 
avantages  équivalents  dans  la  pratique.  Cependant  on  ne 
sera  peut-être  pas  fâché  de  trouver  ici  quelques  détails 
soroette  question. 

Déjà  dans  le  scolie  de  la  page  227,  tome  II  de  ce  recueil , 
nous  avons  indiqué  une  loi  suivant  laquelle  doit  couper  les 
côtés  d*un  angle  flxe,  la  droite  mobile  dont  un  point,  qui  la 
partage  en  deux  segments  additifs  ou  soustractifs  ayant  entre 
eux  mi  rapport  constant,  décrit  Thyperbole.  Ce  qui  suit 
constitue,  à  vrai  dire,  le  développement  et  la  généralisation 
de  cette  remarque.  Nous  y  avons  considéré  une  relation  très- 
simple  entre  les  deux  longueurs  interceptées  par  la  droite 
mobile  sur  les  côtés  de  l'angle.  Cette  relation  sera  examinée 
dans  un  état  de  généralité  que  ne  comportait  point  le  scol^^ 
dont  nous  parlons.  Il  s'agit  ici  de  l'équation  algébr^!»^ 
du  second  degré  entre  trois  variables  qui  sont  les  loi»<"^"rs 

Ahii.  de  Matrémat.  III.     V  £0 


interceptées  par  un  plan  inobiLc  sur  Im  arêtes  d'un  angle 
Irièdrc.  Nommons  les  ï,  n,  ç,  prenons  les  aréles  pour  a  m 
des  coordonnées  jt,  j^,  s,  les  lettres  des  deux  alpllab(^U§e 
correspondant  respectivement,  la  relation  donnée  sera 

P(f,^,  E)  =  ô.  (I) 

Nous  admettrons  en  outre  que  la  trace  dn  plan  mené  par   ^ 
le  point  décrivant  et  par  chacun  des  axes^  sur  le  plan  db 
deux  autres  axes ,  délermiae  sur  celle  du  plan  mobile  dem 
s^^ents  additirs  ou  soustractifs  dont  le  rapport  soit  cdq* 
stant.  On  verra  facilement^  eu  faisant  usage  an  besoin  de  la 
théorie  des  transversales  on  de  toute  autre  considération  éqni^ 
vatente ,  qu'il  existe  nécessairement  une  relatioo  entre  les 
six  segments  ainsi  obtenus,  et  que  cette  relation  revieoU 
dire  que  les  distances  des  points  de  division  à  chacun  des 
aies,  mesurées  dans  le  plan  mobile,  doivenl  être  entre 
elles  comme  trois  lignes  données  p^  ^,   r,  ces  dernières 
loitres  répondant  aux  coordonnées  x^  y^  z^  pour  la  symétrie 
de  la  notation. 

Ceci  étant  bien  compris,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  for- 
mer l'équation  du  lieu  géométrique  ou  de  la  surface  dé- 
terminée par  le  point  du  plan  mobile.  En  effet  oeloi-ci  a 
pour  équation 

^  >1  Ç 

Celles  des  plans  menés  par  le  point  décrivant  et  pw  cha^ 
cun  des  axes  sont 

^-f=i,       ^=i,       ^  =  ^.       (S) 

qjr       Yi  rz        X,  px      \ 

£t  ainsi  que  Ton  devait  s'y  attendre,  chacnne  de  ces  éqaa 
iJons  est  une  conséquence  des  deux  autres.  En  les  combinant 
avet  '  l'équation  (2),  il  vient 

P  Q  r 

ç='-x,  v,=V,  i;  =  -s,  (4) 

S  S  S 
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xpressions  dans  lesquelles  on  a  fait ,  pour  abréger 
11.^.1 

s       p       q       r  ' 

Leur  forme  linéaire  en  fonction  des  coordonnées  or,  y,  z  du 
K)int  décrivant  fait  voir  que  leur  substitution  dans  la  relation 
lonnée  (1)  entre  les  longueurs  S,  m,  c  conduit  à  une  équation 
le  même  degré.  Ainsi  est  démontré  que  le  point  déterminé 
ci-dessus  a  pour  lieu  géométrique  une  surface  de  Tordre  de 
celle  qui  résulterait  de  la  construction  de  l'équation  (1)  entre 
les  variables  S,  >2,  ç  regardées  comme  les  coordonnées  d'un 
point.  Supposons ,  par  exemple,  que  l'on  ait 

Ç»+„»+j;»=p';  (6) 

il  vient  immédiatement 

p*x'+qy+r'z*=^p\  (7)     ' 

équation  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux ,  qui  devient 
identique  avec  l'équation  aux  diamètres  conjugués 

si  Ton  pose 

s  s  s 

ût  =  -p    b='ù,   c  =  -û.  (9) 

P  9  ^ 

En  choisissant  convenablement  les  signes  dés  divers  caifés 
qui  entrent  dans  l'équation  (6)  la  transformée  (7)  représen- 
tera k  volonté  Tune  quelconque  des  surfaces  du  second  ordre 
ayattt  un  centre.  Celles  qui,  au  contraire,  en  sont  déponrrues, 
seront  représentées  parles  transformées  d'une équatioé AiP- 
férente  de  l'équation  (6).  Dans  tous  les  cas,  la  surface  aux 
coordonnées  jt,  ^,  z ,  sera  visiblement  de  même  espèce  que 
odle  aux  coordonnées  primitives  Ç ,  1,2;.  Les  relations  de 
l'une  avec  l'autre  pourraient  être  déduites  du  théorème  qu'on 

vientde  démontrer,  mais  ce  n'est  pasicile  lieu  de  s'étendre  sur 

de  tels  développements. 


Nous  lenuinerous  celle  noie  par  Veiplicâllon  d'un  faiiqiii 
pourrait  élre  regardé  comme  conlrairc  à  l'analogie  qm  nous 
ayons  annoncé  eiîsler  entre  le  mode  de  doscrîptioQ  de^  mr- 
faees  du  second  ordre,  et  celui  de  rellipse*  On  démontre 
aisénicfit,  dans  le  cas  d'axes  rectangotaircs ,  et  lorsque  la 
somme  l^'-hn  e&i  conslante,  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  I,  îî,  est  sur  la  normale  k  Tellipsc  menée  par  le  poml 
décrivant,  La  môme  chose  a  lieu,  Tangle  des  axes  élanl 
qciekonqne  ,  maïs  la  droite  mobile  de  longueur  ranstanle 
en  ce  sens  seulement  qae  ce  sont  les  perpendiculaires  aai 
axes  menées  aux  distances  | ,  n  de  Torigine ,  qui  se  rencon- 
Ireut  sur  la  normale.  Or  rellipsoïdo  ne  possède  point  C6il«* 
propriéié,  si  ce  n'e^t  dans  on  cas  trés-parliculierf  où  Ton  » 

Cette  circonstance  lient  uniquement  à  ce  que,  dans  les  Oh 
particuliers  qui  viennent  d'être  cités,  Téllipse  coïncide^  par 
son  mode  même  de  description ,  avec  répicydoïde  dite  rai- 
longée  ou  raccourcie  que  décrit  le  point  du  plan  d'un  cerde 
roulant  intérieurement  sur  une  circonférence  d'un  diamètre 
double^  concentrique  à  rellipse.  Un  peu  d'attention  suffira 
pour  se  rendre  compte  de  lldenti  té  des  deux  courbes.  Or, 
dès  que  la  droite  mobile  cesse  d  avoir  une  longueur  con-- 
stanle,  rien  de  senablable  n'existe.  Le  fait  purement  ackjil- . 
dentela  relatif  à  la  normale^  appartient  donc  réellement  ^ux 
propriétés  de  la  famille  des  épicjcloïdes  bien  plus  qu'aux 
sections  coniques  en  général,  et  ne  peut  élre  allégué  contre 
l'analogie  visii>le  de  la  description  des  surfaces  par  le  point 
d'un  plan  m^bîtè,  avec  cetle  des  courbes  par  le  point  d'une 
droite.       ^,g^n    u*ii  .».*l  .-^r 


H 
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NOTE 

SUR 

LE  FOLIUM  DE  DESCARTES. 

PAR  M.  MIDT, 

Aneien  professear  des  collèges  royaux. 

1.  La  coarbe  {fig,  36)  dont  Téquation,  rapportée  à  d^s 
axes  rectangulaires ,  est 

y^  —  3axjr'j-x^  =  0,  -  (1) 

est  connue  sous  le  nom  de  folium  de  Descartes.  Comme  on 
oe  sait  point  résoudre  cette  équation ,  celle-ci  ne  peut  faire 
connaître  directement  ni  la  nature  ni  là  forme  de  la  courbe. 

Pour  la  transformer  en  une  autre  plus  aisée  à  discuter, 
noua  remarquerons  qu'elle  reste  la  même  quand  on  y  change 
xen^,  et  réciproquement.  La  courbe  qu'elle  représente  est 
donc  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l^angle  forme 
par  les  axes  des  coordonnées,  il  est  donc  facile  de  prévoir 
qu'en  prenant  cette  droite  et  celle  qui  lui  est  perpendiculaire 
à  l'origine  pour  nouveaux  axes ,  la  discussion  sera  simpliGée. 

Les  framules  pour  passer  aux  axes  nouveaux  sont 

D'ailleurs,  en  nommante'  la  portion  de  la  bissectrice  dont 
la  projection  sur  Taxe  des  x  est  a ,  l'on  a 

_   a' 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (I)  ;  remplaçons ,  pour 


plus  de  lîimpUcilé  ^  ~  par  u,  et  supprimons  les  acc£Ql$r 

l'équatioD  réduite  sera 

y  (a  +  Sjt)  "f  j:"  fx  —  a)  =  a. 

Elle  donne 

V/  a^jT 

L'équaiîoii  mise  mu^  celte  forme ,  on  voit  de  suite  (fig,  %1] 
que  la  courbe  Hmilëe  à  droite  à  Vabseîsse  AB  =  a,  Test  â 

gauche )  à  la  distance  AD  =-  a,  par  Tas^mptoie  W\  dool 

l'équation  est 

a  +  ai's^O* 
L'équation  stu  vante 


r 


déduite  de  Véquation  (3)  donnant  pmrm,  à  la  limite  ^^0: 

fett  VOIP  que  ïes  bissectrices  GL,  GV  louchent  les  deux 
branches  BMAU ,  BM  AU'  à  Todgine, 

2.  Comparons  cette  courbe  a  celle  donl  l'équation  est 


v:- 


(4) 


Cette  seconde  courbe ,  de  même  forme  que  la  précédente, 
mais  dont  l'asymptote  W  [fiq,  38)  est  éloignée  de  Taxe  HV 
d'une  distance  HD= AD,  est  d'une  construction  géométrique 
facile.  En  effet,  si  Ton  mène  par  B  la  droite  arbitraire  BG, 
Ton  aura  toujours^  pour  tous  les  points  de  la  courbe, 
CA  =  CM.  Elle  est  aussi  le  lieu  des  sommets  des  hyperboles 
qui ,  ayant  le  foyer  commun  B,  ont  Taxe  AY  pour  asymptote 
commune.  C'est  ce  que  l'on  vériGerait  en  cherchant  directe- 
ment le  lieu  des  points  qui  satisfont  à  l'une  ou  à  l'aubre  cen- 
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dition.  Il  serait  coricox  de  chercher  si  la  première  coarbe 
jouit  de  qoelqaes  propriétés  analogues. 

La  comparaison  des  formules  (3)  et  (4)  fait  voir  qu'entre  les 
points  A  et  B ,  la  première  courbe  est  plus  près  de  Taxe  des 
jc  que  la  seconde,  et  qu'entre  A  et  D,  elle  s'en  éloigne  au 
contraire  davantage  ;  de  sorte' que  si  les  deux  courbes  étaient 
construites  sur  la  même  droite  AB ,  la  première  serait  com- 
idét^nent  enveloppée  par  la  seconde. 

3.  Un  point  essentiel  à  déterminer,  si  l'on  construit  les 
deux  courbes ,  est  celui  M  ,  où ,  sur  la  partie  fermée ,  située 
a  droite  de  l'axe  des  y^  l'ordonnée  est  un  maximum.  Nous 
croyons  que  les  élèves  n'attachent  pas  en  général  assez  d'im- 
portance aux  constructions  géométriques.  Ce  n'est  que  par 
elles  néanmoins  que  dans  beaucoup  de  cas  on  peut  se  faire 
une  idée  bien  nette  de  la  forme  et  de  l'étendue  de  la  courbe 
que  l'on  discute.  Nous  les  considérons  d'ailleurs  comme  un 
exercice  extrêmement  utile  pour  les  élèves ,  et  très-propre 
à  exercer  leur  sagacité.  Elles  nous  semblent  donc  préféra- 
bles sous  ce  rapport  aux  résultats  déduits  du  calcul^  et  c'est 
par  ce  motif  que  nous  allons,  pour  chacune  des  deux 
courbes  considérées,  indiquer  la  construction  précise  du 
point  que  nous  venons  de  désigner. 

La  dérivée  de  l'équation 

y{x  -^a)^  x'  (X—  a)  =:0 
de  la  seconde  courbe ,  prise  par  rapport  à  :r  et  égalée  à  zéro  > 
donnera  les  points  de  la  courbe  où  la  tangente  est  parallèle 
aux  x^  et  dont  l'ordonnée  sera  dans  le  cas  actuel  un 
maximum. 

Qr  cette  équation  réduite  est 

x^'\-ax  —  a*=0. 
En  la  résolvant ,  on  a 
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I^our  cou§tniire  a  la  Tuis  Tabscissc  el  1  ordonnée  da  pmn 

1 
faisons  âK  =     KB;  prenons  AH  =  ÂB  ;  décrivons  du  f^Q 

ire  K  ta  cirœnférence  RU ,  cou|)dnt  Taxe  des  v  en  P  el  F 
Le  point  cherché  M  sera  sur  la  perpendiculaire  élevée  m  P 
sur  AX,  el  sur  la  droite  BN  menée  de  B  à  VeiLtréinilé  N  de 
la  corde  AN  ^  AP.  Quant  au  poinl  P^  or  voit  qu'il  esl  hori^ 
des  limiles  de  la  courbe ,  ny  que  l'ordonnée  corre&pondanfejj 
rabscisse  AP'  est  ima|g:inaîre. 
4    Si  Ton  fait  îe  calcul  analogue  pour  Véqnation 

y  la  +  3x)  +  .r"  (jc  —  a)  =  0 

de  Ja  première  courbe»  Ton  trouvera,  pour  la  conilltK 
t herchée , 

3^'^— «*  =  0f 
d'où 

.r  =  zt . 

Construction.  Sur  HB  (fig.  37) ,  comme  diamètre,  décri- 
vez une  circonférence  ;  faites  AE  =  HD  ==  --  AB  ;  élevez  la 

o 

a 
perpendiculaire  EH  sur  AB.  Alors  la  corde  AH =--;^.  Or 

K3 

cette  corde  est  plus  grande  que  AE  el  aussi  que  AO  =  H0. 
Donc  la  circonférence  AH  coupera  le  prolongement  de  HO 
en  P  et  celui  de  AO  en  F.  Le  point  F  est  hors  des  limites  de 
la  courbe.  Le  point  P  est  le  seul  auquel  correspondent  les 
points  cherchés. 
Construisons  l'ordonnée  du  même  poinl.  L'équation  (3) 

donne 

y         a  —  jc 

Faisons  AQ  =  3AP;  surBQ,  comme  diamètre  »  décrivons 


titie  demi-Huroooférence  rencontrée  par  la  pcrpendiculaîre  an 
point  P  sur  HX  en  Z ,  et  après  avoir  pris  QP^=:  HP  «  la  pa- 
lallâe  P'M"  à  BZ  sera  Fordonnée  cherchée.  La  même  con- 
straclion  s'appliqoant  à  une  abscisse  quelconque  y  on  poarra 
donc  déterminer  autant  de  points  de  la  courbe  que  Ton 
Yondra. 

La  transformation  dont  nous  avons  fait  usage  pour  discu^ 
ter  lu  courbe  de  Descartes  doit  être  remarquée  à  cause  de  sa 
grande  utilité  pratique.  Elle  nous  semble  préférable ,  lors- 
qu'elle rend  possible  la  résolution  directe  de  l'équation  pri- 
mitive, à  la  méthode  des  coordonnées  polaires,  plus  facile  en 
apparence ,  mais  qui ,  en  général ,  dans  les  courbes  de  forme 
compliqoée ,  est  peu  propre  à  indiquer  d'une  manière  précise 
leur  limite  exacte,  le  sens  de  leur  courbure  et  la  position  des 
asymptotes,  lorsqu'il  en  existe. 

Dans  le  folium  de  Descaries ,  par  exemple ,  si  on  passe  de 
Téqoation  primitive 

à  réqnation  aux  coordonnées  polaires ,  au  moyen  des  for- 
mules connues 

J^::=pSinca,  J:  =  pCOSw, 

l'on  trouve 

3asin&>  cosg>> 


Or,  en  posant 
oû  en  tire 
Par  suite, 


sin^o) -4- cos^w  * 

sîn^o»  +  cos^w  =  0 , 

$inb>  =  — cosw. 
3asin^ 


•  =  -px, 


<l'oùron  doit  conclure  seulement  que  la  courbe  considérée 


peat  avoir  une  asymptote  parallèle  k  la  bissectrice  ZAE 
{fig-  36)derang1e  YAX'.  Mais  ce  résultat  ne  fait  coBDMtre» 
l'existence  réelle  de  cette  asymptote ,  ni  sa  distance  à  k 
bissectrice. 

Je  dis  son  existence  réelle  :  en  effet ,  il  pourrait  se  fairfr, 
dans  de  certains  cas ,  que ,  malgré  une  indication  de  ce  genre, 
il  n'y  en  eût  aucune. 

Car  soit 9  par  exemple,  Téquation 

discutée  dans  les  Annales^  t.  II ,  p.  232  ;  son  équation  |X)- 
laire  est 

_    1 

^  "~  COS*(p  ' 

Quand  (p  ==  ^  ,  on  a 

et  cependant  la  courbe  n'a  pas  d'asymptote ,  ou  celle-ci  esl  à 
une  distance  inflnie  de  Taxe  des^,  ce  qui,  au  fond,  est  la 
même  chose. 

6.  L'auteur,  d'ailleurs  plein  de  mérite ,  de  l'article  iosérc 
dans  le  même  tome  des  Annales ,  p.  314  ,  a  été  induit  en  er- 
reur par  une  discussion  de  ce  genre.  C'est  ce  que  je  vais  mon- 
trer par  la  discussion  directe  de  l'équation  à  laquelle  il  est 
parvenu. 

Cette  équation  est 

y^—x^--'yx-\-yx'-\y  +  x''-xy=^0.        (1) 

Elle  donne  la  solution  d'un  problème  très-intéressant  pro- 
posé par  M.  Breton  de  Champ.  Elle  est,  dans  une  suite  de  pa- 
rallélogrammes ACBM,  A'C'B'M  ....  etc.  [fig.  39),  qui  ont 
un  angle  commun  M ,  et  dont  les  côtés  adjacents  varient  en 
conservant  une  différence  constante ,  le  lieu  des  pieds  des 
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«rpendicDlaires  abaissées  des  sommets  C,  C  ....  etc.,  sur  les 
HagODales  opposées  et  correspondantes. 

L'antenr  a  été  amené  par  son  calcul  à  prendre  pour  ori- 
pne  le  point  0  de  la  bissectrice  de  Tangle  AMG,  où  vont 
XNiooiirir,  par  une  propriété  fort  remarquable,  toutes  les 
^orpendiculaires  considérées  et ,  pour  axes  des  coordonnées, 
les  droites  OX ,  OY,  parallèles  aux  côtés  de  cet  angle. 

L'équation  (1) ,  étant  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
leox  variables,  ne  peut  être  résolue  directement.  L'auteur 
de  Tarticle  la  discute  par  les  coordonnées  polaires.  Mais  la 
eomposition  de  cette  équation ,  comme  la  nature  même  de  la 
question,  indique  suffisamment  que  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  YOX  II  est  donc  na- 
turel alors  de  prendre  cette  droite  OX'  et  sa  perpendiculaire 
OY'  pour  axes  coordonnés  ;  et  c'est  à  ces  axes  nouveaux  que 
nous  allons  la  rapporter. 

Les  formules  d'où  dépend  cette  transformation  sont 

L'équation  transformée  est ,  par  suite , 

y  (2  V^2  jc  —  1)  +  2  K2  j:^—  Zx'  =  0.  (2) 

Elle  donne 

21/2  x-r  ^^^ 

et  devient ,  sous  cette  forme ,  facile  à  discuter. 
Les  valeurs  de  x  qui  satisfont  aux  équations  particulière» 

2|/2x— 1=0, 

3-2|/2jc  =  0, 

i  3 

étant  x'=  - 1/2  pour  la  première ,    et  j:"  =  -  1/2  pour  la 

4  4 


=-\/ 
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seconde,  il  suit  de  l'équation  (3)  qae  les  abscisses  auxqaellei 
correspondent  des  ordonnées  réelles  seront  toutes  compriie^ 
entre  les  valeurs  x'  et  x". 

Pour  interpréter  ces  résultats ,  il  faut  se  rappeler  que  Fé* 
quation  (I)  a  été  obtenue'en  prenant  le  côté  du  carré  MPOQ 
pour  unité.  Alors  si  on  considère  le  carré  inscrit  mp^//, 
formé  en  joignant  les  points  milieux  des  côtés  du  premier,  Pda 

'1  3 

aura  OR  =  - 1/2 ,  OS  =  -  4/  2.  La  courbe  sera  donc  entiè-- 

rement  renfermée  entre  les  parallèles//^', /^ç'  à  Taxe  OY';  et 
si  Ton  fait  croître  x  depuis  x'  jusqu'à  x'\  rordonnée  posi- 
tive correspondante  décroîtra  d'une  manière  continue  depnis 
rinflni  jusqu'à  zéro. 

La  première  de  ces  parallèles,  et  non  point  l'axe  OY',  sera 
donc  une  asymptote  de  la  courbe ,  et  la  seconde  une  tangente- 
Ces  conséquences  se  trouvent  vérifiées  par  la  yalenr  du 
coefficient  angulaire  de  la  tangente,  qui  est 

tangcp  =  HZ y  W 

(21/2j:  — 1)\/(2l/2  j:  — 1)(3  — 2t/2x) 

Le  numérateur  a  ses  racines  imaginaires  et  ne  peut  en  con- 
séquence devenir  ni  nul,  ni  négatif.  Donc,  en  adaptant  le 
signe  supérieur  qui  convient  à  la  partie  SPU  de  la  courbe, 
ce  coefficient  est  constamment  négatif ,  ou  l'angle  que  fait  la 
tangente  avec  OSX'  est  toujours  obtus. 

Pour  X  =  j:'=  x"  la  valeur  de  tang^  devient  infinie.  Ce 
qui  prouve  de  nouveau  que  p'q'  est  une  asymptote ,  et  sa  pa- 
rallèle pq  une  tangente  au  sommet.  De  S  à  U  la  courbe 
change  donc  le  sens  de  sa  courbure.  Ainsi  il  y  a  un  point  d'in- 
flexion entre  ces  deux  points.  Pour  le  trouver,  cherchons  la 
condition  qui  rend  tang  <p  un  maxinmm  ou  un  minimum.  Elle 
sera  exprimée  par  l'équation 

—  120^^+61^2  =  0, 


-  30t  — 
donne 

ik  il  faot  coDclurc  que  P  et  Q  sont  les  deux  points  d1n- 
ikm  cherchés. 

CMte  hypothèse ,  introduite  dans  (4) ,  donne 
tang«p  =  ±t  ; 

Afl  sait  que  les  côtés  MA  et  MB  ou  MG  de  l'angle  inva- 
iHe  des  parallélogrammes  sont  tangents  à  la  courbe. 
L'enveloppe  des  diagonales  successives  BA,  FA' ....  etc., 
l,  oomnoie  l'indique  l'auteur ,  une  parabole.  Son  équation , 
pportée  aux  droites  MB  y  MA ,  prises  pour  axes  des  x  et 

x*+y+  2xy  +  2  (X  —jr)  +  1=0.  (5) 

OQ  y  fait  successivement  x  =  0 ,  ^  =  0 ,  l'on  trouve 

(^-1)>  =  0,  (a:+tr  =  0;. 

qoi  montre  que  les  droites  MP,  MQ  sont  des  tangentes;  et 
mme  elles  sont  rectangulaires,  il  s'ensuit  que  la  droite 
Vy  parallèle  à  PQ,  est  la  directrice  de  cette  parabole  ;  qu'en 
Dséqaence  le  point  I  en  est  le  foyer,  et  S  le  sommet.  Les 
ois  points  P,  S ,  Q  sont  donc  des  points  communs  aux  deux 
mrbes,  où  elles  ont  une  tangente  commune  et  où  par  con- 
qoent  elles  se  touchent  elles-mêmes.  Elles  différent  dans 
MIS  les  autres  points. 

Note,  i .  Le  folium  de  Descartes  est  une  courbe  du  troi- 
ème  degré  de  première  espèce ,  ayant  une  asymptote  recti- 
gne  du  genre  hyperbolique  ordinaire  (Introd.  in  Analys.^ 
ib.  II ,  cap.  ix).  On  trouve  de  suite  cette  asymptote,  en  ap- 
Kfuant  à  réquati«n  (i)  la  méthode  d'EuIer  exposée  par 
S.  le  professeur  Yannson  (t.  II »  p.  398)  ;  le  marquis  de 
L'Hospîlal  construit  la  partie  infinie  de  cette  courbe  avec  son 
asymptote  (Analyse  des  inf.  petits ,  sect.  i ,  p.  15 ,  et  sect.  x , 
p.  166,  deuxième  édition,  1715). 


\ 
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Bcrnoulli  (Jean)  procède  ainsi  pour  carrer  la  courbe  (Op^l 
omnta,  t.  III ,  p.  405).  Dans  l'équation  (3)  faisons  a— x=i^;| 
on  en  tire 

ce  qui  donne  immédiatement 

.rr/x=c-iz^(4a-3z'r=c-i(«-xna-ax)M 

rintégrale  est  nulle  pour  jc  =  0  ;  donc  C  =  -  a"  ;  ainsi  Vwe 
est  exprimée  par  -  f^"—  («—  J^)*  (4  +  3jr)'  j;  fki8antj:=^ 

on  trouve ,  pour  Taire  du  demi-folium ,  -  a*  ;  faisant 

6 

jr  =  —  -  a,*  la  demi-aire  asymptotiquc  est  équivalente  à  ■:«*; 

l'ordonnée  maxima  est  ^  =  a  V/  -  .    Donc  le  carré  de 

cette  ordonnée  est  équivalent  à  Faire  totale  du  folioin  on 
bien  à  l'aire  totale  asymptotiquc. 

On  a  encore  ici  l'exemple  d'une  aire  fermée  carrable;  nu» 
elle  est  dans  l'exception  indiquée  par  Nevi^ton.  (FàirX,  II? 
p.  351.) 

Tous  les  foliums  construits  dans  le  même  angle  des  aies 
sont  semblables.  Il  reste  à  trouver  dans  quel  cas  une  équa- 
tion générale  du  troisième  degré  représente^un  foUain.(f  on' 
Mémoire  de  INicole,  Acad.  des  Sciences,  1729.) 

2.  La  partie  fermée  de  la  courbe,  ressemblant  à  une  fo- 
liole ,  a  donné  son  nom  à  la  courbe.  J'ignore  pourquoi  c^te 
courbe  est  attribuée  à  Descartes  :  il  n'en  est  point  question 
dans  sa  géométrie.  Elle  est  probablement  dans  les  lettres;  ce 
que  je  n'ose  pourtant  garantir,  car  je  n'ai  à  ma  disporitîoi! 
que  l'édition  de  M.  Cousin ,  qui  n'a  point  de  table  de  matières 
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cane  déplorable.  Il  est  vrai  que  dans  le  troisième  livre  de 
.  Géométrie ,  Descartes  construit  une  courbe  du  troisième 
3gré,  dont  l'équation  a  quelque  analogie  avec  celle  du  fo- 
nm.  Voici  la  génération  de  cette  courbe  :  une  parabole  dou- 
te se  meut  parallèlement  à  son  axe  ;  d'un  point  donné  sur 
)t  axe ,  on  dirige  des  rayons  vers  un  point  fixe  situé  dans  le 
An  de  la  parabole  ;  le  lien  d'intersection  de  ce  rayon  avec  la 
oraboleest  une  ligne  du  troisième  degré,  dont  Descartes  fait 
âge  pour  construire  les  racines  de  Téquation  du  sixième 
igré ,  en  combinant  cette  courbe  avec  un  cercle. 
3.  Les  équations  polaires  peuvent  servir  à  déterminer  les 
•ymptotes  avec  autant  de  certitude  et ,  en  certains  cas,  avec 
jw  de  facilité  que  les  équations  à  coordonnées  ordinaires. 
us  les  ans  et  les  autres^,  il  faut  toujours  deux  conditions . 
:  direction  de  l'asymptote ,  et  sa  distance  à  un  point  connu , 
t  il  est  naturel  de  choisir  le  pôle.  L'expression  de  cette  dis- 
tnce  est  dans  les  ouvrages  élémentaires ,  et  peut  se  conclure, 
ins  difficulté ,  de  la  formule  de  M.  Rispal  (t.  II ,  p.  511  ). 
\m  une  ligne  peut  avoir  des  points  isolés  multiples  situés  à 
infini  ;  la  droite  qui  passe  par  ce  point  a  alors  une  direction 
éterminée  et  devient  une  asymptote,  quoique  la  courbe  n'ait 
pe  des  branches  finies  ;  ce  qui  explique  le  fait,  en  apparence 
Aradoxal,  signalé  par  M.  le  professeur  Yannson  (t.  II, 
I.  402).  Nous  reviendrons  sur  ce  point  d'analyse  appliquée , 
i  sur  une  propriété  générale  des  surfaces  et  des  courbes  al- 
[âlNriqnes ,  peut-être  non  encore  remarquée.  Tm. 


HHXàdONË  DK  PAicfct.  Lorsqu'on  prolonge  deux  à  dettx  (ei  €Ôté$ 
uppoaêft ifun  hc^cagone  imcril  à unecourbe  du  âecond deyri, 
Im  tnm  poinis  de  coneoun  sont  en  ligne  droiie. 

Soit  y  -^ax  —  ^  =  0  et  x~  a\v  —  i»'  =  0  les  équalioiïii 
dos  druîUs  Ail,I>G  [fig,  40),  si  Ion  muUipUe  par  oriirt' 
ecs  deux  équalians  ^  on  aura  une  équation  du  second  d^ré 

«lui  sera  Téquation  des  deux  droites  AB  et  CD. 
'  On  aura  une  èqualton  de  ïa  m^me  forme 

lH)ur  les  droites  AF.DE. 

Soill3)  y  +  B''a:t+C"V+DV-f  B'x+F*=0  Téqua- 
tion  de  la  courbe 

L'axe  des^  pissant  par  les  points  A  et  D ,  ona 

D=iy=D'el  F=F=r'; 

en  cIM  ^  si  Ton  suppose  x=0  dans  chacune  des  trois  éqaa 
liims .  iHi  obtioiHtra  trois  équations  en  % 

v'  +  Dr^F  =  0. 
v*-fûv-^F=i\ 

qui  4iuiv>ttl  K^tos  trvHs  i^Hir  nictQ<^  iH>  et  OA. 

Si  )\m  ^W4rait  !  une  dk  I  Jiutnr  W$  c^uIkms  (3)  et  (f), 
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on  aora  mie  équation  qui  sera  satisfaite  par  les  valeurs  des 
coordonnées  des  points  A,  D,  G  et  B ,  et  qui  sera 

x[(B— BV  +  (C— C")x+E~E"]  =  0; 

elle  se  décompose  en 

x  =  Oet(B— B")r  +  (C— C")x+E— E"  =  0.  (4) 

Cette  dernière  est  Téquation  de  la  droite  CB ,  puisqu'elle  est 
du  premier  degré  et  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées 
des  points  G  et  B. 
Soustrayant  de  même  Téquation  (3)  de  (2),  on  aura 

a:[(B'-B"lr+(C'— C')a:+F-F']  =  0, 
qui  se  décompose  en  « 

a?  =  Oet(F— F0^4-(C'  — C")a:4-E'— r=0.  (5) 

Cette  dernière  est  l'équation  de  FE. 

Les  valeurs  des  coordonnées  du  point  de  concours  des 
droites  GB  et  FE  doivent  donc  satisfaire  à  l'équation  -. 

(B— BV+(C— C')x+E— E  =  0,  (6) 

qu'on  obtient  en  retranchant  l'une  de  l'autre  les  équations  (5) 
et  (4).  Mais  si  Ton  soustrait  l'une  de  l'autre  les  équations  (1) 
et  (2),  on  obtient  pour  équation  : 

x[(B-F)^  +  (C-C>+E~E']  =  0, 
qui  se  décompose  en  x  =  0,  et 

(B-B'lir  +  (G— C)a:+E  — F=0. 

Cette  dernière  doit  être  satisfaite  par  les  valeurs  des  coor 
données  du  point  de  rencontre  des  droites  AB  et  ED,  et  aussi 
par  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
droites  AF  et  CD.  Elle  est  donc  l'équation  de  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  de  rencontre.  Or  elle  n'est  autre  que 
l'équation  (6). 

Par  conséquent ,  les  trois  points  de  concours  sont  en  ligne 
droite. 

Ann.  de  Màthém.  lir.  ^^ 


Hnuiidni  M  BMâiiGWNi. 
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tes  troîÈ  diagonales  qui  jmgnmî  fi 
êommUiâêê  mt§leé  t^fpasés  d'un  heœagone  eircon^erii  à  w 
eaurie  du  metmi  àffré^  se  c&upml  au  m^nepainL 

SidapoJnl  A  (/^.41)  oamèDe  unesécaiiteà  la  courbe^  el  qi 
|ittr  les  pofaits  derenconti^  on  mène  éts  tan^eoles  à  la  courba 
ees  tangeotet  te  coaporoiit  en  un  point  de  la  corde  det»  cou- 
tacts  des  cAtés  AB ,  AF.  Il  en  sera  de  même  pour  le  poiot  D 
Par  eonséqnent,  si  parles  poiub  de  rencontre  de  AD  avec 
la  courbe  on  mène  deux  tangenles  a  la  courbe,  cas  tangentes 
se  couperont  en  on  point  situé  à  la  fob  sur  la  corde  de§  cm- 
tacts  des  tangentes  AB,  AF,  et  sur  la  corde  des  contacta  tla 
tangentes  DG,  DE;  ce  print  fiera  donc  le  point  de  concoiin 
dedrax  côtés  opposés  de  Hiexagone  inscrit  à   la  courbe  et 
formé  en  joignant,  deox  1  deux,  chaque  polut  de  eontad  au 
SOirant.    lia  diagopaJe  B^  sera  pareillement  dirigée  suiviol 
la  cordé  des  contacts  de^jleux  tangentes  aien^s  à  la  courlif* 
par  le  point  de  concours  de  deu%  autrcî^  côtés  oppoîiég  dû^ 
rtiexagone  inscrit.  Enfin  la  diagonale  GF  sera  dirigée  soi-' 
yant  la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes  menées  du 
point  de  concours  des  côtés  formant  le  troisième  couple  de 
côtés  opposés  de  Thexagone  inscrit.   Les  trois  diagonales  se 
confondent  donc  avec  les  cordes  de  contact  des  trois  couples 
de  tangentes  menées  de  trois  points  situés  en  Hgne  droite.  Or, 
on  sait  que  si  de  différents  points  d'une  <hroiteon  mène  des 
tangentes  à  une  courbe  du  second  degré ,  les  cordes  de  con* 
tact  passent  toutes  par  un  même  point  ;  par  conséquent,  les 
diagonales  de  Thcxagone  circonscrit  doivent  se  couper  IQ 
même  point. 
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QUESTIONS  D'EXAMEN, 

RÉSOLUES 


AneiMi  éléf  e  de  l^eole  normale ,  professeur  de  maihématiques. 


PREHIÂRR  QUESTION. 

De  oembicD  de  iDanières  le  premier  membre  d'une  équa- 
tion da  degré  2m  peut-il  se  décomposer  en  facteurs  du 
wocmd  degré? 

Désignons,  pour  abréger,  para,  6,  c...^,^,/,  les  2in fac- 
teurs binômes,  x— a,  jc — (3,  etc.,  correspondant  aux  di- 
verses racines,  réelles  ou  imaginaires,  de  l'équation. 

Ihrâcisotts  la  question  :  Combien  peut-on  écrire  de  listes 
de  facteurs  da  deuxième  degré,  telles  que  le  produit  des  fac 
tenra  de  chaqne  liste  soit  égal  au  premier  membre  de  Féqua- 
tioD  proposée?  Deux  listes  différant  au  moins  par  un  fac- 
tear. 

Pour  former  ces  listes ,  on  peut  procéder  comme  suit  : 

Je  prends  le  facteur  a ,  que  je  multiplie  par  b.  Réservant 
d'abord  le  produit  a6,  je  suppose  qu'on  ait  résolu  le  pro- 
blème proposé  pour  le  produit  des  2/7i  —  2  facteurs  restants , 
etobtena  toutes  Içs  décompositions  différentes  qu'il  demande  ; 
MMt  P^3iii.2  le  nombre  de  ces  décompositions.  A  chacune  des 
listes  obtenues ,  je  joins  le  produit  réservé  ab  ,  et  j'ai  une 
premJère  série  de  V'^m  -  2  décompositions  différentes  du  pro- 
duit des  2/n  facteurs  proposés. 

Je  joins  ensuite  au  facteur  a  un  facteur  c  autre  que  b  ;  je 
réserve  ce  produit  ;  je  forme  toutes  les  listes  différentes  de 
facteurs  du  deuxième  degré  des  2/n  —  2  facteurs  restants  ; 


j'en  al  encore  P^sm— s;  à  diacatie  je  joius  ac^  et  j'ai  ininnu 
velle  série  delfetes  de  produite  de  2m  racteurâ,  lesquelles 
sodI  difiérentes  det  prendàres .  Je  joindrai  ainsi  successire 
ment  le  iacteor  a  à  chacon  des  ^m—  l  facteurs  restants  p 
et diaqueibisj'êiiniP'sM-» listes-  Cela  fait,  je  les  aurai 
évidemment  toales;  car  duis  Tune  quelconque  des  listes  de- 
I ,  a  doit  être  joint  à  Tun  des  2m  —  t  autres  facteurs^ 
et  se  troaver  abient  des  antres  produits  du  deuxième  degré 
De  là  résulte  éTidemment  la  formule 

En  dianseant  soooessiTemeiit 

ifieni»— l,iîi— â,..p../ii  — (ffi— I), 

et  mnltijdiant  les  égalités  résultantes^  on  obtient  fa  formule; 

Corollaire.  Étant  donné  nn  polynôme  eutier  do  de^iii»- 
pair  (Sm+l),  de  combien  de  manières  peut-on  le  décompo^ 
ser  en  un  produit  de  facteurs  du  deuxième  degpré ,  mnltipiiè 
par  un  facteur  du  premier?  Soient  a,  b^c....,  h^-k^  /»  n,  le» 
facteurs  du  premier  degré.  On  laissera  d'abord  n  de  côté;  od 
formera  toutes  les  listes  de  facteurs  du  deuxième  degré  rela- 
tives aux  2m  facteurs  restants,  lesquelles  seront  au  nomlire 
de  P'^=  1.3.5.7...  (2w-l). 

En  joignant  à  chaque  décomposition  le  facteur  réservé  n, 
on  aura  une  série  de  décompositions  relatives  à  la  question 
actuelle.  En  isolant  d'abord  successivement  chacon  des 
2/n+  i  facteurs ,  on  aura  autant  de  séries  différentes.  Le 
nombre  des  listes  est  donc  1.3.5.7....  (2w  — i)(2/w  +  l). 


Deuxième  quii^stion. 

De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  produit 
de  3  m  facteurs  a,  b^c^..,.  c,  h^  k  en  facteurs  ou  diviseurs 
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éoL  Iroiriàiiie  degré?  Cette  question  est  analogue  à  la  précé- 
dente. 

Je  mets  à  part  le  facteur  ^z ,  et  je  forme  toutes  les  combi- 
naisoiis  des  Sut—  1  facteurs  restants  pris  2  à  2;  il  y  en  a 

(8jfi— i)(3m--2) 
1.2. 

Je  multiplie  a  par  l'un  de  ces  produits  de  deux  facteurs, 
bc  par  exemple  ;  réservant  le  produit  abc  ainsi  obtenu ,  je 
forme  toutes  les  décompositions  indiquées  par  la  ^question 
appliquée  au  produit  des  3  /?» — 3  facteurs,  autres  que  a,b^c; 
MHt  P"'sm~8  le  nombre  des  listes  obtenues.  A  chacune  d'elles 
j'ajoute  le  produit  abcy  et  j'ai  ainsi  une  liste  de  diviseurs  du 
troisième  degré  dont  le  produit  est  celui  des  3m  facteurs 
dcmnés.  Ayant  fait  cela  pour  lesP'"8w-8  listes,  j'ai  un  nombre 
égal  de  décompositions  du  produit  donné. 

Je  multiplie  a  par  une  autre  combinaison  des  facteurs 
restants,  bdpsr  exemple;  j'opère  comme  précédemment  sur 
les  3m — 3  facteurs  restants  ;  puis  joignant  à  chaque  décom- 
position du  produit  de  ces  3//i  — 3  facteurs  le  produit  abd, 
j'obtiens  une  série  de  F'sm-a  décompositions  relatives  au  pro- 
duit proposé  de  3 m  facteurs  ^  ces  dernières  listes  sont  diffé- 
rentes des  premières,  puisque  dans  le  diviseur  qui  contient 
a  dans  chacune ,  ce  facteur  est  constamment  joint  à  bc  dans 
les  premières  et  à  bd  dans  les  dernières,  Quand  on  aura  fait 
usage,  de  la  même  manière,  de  toutes  les  combinaisons  de 
denx  facteurs  autres  que  ^z,  on  aura  toutes  les  décomposi 
tioos  possibles.  Dans  chaque  liste  en  effet ,  a  doit  accompa- 
gner une  combinaison  de  deux  des  facteurs  restants,  et  être 
absent  des  autres  produits.  On  a  évidemment 

p;„    _p,,        (3w-1)  (3m~2) 

'■      3w *      3m— S  A    ç>  ' 
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ReoiplàçâiitsucceAsi  vemeat  m  ftâr  m—  I  ^m— d, . ,  .m^{m^{] 
f  et  tnnltlplfant  loutea  leségaliîés  obtenues  meitibr€s  à  membrei! 
on  trouve 

F",«  =  ^^A. 2.4.6.7.8 (^m—2}{^m~i)\ 

Oo  obtiendrait  ei^aetement  delà  même  maQÎère,  le  nonik^ 
desdécom[>osiljonsd*an  produit  de  factears  du  preimer  defrà, 
en  difisears  d'un  degré  quelconque,  si  Ton  suppose  le  degré 
du  produit  multiple  de  celui  d'un  diviseur. 

Exemple  t  calculer  P^^ 

Soit  Cp_j  le  nombre  des  combinaisons  des  pm — l  hc- 
leurs  autre  que  a ,  pris  /i  —  làp  —  t.  On  aura  la  formule 
PJ«=P5,,^C^_t,  D'où  Ton  ééduira  la  valeur  de  Pj„  parla 
métbode  indiquée.  \ 

Si  on  demande  le  nombre  de  décompositions  en  diviseurs 
du  degré  p  accompagnés  d'ua  seul  diviseur  du  degré  g,  fcm  m 
un  produit  de  pm-^q  facteurs  du  premier  degré  (^  <C/?)  i  il 
suffira  évidemment  de  trouver  le  nombre  de  décomposttiûM 
en  facteurs  du  degré/?  pour  un  produit  Aepm  facteurs  et  4jt 
multiplier  le  nombre  P^  obtenu  par  celui  des  qDmbioaiaoB)^. 
à  g  de  tous  les  facteurs  du  produit  proposé  def  m^^^  factMlEI. 

En  eflet  chacune  des  listes  demandées  s'obtient  en  mettant 
à  part  q  des  facteurs  proposés,  et  y  joignant  ensuite  cbacoBe 
desdécompositions,  en  facteurs  du  degré ;?,  du  produit  detjM» 
facteurs  restants. 

Pendant  que  je  m'occupe  de  combinaisons^  je  eccûaiitilede 
mettre  ici  une  solution  plus  simple  du  problème  ém  WffM 
(tome  I«r,  page  14). 

Quatrième  question. 

Je  reproduis  Ténoncé.  Déterminer  le  nombre  des  mots 
que  l'on  peut  former  avec  19  consonnes  et  5  voyelles, 
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diaqne  mol  étant  ooMpoaé  de  â  conioniies  el  de  2  Toydleft^ 
enexdnaot  tous  les  mots  renfermant  trois  consonnes  de  snite. 

Je  vais  d'abord  former  sans  exclusion ,  tons  les  mots  de  3 
consomes  cl  2  voyelles. 

Pour  que  deux  mois  soient  identiques,  il  font,  1"*  que 
totttef  les  lettres  soient  les  mêmes  dans  les  deux  ;  S"  qo'alMS- 
tnKtkm  frile  des  consonnes,  les  voyetles  y  occupent  la  même 
pmtiOB  rdative,  e'est-è-dirc,  oflk^nl  le  même  arrangement  : 
3»  que  les  voyelles  effacées,  il  en  soit  ainsi  des  consonnes  ; 
4*  que  ces  trois  conditions  remplies ,  la  même  lettre  ait  la 
mtee  place  dans  les  denx  mots  {*), 

Gela  posé  je  forme  les  arrangements  complets  des  19  con- 
sonnes 3  à  3  ;  il  y  en  a  19';  id.  des  5  voyelles  2  à  2  j  il  yen  a  5\ 
Je  prends  Ton  des  premiers  bcd-,  Tun  des  seconds  ag,  et  je 
fonne  tons  les  mots  dans  lesquels  les  3  consonnes  b,  c^doU 
frent,  abstraction  faite  des  voyelles,  Tarrangement  bcd^  et 
les  voyelles  semblablement,  Tarrangement  précité.  Pour  le 
Caire  avec  ordre  et  sûrement,  je  forme  les  combinaisons  des 
5  munéros  de  places  1,2,3,4,5  pris  2  à  2  ;  j'écris  les  numéros 
de  chaque  combinaison  dans  l'ordre  de  leurs  grandeurs  ;  à 
côté  de  chacune  j'écris  la  combinaison  des  3  numéros  res- 
tants,, aussi  par  ordre  de  grandeurs.  On  obtient  le  (ableau 
d-oontre  : 

Chaque  combinaison  de  2  numéros,  et  sa 
correspondante  de  3  me  servent  à  former 
un  mot  avec  les  consonnes  et  les  voyelles 
choisies.  Le  1*'  chiffre  de  la  combinaison  de 

2  numéros  indique  la  place  de  a^  le  2*  celle 
de  c.  Le  l**  chiffre  de  la  correspondante  de 

3  indique  la  place  de  b,  le  2«  celle  de  c,  le 
S"*  celle  de  rf  dans  l'ordre  de  l'arrangement. 


1.2 

3.4.5 

1.3 

2.4  5 

1.4 

2.3.5 

1.5 

2.3.4 

3.3 

1.4.5 

2.4 

1.3  5 

2.5 

1.3.4 

3.4 

1.2.5 

3.5 

1.2.4 

4.5 

1.2.3 

O  Cette  condition  est  suffisante  à  elle  seule,  et  comprend  impiicifement  les 
trois  autres  ;  on  verra  pourquoi  j'ai  cependant  énoncé  celles-ci. 


Exempkâ  :  les  û^^^  euiiibiaalsoiiâ  doQttenl  le  mol  bac  ta 


Nous  avons  ainsi  — ^  ou  to  mots^  pour  lesquels  les  3  pit-1 

mières  conditlotis  sont  remplies  ^  mais  la  quatrième  oc  1'^ 
p^.  Ces  mots  sont  dooc  différents,  et  ce  sont  les  seuls  qQi 
puissent  satisrâlre  à  ees  3  premières  conditions  lorsqu'au  fait 
usage  dos  arrangements  adoptés*  Avec  le  même  arrangemeiii 
ae  j'emploie  un  autre  arrangement  quelconque  de  consonnes. 
En  opérant  de  même  j'aurai  10  mots  difîérentâ  entre  eui  à 
eanse  de  (4'')  non  remplie  ;  et  différents  des  précédentes  d'apréi 
ta  condition  T  non  remplie,  si  les  consonnes  sont  les  mêmes 
que  dans  Tarraiigeroent  bcd^  ou  d'âpre  1''  id.  ^  s*il  n'en  est 
pas  ainsi. 

Employant  ainsi  ^  avec  le  même  arrangement  ae  de  voyelles, 
tous  les  arrangements  complets  de  consonnes,  j'oblleDStles 

5X4 
mots  différents  au  nombre  de  — -  x  l*** 

Prenant  au  lieu  de  ^e^  un  autre  arrangement  de  voyelli 
et  opérant  comme  avec  ac,  j'aurai  un  nombre  égal  de  mots 
différant  entre  eux  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  et  des  pré* 
cédents  d'après  2"  ou  r. 

Et  ainsi  de  suite  après  avoir  employé  tous  les  arrange^ 
ments  complets  de  2  voyelles,  nous  aurons  des  mpts  au  nom* 

brede-9^Xi9»x5*. 

Évidemment  nous  avons  tous  les  mots  possibles  de  S  con- 
sonnes et  de  2  voyelles  i  car  pour  chacun  les  conspaoes  eA* 
cées ,  les  voyelles  doivent  offrir  un  certain  arrangement  ;  de 
même  pour  les  consonnes,  lorsqu'on  effacerait  les  voydles. 

Considérons  à  part  les  mots  qu'il  faut  exclure  A'^près  la 
fin  de  l'énoncé.  On  les  obtiendrait  isolément  de  la  manière 
suivante. 

On  prendra  Tarrangement  ae  et  Tarrangemènt  bcd^  par 


jeii 
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«emple.  On  mettra  le  deuxième  en  bloc ,  comme  une  seule 
lettre,  à  tontes  les  places  possibles  relativement  à  celles  de 
rarrangement  ae,  ce  qui  donne  les  mots  aebcd^  abcde, 
bedae,  au  nombre  de  3  ;  les  seuls  qui ,  pour  la  disposition 
rdative  ae  des  Toyelles,  contiennent  Farrangement  des  con- 
mmea  bcd  consécutives.  Tous  les  arrangements  de  consonnes 
étant  ainsi  «nployés  avec  le  même  arrangement  ae ,  nous  au- 
rona  pour  chacun  3  mots,  et  pour  tous,  3  X  19^  mots,  diffé- 
rents lea  ans  des  autres,  à  cause  de  3*"  ou  V  non  remplie.  Si 
■000  employons  de  même  tons  les  arrangements  complets  de 
voydlea,  nous  aurons  en  tout  3  x  19^  x  5*  mots  à  retrancher. 
De  sorte  que  déflnitivement  le  nombre  demandé  est 

^^  X  195X  5*  — 3  X  19'  X  5^ 

La  formole  donnée  (t.  I ,  p.  48  )  doit  être  rectifiée  ;  le  pre- 
mier tarme  doit  être  divisé  par  2 ,  comme  le  deuxième.  Gela 
Tient  de  ce  que ,  dans  la  formation  des  mots  contenant  3  con- 
ionnea  et  2  voyelles  différentes  (  p.  46  ) ,  il  y  aura  double  em- 
|dol  pour  chaque  mot  ;  on  a  le  même  mot ,  par  exemple , 
lorsque  dans  abcd,  ou  met  e  à  la  première  place ,  et  lorsque 
dans  ebcd ,  on  met  a  à  la  deuxième  (eabcd).  Il  faut  donc  di- 
Tiser  par  2  le  nombre  des  mots  obtenus  dans  les  conditions 
de  ce  paragraphe.  La  formule  ainsi  modifiée  devient 

19^X5X4X^^  +  193X^^X5- 19^X5^X3  = 

=  19^  X  ^^  X  5  (4  + 1)  -  19^5^3  = 
^'^*Xl93X5'-19^5^3. 


2 

C'est  la  considération  de  la  formule  ainsi  modifiée  qui  m'a 
fait  penser  à  la  solution  que  je  propose  aujourd'hui 
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CINQUIÈME   QUESTION.  T 

Trouver,  par  des  considératîoiis  à  priori  j  oomibieii  il  ya 
de  nombres  différents  dans  la  table  de  Pytbagcxe. 

Il  safBl  évidemment  de  se  rendre  compte  des  causes  de 
répétition,  pour  distiogaer  les  nombres  sur  lesquels  ettei 
influent. 

D'après  le  principe  relatif  à  rinterversiOB  de  deux  Im- 
teurs,  3x7=7x3  =  21,  si  Ton  a  égard  à  la  dispositioa 
de  la  table ,  on  verra  que  âl  sera  le  septième  de  la  troisièBe 
colonne  horizontale  et  le  troisième  de  la  septième  coloiiBe  U. 
Ce  nombre  est  ainsi  répété  deux  fois.  Il  en  est  ainsi  pom 
tous  les  deux  produits  de  deux  facteurs  inégaux ,  c'est-i-dire 
pour  tous  ceux  de  la  table,  excepté  les  carrés.  Cette  ronar- 
que  s'applique  donc  à  T2  produits ,  parmi  lesquels  on  ne 
trouvera  au  plus  que  36  nombres  différents  :  joignons-y  lei 
9  carrés ,  cela  en  fera  45.  On  peut  les  mettre  à  part  dans  la 
table,  en  tirant  une  ligne  diagonale  le  long  des  carrés ,  sur 
leur  droite,  par  exemple.  Tous  les  nombres  à  gauche  sont  les 
45  produits  indiqués. 

Si  un  produit  est  double  dans  cette  partie  de  la  table,  ce 
n'est  plus  à  cause  de  rinterversion  des  facteurs  :  nous  n'y 
aurons  plus  égard. 

Tous  les  nombres  moindres  que  10,  qui  ne  sont  pas  pre- 
miers, donnent  lieu  à  répétition. 

Ainsi  4  =  1.2''  donne  les  produits  1 .4  et  4  X  1  en  isolant  i  ; 
si  1  n'est  pas  isole,  on  ne  doit  plus  y  avoir  égard,  et 
4  =  2*  =  2  X  2  ;  ce  qui  répète  ce  produit  ailleurs  que  dans 
les  premières  colonnes ,  horizontales  ou  verticales.  Il  en  est 
de  même  évidemment  de  6,  8,  9  ;  (4  nombres  à  déduire). 

Si ,  en  dehors  des  causes  précédentes ,  deux  produits  sont 
égaux ,  c'est  qu'ils  sont  composés  des  mêmes  facteurs  pre- 
miers, et  que  ces  facteurs  premiers  peuvent  se  partager  au 
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DOÛMde  deux  Buuiièrcs,  en  deux  groupes  de  facteurs^  tels 
ine  l6  prodttil  des  iMSteors  de  chaque  groupe  soit  moindre 

IBDlO. 

Les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  nos  produits  sont 
3,  3,  5 ,  7.  Or  un  produit  dans  lequel  entre  5  ou  7  ne  peut 
le  répéter  dans  nos  45  nombres.  En  effet,  en  groupant  les 
GKteurs,  on  est  obligé  de  laisser  5  o«  7  tout  seul;  car  si  on 
lui  adjoignait  un  autre  facteur,  au  moins  2 ,  le  groupe  don- 
norait  an  moins  10  :  il  n'y  a  donc  qu'une  manière  de  parta- 
ger un  tel  produit  en  deux  facteurs. 

Il  n'y  a  donc  qu'à  s'occuper  des  nombres  qui  comprennent 
pour  facteurs  premiers,  soit  3  seul ,  soit  3  id. ,  soit  3  et  2 , 
m  ne  dépassant  pas  81.  2%  2^  ont  été  considérés  dans  la  re- 
mrqœ  précédente  ;  de  même  ,2x3,3'.  Nous  n'avons  qu'à 


^,12*,  8^,2^.  2*x«2X2'  =  2'X2-.  (  i  répétition.  ) 
{2^=^*  X  23.  Pas  d'autre;  car  on  ne  peut  mettre  2^  pour 

an  des  facteurs.  2^  ne  donne  que  2*  x  2^  pour  la  même  raison. 
Panni  les  puissances  de  3^  nous  n'avons,  en  outre  de  9 

déjà  considéré ,  que  3^  et  3^,  qui  ne  fournissent  cbacuA  qu'un 

|Nfodnit,3x3'et3'  X  3". 

12'.3  =  4x  3  =  2X  (2XH)        (i  répétition). 
2^X3  =  8X3  =  2'  x(2X  3)     (i  répétition). 
2^.3  n'en  donne  pas  ;  car  on  ne  peut  mettre  que  2  avec  3 
dans  un  groupe.  De  même  des  puissances  supérieures  de  2 
avec  la  première  de  3. 

2.3'  =  2.9  =  (  2  X  3  )  X  3  (  !  répétition ). 

3^  ne  donne  rien  ;  car  on  doit  mettre,  et  on  ne  peut 
nettre  que  3  avec  2. 
Enfin,  2^  X  3'  =4  X  9  =  (2  X  3)  X  (2 X  3)  (i  répétition) 
Aucune  autre  répétition  n'est  possible  ;  car  d'autres  puis- 
sances de  2  ne  peuvent  se  joindre  à  3  dans  un  {groupe .  ni 


(2X 
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Diprociuemcml.  Nous  avons  donc  en  loat  9  répélilions  para 
les  45  produits.  En  tout  »  3G  nombres  ditférents  dans  h  laU 
lie  Pylhagore, 


THEOREME  DE  DESCARTES. 

WAXL  m.  FIKOK , 

praFêisçnr  au  collège  de  StratÏHlliti^ 


11  s'agit ,  comme  on  sait»  de  prouver  qoe  (  œ  — a) 
renferme  au  moins  une  yariation  de  plus  que  f[^). 

r  La  proposition  est  évidente  s!  f{x)  n'a  point  de  YariiT_ 
tïon.  Car  le  premier  terme  de  [x — a)  f(x)  ml  positif  ^  eti 
dernier  i^t  négatif.  Donc  il  y  a  an  produit  au  moins  une  v^ 
riation. 

T  Je  suppose  notre  proposition  prouvée  pour  le  cas  ou /(a:) 
renferme  n  variations,  et  je  dis  qu'elle  est  vraie  s'il  en 
renferme  n-l-l-  *^»r  ^^'* 

Admettons  que  de  m^  à  a?^  il  y  ait  n  variations ,  et  que  de  j* 
à  «ri  it  y  en  ait  une  seule,  de  sorte  que  f{x)  en  contient  n+l 

On  pourra  supposer  que  *  est  I,  2,  3,  etc.  j  i  pem  être  nul 
ou  non. 
[x—a)  f[x)  comprend  deux  parties  ;  la  première 

<p  (x)  =  (a?— a)  (aî"*+ .  . .  ±  Az«  ), 
renferme  par  hypothèse  au  moins  une  varialioD  de  plus  que 
x'^+ .  •  .  ip  A;r«  ,  c'est-à-dire  an  moins  n  + 1  ;   la  seconde 

\{x)=^{x — a)  (-pBoî  ""^  . .  .  ip  hx^  )  en  contient  au  moins 
une  d'après  le  premier  cas.  Mais  le  dernier  de  »  et  le  premier 
de  -^  sont  de  même  signe,  cl  sont  respectivement 


doDC  fâ?  -f-  4*-^ ,  (m  {x—a)fxsi  aa  moins  n  -f*  1  +  ^  variations 
q[Miid  même t serait  =  1.  Donc,  etc. 

Or,  la  proposition  est  prouvée  pour  n=0,  donc  elle  est 
oonplélement  démontif^. 

I^ote  rectificative  sur  la  construction  des  tables  des  sinus 
naturels  (t.  I,  p.  272,  et  t.  III,  p.  12). 

M.  Fink  déclare  qu'il  n'a  jamais  argné  de  faux  les  cal- 
^s  de  M.  Vincent  ;  qu'il  les  trouve  exacts  ;  que  les  quantités 
qu'il  a  négligées,  étaient  négligeables  ;  mais  que  seulement  il 
a  omis  de  prouver  que  ces  quantités  n'influent  pas  sur  l'exac- 
titnde.  De  quoi  d'ailleurs  M.  Vincent  pouvait ,  peut-être,  se 
dbpenser,  puisque  à  propos  de  sinus,  il  ne  prétendait  pas 
exposer  uie  théorie  complète  des  approximations.  M.  Fink 
ajoute  que  s'Q  a  employé  la  méthode  intégrale,  c'est  en  vue 
d'abréger  ;  et  qu'il  possède  une  méthode  élémentaire  très- 
simple  qui  sera  insérée  dans  la  seconde  édition  de  la  Trigo- 
nométrie ,  prête  à  paraître . 


THÉORÈME  SUR  LE  TRIANGLE  INSCRIT  DANS  UN  CERCLE. 

PAR  M.  ARI8TIBB  MARS, 

élève  da  collège  Saint-Louis  (institution  Barbet). 


Soit  ABC  (Fig.  42) ,  un  triangle  acutangle  inscrit  dans  un 
cercle  j  dont  le  centre  O  est  situé  dans  fintérieur  du  triangle; 
si  des  trois  sommets  A,  B,  C,  on  mène  les  rayons  AO,  BO,  CO, 
dont  lesprolongementsrencontrent  la  circonférence  aux  points 
A'jB'^C',  .•  les  six  points  A,B,C,A,BSC',  seront  les  sommets 
d'un  hexagone  inscrit^  dont  la  surface  sera  double  de  celle  du 
triangle  ABC. 


Ramarquoiis  d'abord  que  le  diamètre  âOA'  divise  Mien* 
lïone  en  deux  quadrilalèret  AB'  CA\  ÂC  BA'  de  même  lur- 
facc  ;  car  le  quadrilalère  AB'  CA'  se  compose  dps  triangles  ' 
AOB,  B'OC,  COA'  respeetiveitieiit  égaux  aux  Iriaoçbj 
BOA\  HOC,  C  OA  qui  forment  le  quadrOatèro  AG  BA'  Tcwt  j 
se  réduit  donc  à  démontrer  que  le  triangle  ÂBC  mi  éqi]iTft.| 
lent  au  quadrilalère  AB'  CA^  Or,  les  triangles  AOB,  AOffl 
sont  équivalenls  comme  ayant  des  bases  égales  OB,  OB',  ell 
même  hauteur.  On  a  de  même  BOC  =  B'OG,  et  AOC  =  A'OC  J 
Donc,  ABC  =  ABC  A'. 

La  même  démonstration  s'appUque  à  un  triangle  AM,| 
inscrit  dans  ttne  ellipse  dont  le  centre  O  serait  intérieur  ml 
triangle  ;  car  la  démonstration  est  entièrement  fondée  sur  eel 
que  le  point  O  est  le  milieu  des  trois  droites  AOA',Bûff,] 
CGC, 

Si  le  centre  du  cercle  est  extérieur  au  triangle  A8C 
{fig,  43),  Fun  des  trois  angles  du  triangle  ABC  sera  obtus  i 
supposons  que  ce  soit  langle  BAC,  alors,  le  centre  du  cer- 
cle sera  intérieur  au  triangle  ABC,  et  la  surface  de  Tfaexa 
gono  sera  le  double  de  la  surface  du  triangle  A^BC;  ou ,  ce 
qui  revient  au  même ,  la  surface  de  rhexagone  sera  le  dop 
ble  de  la  somme  des  surfaces  des  triangles  BAC,  et  BGB' 

NOTE 

SUR 

LA  THÉORIE  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 


PAU  X.  ABBIi  TmAMBOM  , 

répétiteur  d'analyte  à  TÉrole  palytiM^hniqiip. 

»  — 

Ia  théorie  des  quantités  négatives  se  présente  dés  le  début 
de  l'algèbre ,  et  il  importe  qu'dte  ne  laisse  dans  Tesprit  é^ 
élèves  aucun  nuage.  Cependant  les  explications  que  Vov 
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tonne  ordiDairenient  à  oe  sujet  ne  laissent-elles  rien  à  dé- 
lirerp 

fisr  exemple ,  si  on  fait  naître  ces  quantités  d'ane  sous- 
iructiûm  impoêribk ,  demoare-t-41  bien  clair  qu'une  opération 
qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  puisse  produire  des  quantités 
quelconques? 

EDaoile,  les  quantités  négatives  étant  une  fois  admises, 
on  ne  peut  pas  les  soumettre  aux  opérations  fondamentales 
ds  calcul  sans  avoir  donné  à  la  définition  de  ces  mêmes  opé- 
nlionfl  une  extension  noavelle.  Mais  si  cette  extension  pa- 
rait tout  à  fiiit  jurbitraire,  elle  ne  jettera  aucun  jour  sur  les 
riglea  qu'on  en  déduit.  Il  Caudra  donc  que  Téléve  admette 
ces  règles  sur  la  foi  du  professeur ,  sauf  à  en  constater  plus 
lard  l'utiUté. 

Ayant  eu  l'occasion ,  il  y  a  déjà  qudques  années,  de  faire 
un  ooors  de  mathématiques  élémentaires,  j'ai  essayé  de 
lever  oesdiflScullés  en  présentant  la  théorie  à  peu  prés  de  la 
bfon  suivante. 

J'ai  Cadt  remarquer  premièrement,  avec  tous  les  auteurs, 
que  certaines  grandeurs  concrètes  ne  sont  pas  complètement 
déterminées  par  leurs  valeurs  numériques.  Ces  sortes  de 
grandeurs  étant  suscepliUes  de  croître  dans  deux  sens  con- 
traires, il  est  indispensable  de  spécifier  le  sens  dans  lequel 
dles  ontété  formées  et  dans  lequel  elles  doivent  être  comptées. 

Ceci  n'est  pas ,  à  proprement  parler ,  une  convenance  du 
calculateur  :  c'est  une  nécessité  qui  résulte  de  la  nature 
même  des  choses. 

A  la  vérité,  la  dualité  du  sens  ne  se  manifeste  pas  dans 
toute  sorte  de  grandeurs  concrètes  ;  mais  il  est  naturel  que 
la  grandeur  abstraite  soit  considérée  comme  absolument  sus- 
ceptible de  ce  double  aspect,  puisque  toute  relation  entre  les 
grandeurs  reçoit  de  son  passage  à  Vabstrait  toute  la  géné- 
ralité possible.  Déjà  en  arithmétique,  on  a  rencontré  un  rc- 
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suUat  analogue.  Assurément  la  !»iibdî vision  de  Tunile  u>«l 
pas  pralicaUle  sur  toutes  sortes  de  graudeurs  concrètes ,  d 
toutefois,  dans  le  passage  du  concret  à  rabstrait^  Vtml^ 
n*est-ellc  pas  considérée  comme  absolumeot  susceptible  de 
celle  subdivision ,  sauf  au  calctdaleur  à  rejeter  dans  l'appU 
cation  un  résultat  fractionnaire ,  si  les  grandeurs  qu'il  com- 
bine  entre  elles  n'admettent  pas  celte  forme  particulière  do 
nombre  ? 

Ainsi  des  le  début  de  Talgébre,  il  y  aura  lieu  d'admetlre 
des  monômes  positifs  et  des  monômes  négatifs ,  c*est'à-dîre 
des  quantités  algébriques  isolées,  dans  lesquelles  on  i^w_ 
tinguera  le  sens  de  formation  par  quelque  signe  convenab 

Maintenant  si  on  fait  attention  que  le  propre  des  { 
deurs  de  même  sens ,  lorsqu'elles  sont  réunies ,  est  de  foi 
mer  un  total  qui  est  aussi  de  même  sens  ;  au  lieu  que  si  i 
réunit  deux  grandeujra  de  sens  contraires,  on  a  un  tout  i 
mériquement  égal  à  leur  différence  et  conserTaut  le  sig 
de  la  plus  grande  j  on  comprendra  que  les  signes  déjà  ado|f 
tés  pour  représenter  l'addition  et  la  soustraction  sont  singu- 
lièrement propres  à  spécifier  le  sens  de  la  formation  des 
grandeurs.  Car  lorsqu'on  voudra  réunir  des  grandeurs  de 
même  nature ,  mais  de  sens  différents ,  les  signes  +  et  —  » 
dont  elles  auront  été  affectées  pour  marquer  le  sens  de  leor 
formation  ,  indiqueront  en  même  temps  les  opérations  à  ef- 
fectuer entre  elles  pour  obtenir  le  résultat  de  leur  réunion  f 
et  de  nouveau ,  quand  ces  opérations  auront  été  effectuées, 
le  signe  du  résultat  marquera,  non  pas  une  opération  h  faîre^ 
mais  le  sens  dan    lequel  ce  résultat  doit  être  pris. 

(La  mik  prochaimmmL} 
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NOTE 

SUR 

LES   QUANTITÉS   NÉGATIVES. 

(Fin.— Voir  p.  3I8.) 

PAA  M.    ABBL  TRAWSOW  , 

répétiteur  i    l'École    polytechnique. 


Les  ftigoes  propres  à  marquer  le  sens  des  grandeurs  étaieut 
irbitrairtt  à  priori.  Mais  en  Toit  que  les  signes  habituels  ont 
fiiTantage  considérable,  et  que  leur  adoption  entraine 
ftroémeat  la  règle  qu'on  pratique  dans  l'addition  algébrique, 
rè|^  qui  entraine  à  son  tour  celle  de  la  soustraction. 

Que  dirons-nous  maintenant  de  la  multiplication  ?  Gomme 
nntrûdoction  d'une  forme  particulière  du  nombre,  de  la 
Itanie  fractionnaire ,  nécessite  que  Ton  modifie  en  arithmé- 
tique les  définitions  de  la  multiplication  ;  s'étonnerait-on  qu'il 
CdUkl  mo^er  encore  cette  même  définition  au  moment  où 
on  introduit  dans  le  calcul  un  aspect  nouveau  de  la  gran- 
deur, on  élément  qui  est  indispensable  à  sa  détermination 
ooiqdète,  et  que  jusque-là  on  avait  négligé  ? 

Noos  dircHis  que  «  la  multiplication  a  pour  objet  de  trou- 
»  ver  une  grandeur  qui  soit  composée  en  quantité  et  m  signe 
»  avec  le  multiplicande ,  de  la  même  façon  que  le  multipli- 
»  cateur  est  composé  avec  l'unité  positive.  » 

la  règle  des  signes  des  monômes  découle  avec  clarté  de 
cette  définition ,  puisque  toutes  les  fois  que  le  multiplicateur 
aura  ccHume  l'unité  le  signe  4-  ?  le  produit  aura  le  même  si- 
pie  que  le  multiplicande  ;  au  lieu  que  si  le  multiplicateur  est 

AHK.  DI  UkTUtU.  III.  22 
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de  sêQi  oppoié  à  ranité»  U  signe  da  produit  aura  on  signe 
eoatrâirc  à  celui  du  multiplicande. 

Il  r^ulte  aussi  de  <^tte  déÛDitiou  que ,  si  on  change  le  signe 
de  Tun  de  ces  Tactetirs  »  le  signe  du  produit  est  changé ,  au 
Iteufpie  le  produit  conserve  sou  signe,  lorsqa'on  cfaaDga  à 
la  fois  les  signes  des  deux  facteurs.  Et  cette  remarcpie  snffiia 
pour  qu'on  puisse  étendre  immédîatetneut,  h  tous  ïcâ  cas  de 
la  multiplication  des  polynômes ,  la  règle  des  signes  qu'on 
aura  d'abord  démontrée,  comme  M.  Finek»  pour  le  cassen- 
lement  où  ces  polynômes  ont  une  valeur  nnmérique  pûfiillTe. 

Les  chotes  ainsi  établies,  il  n'y  aura ,  ce  me  semble ^  rie» 
d'imprévu  pour  les  élèves,  lorsqu'ils  rencontreront  plus  (ard^ 
dans  la  résolution  d'une  équation ,  une  quantité  négative  pour 
valeur  de  liuconnue.  Ils  sauront  bien  que  la  justesse  d'une 
telle  solntion  est  snl)ordODnée  à  la  question  de  savoir  si  1» 
quantité  ehercbée  comporte  dans  Tordre  concret  une  fonnt^ 
tiou  en  double  sens.  Sinon,  II  faudra  bien,  pourquela  queslioii 
proposée  ait  une  sîgniScation  raisonnable,  en  modifier  l'é- 
noncé de  telle  sorte  que  cette  quantité  inconnue  soit  comptée 
dans  un  sens  opposé  à  celui  qu'on  avait  pris  d'abord.  Mais 
quoi  qu'il  en  soit,  les  solutions  négatives  leur  apparattronl 
de  prime  abord  ce  qu'elles  sont  en  effet ,  c'est-à-dire  un  ré- 
sultat néces^ire  de  la  généralité  absolue  du  calcul  algébriqae. 

Dans  son  Introduction  d  la  PhiiogopUe  des  Mathématique, 
M,  Hoëné  Wronsky  a  dit  avec  raison ,  ce  me  semble ,  que  les 
caractères  particuliers  qu'on  nomme  état  posUifei  état  néga- 
tif desnowbve&  portent  sur  leur  qualité  ;  tandis  qjae  les  opé- 
rations d'addition  et  de  soustraction  ne  portent  que  sur  leur 
QUANTITÉ.  «  C'est ,  dit  l'auteur ,  le  défaut  de  cette  disttnetion 
»  très-simple  qui ,  jusqu'à  ce  jour,  a  couvert  de  tani  d\>bsca- 
>»  rite  les  questions  algorithmiques  concernant  l'état  positif 
»  ou  négatif  des  nombres.  »  (  Introd.y  1808 ,  pag.  159.  ) 

Note.  Kant  a  essayé  d'introduire  en  philosoidiie  Tîdée  des 
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-grandeurs  négatives  C).  Dans  la  préface  de  roposcule  con- 
sacré à  cet  essai ,  Tantear  se  plaint  de  ce  qne  la  philosophie, 
an  lien  de  mettre  à  profit  les  doctrines  mathématiqaés ,  le 
pins  souvent  se  montre  hostile  contre  elles ,  et  cherche  à  les 
réduire  en  pures  abstractions,  n'ayant  qu'une  utilité  spéciale. 
Il  est  facile  de  deviner,  dit-il ,  de  quel  côté  est  l'avantage  dans 
cette  lutte  entre  deux  sciences,  dont  l'une  surpasse  tout  en 
certitude  et  en  clarté ,  tandis  que  Tautre  aspire  seulement  à 
acquérir  ces  qualités.  Nous  recommandons  cette  réflexion 
aux  î^uaes  philosophes  de  l'École  normale,  qui  doivent  sans 
cesse  se  rappeler  que  Platon ,  Aristote ,  Spinosa ,  Mallebraii- 
cbe,  Clarke,  étaient  très-versés  dans  les  connaissances  géo- 
iBèCriçies  et  physiques  de  leur  temps;  j'ai  omis  Descartes  et 
Leftnitz.kommeslMNrsrang,  génies  créateurs.  Mais  reve- 
110115  à  notre  sujet. 

Kant  distingue  deux  sortes  d'oppositions  :  l'une,  qu'il  ap- 
peUe  logique ,  implique  une  contradiction ,  et  l'autre  n'im- 
plique point  de  contradiction.  Ainsi  le  mouvement  et  le  repos 
fonoeat  une  opposition  logique  et  ne  sauraient  se  rencontrer 
dans  le  même  objet.  Mais  la  diversité  de  direction  donne  liéti 
i  une  opposition  de  la  seconde  espèce,  d'une  existence  possi- 
ble ;  le  même  bâtiment  peut  être  poussé  par  un  vent  qai 
vient  de  Fest  et  par  un  autre  souflSant  de  l'ouest  -,  un  homtnc 
peut  «vohr  simultanément  un  actif  et  un  passif.  Dans  le  pre- 
mier cas,  on  établit  deux  propositions  qoi  s'excluent  :  A 
est  B,  proposition  affirmative  ;  A  n'est  pas  B,  proposition  qui 
eontient  une  négation  ;  les  deux  ne  sauraient  être  simni- 
tanémttit  vraies.  Dans  le  deuxième  cas,  on  a  ces  deux  pro- 
positions :  A  est  augmenté  de  B  ;  A  est  diminué  de  B  ;  les 
deux  peuvent  exister  simultanément ,  et  le  résultat  est  que 


n  VersachdenBegrifrdernegativenGrœssen  in  die  Weltwcisheil  einzufuU- 
ftù,  1783.  in-12  de  72  pages. 


A  ne  change  pas.  C'est  ce  dernkr  genre  d'opposition  qu'yen 
rencontre  en  malhémalîqQes  -,  mais  ^  comme  dans  l'oppost- 
tion  logique ,  on  a  conservé  en  algèbre  le  nom  de  proposition 
affirmutwe  ou  positive  à  l'une ,  et  le  nom  de  proposition  ne- 
gative  a  l'aulre.  Quand  l'essence  des  deux  quantités  est  lelîe 
qu'elles  ne  peuvent  exister  ensemble  en  égale  grandeur  sans 
se  détruire f  si  Ton  appelle  posiHve  Tune  queloooque  de  ces 
grandeurs,  l'autre  sera  dite  négative.  Ainsi,  quoique  em- 
prnntécs  à  la  logique^  les quali6ca( ions po^i^tte  et  négative^ 
jointes  au  mot  quantité^  n'ont  pas  le  sens  logique,  d 
M.  Trauson  fait  voir  dairement  comment  les  deux  signes 
+  et  ~  ont  un  double  emploi,  ils  représentent  des  augmoHl 
tations  et  des  diminutions,  et  en  mémo  temps  une  opposttioQ. 
M  Cauchy  ne  donne  même  le  nom  de  quantité  qu'au  fiambre 
précédé  d*un  signe  ;  de  sorte  que  *•  le  signe  *|-  ou  —  placé 
devant  un  nombre  en  modifie  la  sigoificalion ,  à  peu  près 
comme  un  adjectif  modiGe  celle  du  substantif,  u  {Cours  d'ant^Ê 
Im,  p  2.)  V 

Il  est  probable  que  ce  sont  des  questions  d'arithmétique 
qui  ont  donné  naissance  à  Talgèbre  \  on  donnait  à  deviner 
des  nombres  sur  lesquels  on  avait  fait  mentalement  diverses 
opérations.  Comme  les  nombres  pensés  étaient  toujours  posi- 
tifs, on  ne  trouvait  jamais  que  des  solutions  positives;  s'il 
arrivait  qu'elles  fussent  négatives,  on  les  déclarait  fau$se$; 
c'est-à-dire  que  l'opérateur  avait  fait  de  fausses  combinai- 
sons. De  là  le  nom  de  rcidnes  fausses-,  et  quoique  Descartes 
eût  découvert  le  véritable  emploi  des  racines  négaiivesj  il 
leur  a  pourtant  conservé  le  nom  de  racines  fausses ,  établi  par 
rttsage(i;oye^t.  II,p.  550).  L'origine  trés-probablc  de  cette 
dénomination  est  indiquée  par  Ksdsiner  {Geschichie  derMaihe- 
matiky  1. 1,  §48).  On  voit  d'ailleurs  que  Diophante  (*)  dédie 
son  ouvrage  à  un  certain  Deni^<^ionysins),  qui  désirait  beau- 
O  A  vécu  avant  1760. 
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coap  oonnaitre  l'explication  des  questions  qui  concernent  les 
nombres.  «  J'ai  essayé,  dit-il,  d'établir  une  méthode  et  de 
dwrcher  la  nature  et  les  propriétés  des  nombres,  en  les  dédui- 
sant des  premières  bases  fondamentales  sur  lesquelles  s'appuie 
cette  théorie.  L'entreprise  peut  paraître  diflBcile  (ignorée 
même  jusqu'ici  ) ,  surtout  auprès  des  commençants,  dont  l'es- 
pril  n'est  pas  porté  à  bien  espérer  du  succès.  Toutefois  ton 
zfleetmes  démonstrations  feront  que  tu  comprendras  faci- 
lement. On  se  fait  comprendre  vite,  quand  l'enseignement 
s'adresse  à  ceux  qui  ont  le  désir  de  s'instruire.  »  Diophante 
oonnalt  la  règle  des  signes  et  la  place ,  sans  démonstration , 
parmi  les  premiers  principes,  comme  chose  généralement 
connue  (IX).  Il  n'a  pas  de  signe  pour  représenter  p/us  et 
se  sert  du  mot  uicapSiv ,  qui  yeut  dire  abondance;  mais  pour 
le  signe  moins ^.  il  prend  la  lettre  grecque  ^  écourtée  et  ren- 
versée, de  cette  forme  T.  Tm. 

NOTE 

SUR 

LES  RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS 

et  sur  les  facteurs  des  polynômes  algébriques, 

PAR  M.  'WAXTZEIm  , 

répétiteur  à  l'École  polytechnique. 


1.  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  complexes  en- 
tien  ei  dont  le  premier  terme  est  x"^,  ne  peut  avoir  une  racine 
eomfilexe  fractionnaire.  Cette  proposition  est  énoncée  dans 
un  travail  inséré  à  la  page  41  de  ce  recueil  ;  mais  la  dé- 
monstration donnée  par  l'auteur  n'est  pas  complète.  Elle 

suppose  que  (a  +  ^  k  — 'i  /  ,*ne  peut  être  divisible  par  un 
nombre  premier/?  lorsque  aeXb  ne  le  sont  pas  tous  deux;. 
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ce  qui  cât  iueitact,  puisque  (l  4*1/"^^^)    esl  divisible  par  3 
ÏM  il émonsf ration  suivante  n'est  sujette  u  aucoDC  reslric- 

lion.  * 

2.  le  dis  d* abord  que  si  îe  nombre  premier  p  esl  difTérenl 

lie    ^,  jl  ne   peut  diviser /"a +ZrV^—  i)"  ^    sans    diviseftiJ 

ti-^bV — t.  En  effet  a+^V/— i ,  est  une  racine  de  Vè- 
qtiallon  r' — 2ajr -^  a' -^  i/^  =  Q ,  el  aussi  de  réqualioii 
r"-^  '2aa-'*^'-^  (a'+  6')  a "  '  =  0  ;  le  facteur  p  dî?iseiir  de  r' 
divise  le  tnodiile  {a'^by^  et  par  suite  ât**f6*i  il  divisera 
i^alemcnt  le  terme  âax"',  puisqu'il  est  diviseur  des  termes 

e^triïfiies  de  cette  équation.  Sip  ne  divisait  pas  a+ù\/^it 
il  ne  pourrait  diviser  '•M,  puisqu'il  est  diviseur  de  ^'+&', 
et  différent  de  2,  i)  faudrait  donc  qu'il  divisât  a'*  ',  En  rem- 
plaçant n  par  «  ^  I ,  un  démontrerait  de  môme  qne/j  doit 

diviser  ^*"\..  et  ainsi  de  suite  ju!»qu'à  x  ou  n+ôK— 1? 

ce  qui  e^  contre  i  nypomese.  lionc  si est  irac- 

.  .       (a  +  b\/'~î)\, 

tionnaire, lest  pareillement,  à  moins  que  p 

P 

ne  soit  égal  à  2. 

3.  Lorsque/?  =  2,  la  proposition  n'est  plus  vraie,  comme 
nous  Tavons  fait  remarquer  ci-dessus.  Toutefois ,  le  facteur 

2  ne  peut  diviser  {a^b  V — l)**  sans  diviser  a'+Z?',  ou  sans 
que  les  nombres  a  ci  b  soient  tous  deux  impairs.  Alors 
a^-^b^  est  de  la  formc4/i  +  2,  c'est-à-dire  une  seule  fois 

divisible  par  2:  d'où  il  résulte  que  {a+b\/—i)   ,  et 

(a+  b  1/— 1  )  ,  sont  tout  au  plus  divisibles  par  la  puis- 
sance n  de  2,  puisque  les  carrés  de  leurs  modules  (a* +0*)'* 
et  (a'+6y"+',  n'admettent  pas  le  diviseur  2''*"*^.  P'aiUears 

U  +  b\/'^y  ou  a''-b'-\'2aby~i  ost  divisible  par  S; 
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donc  (fl+ftV/— î)'  et  (a  +  b\/^y  ',  sont  divisibles 
par  2"  et  ne  le  sont  pas  par  une  puissance  supérieure.  On 
verrait  de  même  que  généralement  le  produit  de  2/»  ou  de 

2a+  1  facteurs  de  la  forme  a^b  [/ — 1 ,  pour  lesquels  a  et 
h  sont  impairs ,  ne  peut  admettre  pour  diviseur  que  la  puis- 
sance n  du  facteur  2. 

*•  L'équation  j:"*+tf,jf"*~'+...+  ûm  =  0,  à  coefficients 
complexes  entiers  ne  peut  admettre  une  racine  fraction- 

oaire  .  Car  si  Ton  substitue  et  h\  Ton  multiplie 

par  /?*,  il  vient  : 

(a+  i  J/ZÏ)«  +^^p  (a+  b\/~if^..,-\-a,^p'^  =  0. 

Quand /7  n'est  pas  une  puissance  de  2,  tous  les  termes 
sont  divisibles  par/?  excepté  le  premier  (2),  et  Timpossibi» 
lité  est  évidente  :  il  en  est  de  même  lorsque  j9=2,  ou  égal 
à  une  puissance  de  2 ,  si  /7t=:2/i+l ,  puisque  tous  les  termes 
excepté  le  premier  (3) ,  sont  alors  divisibles  par  2"^'.  Dans 
le  cas  où  /iz=  2/t ,  le  troisième  terme  et  les  suivants  admet- 
tent  le  diviseur  2*^',  tandis  que  la  somme  des  deux  pre- 
miers (a+ft  V^-^)  (ût  +  ft  V^— -Ï+J^^i),  est  un  produit 
de  2n  facteurs  impairs  qui  n'est  divisible  que  par  2*"  (3). 

5.  La  recherche  des  racines  complexes  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs 
rationnels.  En  effet ,  considérons  d'abord  une  équation  à 
coefficients  réels  :  si  a+ 6  \/ — 1  est  une  racine  complexe , 
le  premier  membre  est  divisible  par  x^  —  ^ax  +  a'+  b*^  il 
suffira  donc,  pour  avoir  toutes  les  racines  de  cette  espèce, 
de  chercha  les  diviseurs  rationnels  de  la  forme  x^-^px  -^q , 

et  d'écarter  ceux  où  y  — -^  ,  ne  serait  pas  un  carré. 

4 

Le  cas  où  l'équation  proposée  M  =  0,  a  des  coefficients 


complexes  le  ramène  au  précédent  :  poQr  cela  il  siifCt  de 
changer  le  signe  de  V^ — 1  dans  Ions  les  termes  de  cette 
éqaatiOQ  et  de  multiplier  réquatîon  M'=Oaiosi  obtenue 
membre  à  membre  par  M  ^  0.  Oo  aura  ainsi  une  éqnalloQ 
a  coefficients  réels  dont  les  racines  complexes  de  la  foriBe 
a±b  K — i  appartiendront  à  réquatîon  proposée  en  choi- 

sisAânt  un  signe  convenable  ponr  tV/— 1*  Ce  cboix  ponm 
se  faire  au  moyen  du  dernier  terme  de  réquatîon  qui  doit 
être  divisible  par  la  racine.  Po  ir  ne  pas  faire  de  calculs 
iantiles,  on  doit  débarrasser  les  pi  emlers  membres  des  êqoa* 
tionsM:=0,  M^=0,  de  leur  comnnun  dt?lsear^  s'ils  en 
admettent ,  et  opérer  séparément  sur  ce  commun  diyisear. 

6,  La  considérallon  des  diviseurs  conduit  à  une  autre  dfrj 
monstratlon  de  la  proposition  énoncée  ci-dessus.  Soit  eàn 
eSet  Téqualion  x**  +  a,  x"*"'H-, .  ,+am  =  0 ,  qu'on  peut  sup- 
poser à  coefficients  réels  ^  d'après  ce  qae  nous  venons  de 
dire,  si  elle  admettait  une  racine   complexe  fractionnaire 

,  le  facteur  x^ j:  h ; —  aurait  au  moins 

P  P  P 

un  coefficient  fractionnaire;  car/?  ne  peut  diviser  a  et  û'-fi' 

et  s'il  est  égal  à  2 ,  a^  +  b^  n'est  pas  divisible  par  4  j  il  suffit 

donc  de  démontrer  qu'un  polynôme  à  coefficients  entiers 

dont  le  premier  terme  est  x"*  ne  peut  admettre  un  diviseur 

à  coefficients  fractionnaires  (*). 

7.  Plus   généralement  pour   que    le   polynôme 

u  u 

oT^  -i  je*»-'  +...+  JUL    soit  divisible  par  ,r"H--îj:'*-'+...+-i!^, 
a  a  ^  '^  b  0 

il  faut  nécessairement  que  b  divise  a.  On  suppose  naturelle- 

raenl  que  les  coefficients  de  l'un  et  l'autre  polynôme  sont 

réduits  au  plus  petit  dénominateur  commun.  Cela  posé,  en 

multipliant  le  dividende  par  a,  et  par  une  puissance  de  b 

C)  V.  p.  47.  Tm. 
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coBTenaUe, on  poarra  toajours  obtenir  un  quotient  à  coef- 
fideDfs  entiers ,  en  scnrte  que  Ton  aura  : 

Or  A*^  est  premier  avec  le  diviseur,  donc  il  doit  diviser  tons 
les  termes  de  Q  ;  par  conséquent  ax"  +a,x"^'-{-...,  est  égal 
à  frje^+^,j:*^+...,  multiplié  par  un  polynôme  à  coeflBcients 
entiers,  ce  qui  exige  que  a  soit  un  multiple  de  h. 

8.  La  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  rationnels 
a  beaucoop  d'autres  applications.  Par  exemple,  il  est  souvent 
inportant  de  savoir  reconnaître  qu'un  polynôme  est  premier, 
OQ  que  l'équation  dont  il  est  le  premier  membre  est  irré- 
ductible. Je  me  propose  d'indiquer  dans  un  autre  article  un 
procédé  régulier  et  d'une  application  facile  pour  trouver  les 
diviaeiuv  rationnels  d'un  polynôme  algébrique. 


THÉORÈME 
RELATIF  AU  PLUS  GRAND  œMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE. 

PAR  M.  BOmrSRAT, 

ancien  élève  de  TÉcoIe  polytechnique. 

Théorème.  Soit  proposé  de  trouver  le  plus  grand  commun 
dÎTiseur  entre  les  deux  polynômes 

tf  .x*+  a^x"^  +  tf  3  x*^"  +  a^x^^ + ^jX*""^,  +  etc. 
M"^'+  6,x"*""+  63^?"*"'+  b^x'^^^  b^x^^  +  etc. 

Le  quotient  sera  du  premier  degré  et  de  la  forme 

olx —  6. 
Le  reste  devant  être  du  degré  m  —  2  pourra  être  représenté 

par 

A,x'**-'+' A,j:'*-»+  ky^^+  A^^'^'^^-  etc. 


—  aaa  - 

Ou  muliiplicra  le  premier  polynûtûc  par  b,\  0I  oa  effectuera 
la  division.  On  Iroovera  reipression  dti  reste  qui  est  repré- 
sentée  dans  le  tableau  suiraiit  : 


a,b: 

ct-+aA' 

x'^'+a,b; 

x-'+flA' 

j"-î+aA' 

i.a 

— bjx 

-*,. 

-V 

_6^ 

+bfi 

+bfi    i 

+fr,« 

+bJS 

Les  coefficients  de  ^*  et  jt**"'  devant  être  duIs  ,  on  anra» 
pour  déterminer  les  valeurs  de  otet  €,  les  deux  relations 

*^»V— ii*  +  t.€  =  0)      ,,  ,      ^^aA 

a  et  €  étant  connus  p  on  ûbiieDdr a  les  valeurs  des  coeffi- 
cients A, ,  A,,  A,,  etc.  des  termps  du  reste  de  la  division, ati 
moyeu  des  égalités 

A,  =  ^ii",*—  M  +  M  ï 
A,^aA'-V  +  *tS 

A^  =  ajb* —  Z»ga  +  h^^. 

La  loi  de  ces  coefficients  est  évidente. 

2.  Nous  allons  montrer,  par  quelques  exemples ,  que  ce 
théorème  s'applique  à  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
et  indiquer  les  dispositions  qu'il  convient  de  donner  aux  cal- 
culs ;  ensuite  nous  ferons  connaître  certains  caractères  au 
moyen  desquels  on  peut  s'assurer  que  deux  polynômes  sont 
ou  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par  l'autre  sans  effectuer  la  di- 
vision ;  ce  qui  évitera  toujours  de  faire  la  dernière  opération 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  soit  par 
la  méthode  que  nous  proposons ,  soit  par  la  méthode  connue. 

Règle  générale.  On  écrit  les  deux  polynômes  l'un  au-des- 
sous de  l'autre  ;  on  place  sur  une  ligne  horizontale  les  trois 
multiplicateurs  6,%  a ,  6 ,  en  ayant  soin  de  supprimer  les  fac- 
teurs communs.  On  multiplie  par  h*  les  coeflScients  des 
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mnes  da  dividende,  à  partir  da  troisième,  et  on  place  les 
*ésaltats  sur  une  ligne  horizontale  ;  on  multiplie  par  a  changé 
ie^pgne  les  coefficients  des  termes  dn  diviseur,  en  commen- 
^  par  le  troisiônie ,  et  on  écrit  les  produits  au-dessous  des 
praniears,  dans  le  même  ordre  qu'on  les  a  obtenus  ;  on  mul- 
tiplie par  6  les  coefficients  des  t^mes  du  diyiseur,  à  partir  du 
BSQond ,  et  on  écrit  les  prodoits  encore  au-dessous  des  précé- 
dents. On  additionne  par  colonnes  verticales,  et  les  résultats 
Mmt  les  coefficients  des  termes  du  reste  de  la  division  dn 
premier  polynôme  par  le  second . 

Celte  règle  est  appliquée  à  l'exemple  suivant  que  nous* 
a?ons  pris  dans  le  Traité  d'Algèbre  de  M.  Choquet  : 

xi»— âx*— 6a:'+4^'-j-1 3jc-f  6 
3  j:*+4  j:»— 6a:'— 1 2a:— 5 
+  9,-3,  +10 


—54+36+117+54 
+18+36+  15 
+40—60—120—50 

1" reste...    x*+3a:*+3a7+l...  dans  lequel  on  a  supprimé 
1,  — 3,  +5  le  facteur  4. 


—  6—12-5 

—  9—3 

+15+15+5. 


?  reste....         0 

La  seomde  opération  est  inutile  ;  car  il  est  facile  de  recon^ 
naître  que  le  premier  reste  est  le  diviseur  cherché.  En  effet,. 
tontes  les  fois  que  le  produit  du  dernier  terme  du  dividende 
par  b*  est  égal  et  de  signe  contraire  au  produit  du  dernier 
tmne  du  diviseur  par  6 ,  ou  lorsque  la  somme  de  ces  deux 
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prodoits  est  DuUe^  on  doit,  d'après  ce  qui  prétèdc^  trouTer 
zéro  pour  règle,  si  Ton  effectue  1â  dirisioD. 

Ainsi  €6  théorème  se  réduit  à  effectuer  de  ilmples  mulU- 
pLications  sur  le§  coeffîcients  des  termes  des  polyadmes  pro- 
posés, saus  faire  sobir  aucune  préparation  au  dif  jdende.  Oq 
remarque,  eu  outre,  qu'eu  appliquant  la  méthode  ordinal» 
à  reretuple  précédent ,  il  faudrait  écrire  quarante-trois  te^ 
mes  de  plus. 

a*  Dans  Tapplication  de  ce  théorème,  on  suppose  que  k 
dividende  contienne  toutes  les  puissances  de  la  lettre  par 
|-apporl  à  laqueUc  il  est  ordonné  depuis  m  jusqu'au  terme 
indépendant  de  cette  lettre ,  et  s  même  le  diviseur  à  parlir 
de  m  —  1 ,  Quand  cela  n'a  pas  ueu  ^  il  faut  tenrr  compte  da 
puissances  qui  manquent  ^  en  les  considérant  comme  affec- 
tées  du  coefficient  zéro. 

Celle  circonstance  abrège  le  ibiorèmc. 

Prenons  pour  exemple  les  deuK  polynômes 

j:7_3a:»+2x*  +  4x*-3x'  +  a:+4, 

Comme  il  faut  avoir  égard  aux  rangs  des  termes ,  on  ponm 
faire  l'opération  ainsi  qu'elle  est  représentée  dans  le  tableau 
suivant  : 
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—3+2+4—3+1+4 
+2— 1—1— 1—4 

1"  reste. . .  — aî«+x*+3x»-^x*— 3x+4 

— 2+1+1-H1+* 

+3-4—3+4 

+1+3—4—3+4 

2*te8te.«.  x*+0jfi-'3x^'\'X-\'i...  dans  lequel  on  a  sopprimé 
1 ,  + 1  —  1  le  factenr  2. 


0 
D'après  la  remarque  ci-dessus ,  on  est  assuré  que  le  second 
re$te  est  le  diviseur  demandé. 

4.  n  est  évident  que  ce  théorème  s'applique  également  à 
la  recherche  du  plus  grand  conunun  diviseur  entre  des  po- 
lynômes contenant  un  nombre  quelconque  de  lettres. 
Soient  pour  exemple  les  deux  polynômes  à  deux  lettres 
3x»—7^x'+3yx— 2j^* 
2x*— 3j^x— 2j^* 
4,-6  +  5j^ 


+1^>— ^ 

— isy^iQr' 

1"'  reste. . .  j:— ^. . .  dans  lequel  on  a  supprimé  le  facteur  9y . 
1— 2-r 


/ 


â«  G  que  nous  avons  dil  jusqu'ici  esl  relatif  aux  po- 

>  degrés  m  et  m — 1,  Quand  l'on  des  poljDôtUÊS 
î  m ,  et  l'autre  du  degré  m  —  2 ,  il  faut  talcater 

^  catêur  de  plus ,  en  suirani  le  procédé  indiqué  pins 

jour  exemple  les  deux  polynômes 

5x'  —  4j^'  +  ^yx  —  3^*. 
On  trouvera  les  quatre  multiplieatecirs  1,4,  5j^,  Sy^  quif 
étant  écrits  avec  des  signes  coLvenables  pour  ropératioUf 
seront  +1 ,  — 4, +5^,  — ?r^ 

Mais  au  lieu  de  commencer  la  moltiplication  par  les  tro^ 
siètnes  termes ,  il  faudra  la  coiûmencer  par  les  quatrièmei 
pour  les  multiplicateors  +  1  et  — 4,  et  par  le  troisième  €t 
le  second  ternie  du  diviseor  f  eclÎTement  pour  les  milti- 
plîcaleurs  5^,  — ^. 

Toîci  le  détail  de  Topératioii  : 

âOJE-^  —  41j^^*  +  5(tr'^^  —  45yjt'  +  25y*x  —  %r  - 

1,  -4.  +5jr,  ~^r' 


—  4^^+25^—6^^ 
+  12r^ 


0 
On  pouvait  reconnaître  à  l'inspection  des  multiplicateors 
que  la  division  se  ferait  exactement ,  et  par  conséquent  évi- 
ter de  faire  Topération. 

6.  Il  nous  reste  à  examiner  un  dernier  cas;  c'est  celui  où 
les  polynômes  sont  l'un  et  Fautre  du  degré  m.  Si  les  coeffi- 
cients des  termes  en  j:*"  ne  sont  pas  égaux,  on  multipliera 
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Vim  d'moL  fêr  mi  bcteur  convenable ,  afin  qu'ils  le  deyien- 
mat  Oa  retranebera  l'on  des  polynômes  de  l'antre  $  on  ob- 
tiendra un  réfiidut  du  degré  m — 1 ,  aacpiel  on  appliquera  le 
théorème  oonjointement  avec  Tua  des  polynômes  proposés. 

Soient  donc  pomr  exemple  les  denx  polynômes  dn  qua- 
trième degré 

xS-S^+iacc"— 8jr+3 


]^é8iittat  de  la  soustraction. 


1 ,  -1+2 


7.  Quand  on  applique  la  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
poser à  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
an  pcdynôme  j:"*+  ax"^' + tx*"*  -|-  etc.  et  sa  fonction  déri- 
Tée,  on  voit  que  les  trois  multiplicateurs  sont  //>%  —m,  —a. 
Ainsi  on  peut  les  écrire  à  l'inspection  de  la  quantité  proposée* 

En  examinant  la  composition  des  coefficients  des  termes 
du  reste,  on  reconnaît  qu'ib  suivent  une  loi  très-simple  qui 
donne  le  moyen  de  les  obtenir  sans  écrire  la  fonction  dérivée. 

Prenons,  ponr  Ssest  les  idées,  le  polynôme  du  cinquième 
Aegré 

5x*+iax*-h3bx''-^2cx+d 
25,  —5,  —a 


256+25c+25û?+25e 
—156— 10c— 5^ 
— 4a' — 3ab  — 2ac — ad 


Le  reste  sera 


î- 


106 


x^+iSc 
-^3ab 


x'+20^ 
— 2ac 


074-25^ 
—ad 
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Od  îoit  que  chaque  coeflicieut  est  formé  de  deui  parlieB* 
On  obtient  les  premières  en  maltipUânt ,  à  partir  du  troisiénie 
terme r  les  coefficients  ^,  ^ ,  etc.  respectiTenient  par  2,  3, 
4f  etc.  fois  le  degré  du  polynôme  \  et  les  secondes  j  en  mul» 
tipliant,  à  partir  du  deuxième ,  les  coeflicients  a ,  b,  c,  etc., 
tous  par  a  et  par  le  degré  de  etiaquc  terme. 

Cfaercbous  par  cette  méthode,  encore  plus  expédiitTequc 
la  précédente^  le  reste  de  la  division  de 

x*4"2-^^ — 3x*+5a^+l**  P^  ®^  fonction  dérivée, 


—24+60+160 

—12+12—  10 


Le  reste  sera.,.*  — 36jr*+7ax+l50 

„  =  it  encore  plus  simptemen 

c^*  a  ^«- ,  «M..,,  w„^ . ,  ^  ^tenant  toutes  le  factear  i 

sf  « ,  très  quantités  10^,  f  5c,  et4 

renfei.^»^!.  le  ^«^^  on  le  degré  du  polynôme 

B*où  il  snîl  que  les  coefficients  du  reste  sont  2^^  3c,  M^ 
5e ,  etc. 

Par  exemple ,  le  reste  de  la  division  de 

)  tien  dénvée' 
sera      +1 4:^6—27x5— 52.r*+40:c3_30j.a_|  4  j.^|  ^q 

Note.  Nous  reviendrons  sur  ce  théorème  et  sur  les  auteurs 
qui  s'en  sont  occupés ,  dans  notre  article  interrompu  sur  TÉ- 
limination  (I,  p.  125).  Tm. 
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THÉORIE  ELEMENTAIRE  DES  NOMBRES 

D'après  Euler,  Legendre,  MM.  Gauss  et  Caucby. 
(  Suite ,  V.  p.  21»,  ) 


28.  a-}-  1  est  UQ  nombre  premier  i  car,  s'il  était  le  pro- 
duit de  deax  factears  mn ,  alors  2*""—  1  serait  divisible  par 
2* —  1  et  par  2* — 1  ;  et  par  conséqaeat  2*+*  —  1  n'étant  pins 
mi  nombre  premier,  N  ne  sera  pins  un  noqibre  parfait.  Fai- 
sons 2''=j:;  alors  N  =  2jc'  —  x;  lorsque  a:  =  l,  N  de- 
Tient  égal  à  Tanité  ;  donc  N  —  1  est  divisible  par  x  —  i  ;  et 
ToD  a  N  —  1  =  [x — 1)  (2j:-f  1)  ;  remplaçant  a:  par  sa  va- 
leur, on  a  l'identité  N  =2«(2«+»— 1)=(2«— i)(2H.i+i)4*  i , 
a  est  essentiellement  pair ,  et  2«  =  (3  —  1)°"  ;  donc  2^  est  de 
la  forme  3  + 1  î  par  conséquent  2''— l  est  divisible  par  3  ;  il  en 
est  de  même  de  2*h-i+  i  ;  donc  N  est  de  la  forme  9  + 1.  Soit 
N^  la  somme  des  chiffres  de  N  ;  N,  la  somme  des  chiffres  de 
N,  ;  N,  la  somme  des  chiffres  de  N, ,  et  ainsi  de  suite  ;  tous 
ces  nombres,  en  vertu  de  la  propriété  connue  du  diviseur  9 
dans  la  numération  décimale,  sont  de  la  forme  9+  1.  Ces 
nombres  vont  toujours  en  diminuant  ;  le  dernier  de  ces 
nombres  est  donc  l'unité,  et  Tavant-dernier  est  dix  ou  une 
poissance  de  dix. 

Nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  le  professeur  Wantzel 
la  démonstration  de  cette  observation  de  Kraffl  (27} . 

Le  premier  chiffre  à  droite  de  2°"  étant  4  ou  6 ,  il  en  résulte 
que  le  premier  chiffre  à  droite  d'un  nombre  parfait  est  6 
oa8. 


A?(M.  DE  Mathémat.  III. 


à3 


négatifs  ;  dkiseur  commun  maûctmum  ;  mulHpk 
minimum. 

29*  Dans  la  dhisioo ,  si  la  partie  entière  du  quotient  est 
trop  faible  à  moins  d'une  unité  prés,  on  dît  que  la  diTision 
se  fait  eti  dedans ,  et  dans  ce  cas  le  résida  est  positif  ;  ât  la 
partie  enlière  est  trop  forte  k  moins  d'une  unité  prés,  la  di- 
vision est  dite  en  dehorg ,  et  le  résidu  est  négalif. 

L'équation  a  =  6^  +  r  (|  1 3^  p.  21 4  )  peut  s'écrire 

q-^i  est  le  quotienl  en  dehors^  et  r^  6  est  le  résidu  n^a- 
tif  correspondant ,  exemple  : 

15  =  4.34- a=4,*— 1  ; 

ainsi  dans  la  dtTision  de  15  par  4  ^  3  est  le  résidu  positif  d 
—  I  leri^stdu  négatif.  Les  ih  mes  5,  6,  7  ont  ^alemant 
lieu  pour  les  résidus  négal 

30.  Ijr  somme  du  résidu  positif  et  du  résidu  négatif  pris 
positivement 9  est  égale  au  diviseur;  car  r+(t  —  r)=:^; 
donc,  lorsqu'un  de  ces  résidus  est  plus  grand  que  la  moitié 
dudi viseur,  Tautreest  nécessairement  plus  petit  que  cette  moi- 
tié ;  ils  ne  peuvent  être  égaux  que  lorsque  le  diviseur  est  pair. 

31.  Problème  5.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  nombres  A  et  fi. 

1"  5o{u^'on.  Méthode  d*Euclide,  Elle  est  fondée  sur  le  théo- 
rème 5  (p.  216)  ;  si  A  =  B ,  le  diviseur  commun  maximum 
est  A  :  si  A  >  B ,  soit  r,  leur  résidu  ;  ainsi  le  diviseur  cher- 
ché divise  r,  (théor.  5) ,  et  vice  versa  le  diviseur  de  r,  et  deB 
divise  A  ;  soit  r,  le  résidu  de  fi  et  de  r,.  On  démontre  de 
même  que  le  diviseur  commun  cherché  appartient  aussi  à  r. 
et  r,;  les  résidus  r,,  r,,  Tj....  allant  en  diminuant,  on  par- 
viendra nécessairement  à  zéro  ou  à  Tunité.  Dans  le  premier 
cas ,  le  diviseur  correspondant  au  résidu  nul  est  le  diviseur 


-a»  ^ 

«oaunuii  maiimnin  cherché  ;  dans  le  second  cas^  les  deox 
nombres n*ayant  d'antres  diviseurs  qoe rnnilé,  sont  premiers 
entre  eux.  (Euclide,  liv.  YII,  prop.  â  j»li¥.  X,  prop.  B.) 

2*  soluiUm.  Méthode  de  décon^osUUm.  On  décompose  cha- 
îne nombre  en  ses  facteurs  j[>remiers.  On  prend  tons  les  fac- 
leors  communs  aux  deux  ;  on  donne  à  dbacun  de  ces  facteors 
le  plus  petit  exposant  qu'A  a  dans  les  deux  nombres  $  le  pro- 
duit de  ces  puissances  est  le  plus  grand  commun  dlTiseur 
cherché.  Exemple  : 

504  =  2K3\7  ;     3880  =  2«.3*5  i 

ainri  le  diviseur  commun  maximum  de  504  et  de  2880  est 
2».3'  =s=  72. 

32.^  Problème  6.  Trouver  une  limite  pour  le  nondbre  d'o- 
pérations il  effisctuer  dans  la  redierehe  du  plus  grand  com- 
mun diviseur ,  par  la  méthode  d'Euclide. 

Solution.  Soient  A  et  B  les  deux  nombres;  A>>B;  et 
^19  r.,  r, ....  Tu  les  résidus  ;  n  indique  le  nombres  d'opéra- 
tions et  Tu  le  dernier  résidu.  On  suppose  qu'on  prend  tou- 
jours les  résidus  les  plus  petits ,  et  au  besoin  des  résidus  né- 
gatifs. Ainsi  on  a  donc 

sans  exclure  l'égalité  (30).  Donc 

^B  B  ^B 

or  n»  étant  un  nombre  entier ,  on  a  nécessairement 

2.<B,    ou    n<p:^.,    or    ,-L.<^; 
^  log.2'  log.2^3* 

10 
donc  n<~log.B; 

siBa  m  chiffires/alorsm>log.B;  donen<j;-~m. 


Le  plus  souvent ,  Le  nombre  d  upèraUoui  est  bleu  au  de5- 
3011S  de  celte  limiLej  aiosî  dés  qu'oa  pameat  à  un  résida 
premier  avec  le  diviceur  coirespondaiit  »  Topera tion  se  ter- 
mme  là.  {f^ùir  L  I  »  p.  355.) 

32  t^ï>).  Théorème  d€  M.  Gauss.  Les  carrés  des  modales 
des  termes  de  la  série  A  ,  B^  r,,  r,^  r,  »...  r»  vont  toujours  en 
dlmiDUaat* 

DémomtrMtiùn.  La  propositioii  est  éTideote  quand  A  et  6 
mi  des  nombres  réels.  Si  Â  et  fi  sont  imafinaires ,  soil 

— =  ô-f  Cl ,  &  et  Ê  sont  réels ,  et  i  =  1^— 1 1  soient  b^  et  if 
les  entiers  les  plus  rapproeh^  à  -  près  de  ^  et  c  i  de  sorte 
iae[b—bT<-i;  ic  —  cy<i-i  onaA=Bf,+  n.  Faisooi 

I,  it,/,  g  sont  des  nombres  réels.  De  ces  dÎTerses  équattao» 
on  lire 

et  passant  aux  modules , 

Le  premier  membre  est  plus  petit  que  -  ;  donc/* +g'%  carré 

du  module  de  r,,  ne  surpasse  pas  la  moitié  de  ^'  + A*,  carré 
du  module  de  B.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Observation,  M.  Causs  appelle  norme  le  carré  d  un  mo« 
dule  :  cette  expression  abrège  beaucoup  d'énoncés.  Le  théo- 
rème précédent  sert  de  base  à  la  théorie  des  racines  cooi' 
plexes  des  équation». 

Corollaire,  rn  est  diviseur  commun  de  A  et  B ,  et  si  Ton  a 
r«»  =  =bl  ou  bien  rn:=±if  les  nombres  A  et  B  n'ont  pas 
de  diviseur  commun. 
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33.  Problàm£  7.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  nombres  A,  B ,  C ,  D ,  etc. 

1""  Solution.  Méthode  SEvbclide.  Soit  M  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  A  et  fi  ;  on  cherche  le  plus  grand  com- 
mun diyisenr  entre  M  et  C,  et  ainsi  de  suite.  (Euclide,  liv.  Yll, 
jftùf.  3  ;  liv.  X ,  prop.  2-4.) 

2*  Solution,  Méthode  de  décompoiition.  On  prend  les  fac- 
teurs premiers  communs ,  avec  leurs  plus  petifJB  exposants  ; 
on  en  forme  un  produit  qui  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherché. 

Corollaire.  En  divisant  tous  ces  nombres  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  les  quotients  n'ont  plus  de  commun 
diviseur. 

34.  ProbUmsS.  Trouver  lef  plus  petit  multiple  de  deux 
iM»nbres  A  et  B.  ^ 

l'«  SoltUion.  Méthode  d'Euclide.  Soit  D  le  plus  grand  corn- 

A  B 

Diun  diviseur,  a  le  quotient  de  -r  et  6  lé  quotient  de^,  Iq 

plus  petit  multiple  est  a&D.  (Eoclide ,  liv.  VU ,  prop.  96.) 

2«  Solution.  Méthode  de  décomposition.  On  fait  le  produit 
de  tous  les  facteurs  premiers  élevés  chacun  au  plus  haut 
exposant. 

35.  Problème  9.  Trouver  le  plus  petit  multiple  des  oqio- 
hresA,B,C,D 

V  Solution.  Méthode  d'Euelide.  Si»it.A|Je  fins  petit  mul 
tiplc  de  A  et  B;  on  cherche  le  ptus  p^tît  multiple  M.  de  M 
et  C,  et  ainsi  de  suite.  Le  dernier  fins  petit  multiple  satisfait 
à  la  question.  (Eudide,  liv.  VII  ,:propr  38,  seulement  pour 
trois  nombres.  ) 

2*  Solution.  Méthode  de  décomposition.  Comme  pour  le 
problème  précédent. 

Observation.  Les  problèmes  5,  7,  8,  9  servent  h  simplifier 


les  fractions  H  k  tes  ramener  au  moindre  dénomiMteut 
commun» 

Nombrm  congntmts ,  moiule$  et  congruenees. 

3S*  DéfkiiHmi,  Deux  nombres  sont  dits  cùngramis  relalU 
Tement  à  un  troîâîème  nombre,  lorsque,  étant  dÎTisés  cha- 
cun par  ce  troisième  nombre,  ils  laissent  des  résidus  égaux  ; 
et  ce  troisième  nombre  est  dit  le  module  des  deux  uombm 
eongruentê, 

37-  Si  a  et  fr  sont  congments  par  rapport  au  module ;}, 

on  aura a^ù  =/i  [ ib.  6,  p.  216} ;  et  réciproquement, si 

Ton  a  a—  è  =  /i,  ^i  et  ô  sont  congrueuls  par  rapport  an 
module  p*  tJne  telle  éqoation  se  nomme  une  congruence. 
Pour  exprimer  que  a—-è  n'est  pas  dÎTisible  parj? ,  nous 

écrirûfis  ^i  — è>/7  ^  et  dansée  cas,  a  et  ^ne  sont  pas  con- 

groeuts  relativement  à  p.  Ainsi  «>/>  signifie  que  a  n'ai 
pas  divisible  par  p.  Si  a  >•  j:  ,  jr  désignant  un  nombre  quel* 
conque  supérieur  à  Funité ,  a  est  uu  nombre  premier. 

Remarque.  Euelide ,  au  liyre  X ,  prop .  80 ,  dit  qu'une  ligne 
est  congrue  (icpo^aptju^cei)  à  une  autre,  lorsqu'dle  satisfaite 
certaine  condition  de  commensurabilité.  M.  Ganss  atransporté 
cette  locution  en  arithmétique  et  en  a  fait  la  base  d'une  doc- 
trine qui  fait  époque  dans  la  théorie  des  nombres  ;  Fillnstre 
géomètre  écrit  ainsi  les  congruences  a  -=-  b  (mod.  /?  )  ;  les 
notations  établ  parement  conventionnelles,  lorsqu'elles  n'ont 
pas  encore  acquis  la  sanction  des  siècles ,  on  peut  et  on  doit 
les  changer,  s'il  y  a  avantage.  Legendre  a  adopté  cette  Corme 
a — ^  =  IM  (;?) ,  où  M  est  la  lettre  initiale  du  mot  multiplica» 

teur ;  quelquefois  encore,  il  emploie^cette forme =c, 

e  étant  la  lettre  initiale  du  mot  entier.  Nous  avons  pensé 
que  le  point ,  étant  déjà  admis  pour  désigner  une  mnltiplica- 
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tioo,  pourrait  par  analogie  encore  servir  dans  les  ooBgmen- 
ces.  Oq  fait  ce  signe  facilement  et  promptemenl  ;  ce  qni  eai 
nn  avantage  ponr  le  calculateur  et  aussi  sous  le  rapport 
typographique. 

M.  Cauchy  s'est  servi  des  mots  équivalenis  et  équiiHÊiênce , 
pour  remplacer  les  mots  congruentê  et  cangruenee.  Ges  nou- 
Telles  dénominations  ne  paraissent  pas  avoir  été  adoptées. 

Théorie  des  rétidus  dans  les  fMTogressions  arithmétiques  ; 
congruenees  du  1«'  degré, 

38.  Ljuiiii  1.  Etant  données  n  quantités  quelconque»,  dis- 
posées dans  un  ordre  quelconque  sur  une  ligne  horizontale, 
la  dernière  moins  la  première  est  égale  i  la  somme  des  n—  1 
restes  qu'on  obtient  en  retranchant  chaque  quantité  de  celle 
qui  la  firécède. 

Démansiraiion.  Soient  a,  a,,  a.,  a, ...  ^in^i,  an  les  n 
<|uantités ,  on  a  l'identité 

^—tf  *=(«,— tf)  +  (^.—  a,)  +  (à.—a^j  + ....  (an  — o^i). 

Corollaire,  Si  ces  différences  sont  toutes  égales ,  on  a 

an  —  a=:  {n—  i)  (a,^a)  ; 

ce  qui  a  lieu  dans  les  progressions  arithmétiques. 

Obêervaiian.  Ge  lemme  edt  la  base  du  calcul  aux  diflérences 
finies. 

39.  Lbhmb  â.  Lorsque  les  n  quantités  étant  réelles  sont 
écrite^  suivant  leur  ordre  de  grandeur,  la  différence  des 
quantités  extrêmes  est  plus  grande  qu'aucune  différence  entre 
des  quantités  intermédiaires. 

Démonstration,  Soient  a,,  a,,  ^i,. . . .  dp. . . .  a^. . . .  du,  n  quan- 
tités écrites  suivant  un  ordre  ascendant ,  on  aura 

^n  —  a,>aq  —  ap\ 

car  aq  —  ap  est  égale  à  la  somme  de  toutes  les  différences  in- 


tenxiëdiaircs ,  et  /t„  —  a^  est  égale  à  celle  niéme'somme,  pïos' 
!es  différence  comprises  entre  Hp  et  a,  ;  et  encore  entre  ^n 
et  aq.  Donc  ^  etc. 

40.  LEMMe  S.  Si  n  Qotnbres  inégaux  se  succèdent  si3ï?anl 
un  ordre  ascendant ,  deax  quelconques  de  ces  nombres  m 
peuvent  être  congruents  par  rapport  à  un  module  ptua  grand 
que  la  difTérence  des  nombres  e^itrémes. 

Démomtrûtion.  Le  module  étant  pins  grand  que  la  diffé- 
rence des  eitrémes  ^  est  plus  grand  à  forîmi  qu'une  diffé- 
rence entre  deux  nombres  intermédiaires  (lemme  2)i  le 
module  ne  peut  donc  diviser  celte  différence;  les  deux  nom- 
bres ne  sont  donc  pas  congroenti. 

CùTfiUmre.  Divisant  donc  tous  les  nombres  par  ce  modale, 
on  obtient  n  restes  différents. 

41.  Tréorëiue  11,  ^£  nombres  enliers  consécutifs  ëtanldi- 
vbéa  obacon  par  »,  donnent  les  résidus  0, 1 ,2,3  .»..  n^\^ 
dans  un  ordre  quelconque. 

Démonstration.  Ce  théorème  est  une  conséquence  immé- 
diate du  lemme  précédent.  (Disq.  aritb.,  sec.  1 ,  §  3.) 

4*2.  Théorème  12.  Soit  la  progression  arithmétique  a,  2^^ 
3fl ....(«—  1) a ,  n  étant  premier  avec  a  ;  si  l'on  divise  cha- 
que terme  par  n ,  on  obtient  les  résidus  l,2,3....n  —  1. 

DémonsircUùm.  La  différence  de  deux  termes  quelconques 
est  ^a ,  ou  A:  <:^  n  ;  et  a  étant  premier  avec  n ,  ka  n'est  donc 
pas  divisible  par  n.  Par  conséquent ,  aucune  dififérence  n'est 
divisible  par  n  ;  tous  les  restes  sont  donc  différents  et  moin- 
dres que  n,  et  aucun  reste  n'est  nul.  Donc,  etc. 

(  Ln  suite  prochamement,  ) 
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LES  DEUX  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES 

DES   DIAMÈTRES  CONJUGUÉS,  DAMS   LES  CONIQUES, 

d'après  j4pollonius. 


On  sait  que  ces  deux  propriétés  sont  Tune  des  plus  belles 
décoayertes  du  grand  géomètre  ;  il  y  a  peut-être  encore  quel- 
que intérêt,  au  moins  historique ,  à  connaître  sa  marche; 
elle  est  même  plus  simple  que  celle  qui  est  communément 
en  usage.  Nous  allons  indiquer  la  suite  des  propositions 
nécessaires  telles  qu'on  les  trouve  dans  le  livre  YII  ^  et  parce 
qu'elles  sont  un  moyen  d'exercice,  nous  supprimons  les 
dànoDstrations,  et  nous  {rendons  les  énoncés  conformes  au 
langage  moderne.  ^ 

Proposition  II. 

A  sommet  d'une  hyperbole,  A'  second  sommet;  T  un 

AT  AA' 

p(Mnt  sur  A  A'  entre  A  et  A',  tel  que  Ton  ait  -ttït  = tt-  » 

'      ^  AT      paramètre 

soit  AB  une  corde  quelconque;  BE  une  perpendiculaire  sur 

ÂB'         AA' 
Taxe  A'A  prolongé  ;  on  aura  ^|^-^  =  ^. 

Observation.  La  longueur  AT  est  homologue  au  paramètre 
dans  la  proportion  qui  sert  à  détennîper  le  point  T,  et  comme 
cette  longueur  revient  dans  presque  toutes  les  propositions 
du  VII*  livre,  Apollonius  appelle  cette  longueur  Vhomo- 
logue ,  nom  caractéristique  que  nous  conserverons  ;  si  nous 

désignons  cette  longueur  par  h ,  on  aura  h  =  —-^  où  a 
est  le  demi-axe  Iransvcrse,  et/?  son  paramètre.  . 


Tt  "  Pt  *  '^  ^^'*^  comme  dans  la  proposition  précédente^ 
Obiervaiiùn.  On  a  A  —  — ^ . 

Pbopûsïtiopi  IV. 

A  A'  axe  d'une  hyperbole  ou  d'uoe  ellipse;  C  le  centre^ 
CB  un  demi-diamètre  queltofique  ;  CH  le  demi-dmmètre 
eonJQgué;  EE  une  perpendiculaire  sur  Taxe;  BD  une  tan- 

i     * ,.         ^         bS"      de 

geaite  renconlrant  Taxe  en  D;  on  a  -rrr^  =  7^, 

vjU  ce 

OkiereaHùn.  U  propoêiUon  V  est  relative  à  la  parabole. 

pROPOsirmi^^VL  ^ 
A  ef  A'  deux  sommets  d'aoe  hyperbole^  C  le  centre;  AT 
l'homologue  par  rapport  au  sommet  A  ;  AT  V homologue  par 
rapport  au  sommet  A  {voir  proposition  II) ,  de  sorte  qu'on 
a  AT  =  AT  ;  les  points  T  et  T' sont  entre  A  et  A'  ;  B  point 
pris  sur  Thyperbole  dont  le  sommet  est  A  ;  BD  une  tangente 
en  B,  rencontrant  Taxe  A  A'  «[i  D;  GB  un  demi-^iainètre  ; 
GH  le  demi-diamètre  conjugué  à  GB;  AL  corde  parallèle  à 
GH  et  à  BD  ;  UI  perpendiculaire  abaissée  sur  Taxe  ;  on  aura 

GB'  _  >rr 

Paorosmo?!  Vil. 
MèDQo  proposition  pour  Vellipse ,  les  points  T  et  T*  sont 
sur  le  prolongement  de  Taxe  A  A*. 

PRorosimox  Tllî. 
Mt^mes  c\>astructions  et  notations  qu  en  Met  VII-  Soit 


—  »7  — 

Y  aoe  moyenne  proportionnelle  entre  MT  et  MT,  on  aura 

AA^        _  AT.MT 
i(CB'+CHT~[MT  +  ¥]' 

Proposition  IX. 

Mêmes  oonstmctions  et  notations  qu'en  YI ,  YII  et  YIII; 
AT.MT   _     .AA' 

®"  *  [MT  -  Y]'  ""  4[CB  — CH]*' 

Proposition  X. 

AA'*  A'T' 

Mêmes  oonstructions  et  notations;  on  a  ,  /^p  gy„  =  — ^r-, 

dipse. 

Proposition  XL 

Même  proposition  pour  Thyperbole. 

Proposition  XII. 
Dans  Tellipse,  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
ixes. 

Proposition  XIII. 

Dans  rbyperbole,  la  difiérence  des  carrés  des  axes  est  égale 
k  la  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués 
]udconques. 

Observaiions.  Apollonius  déduit  ces  deux  dernières  pro- 
positions des  propositions  YII  et  YIII ,  qui  reviennent  iden- 
tiquement à  celle^i  :  la  somme  (algébifque)  des  carrés  des 
projections  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques  sur 
an  axe  est  égale  au  carré  de  cet  axe;  au  lieu  d'un  axe  on 
peut  même  prendre  un  diamètre ,  pourvu  qu'on  fasse  les 
projections  parallèlement  au  diamètre  conjugué  à  celui  sur 
lequel  on  projette;  ainsi  la  méthode  analytique  de  M.  Ger- 
;onne  (t.  I ,  p.  245)  est  la  traduction  algébrique  de  la  mé- 
thode synthétique  d'Apollonius. 
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Si  l'on  mène  deux  diamètres  conjagués  quelconques  il^iis 
TeUipsc,  oa  entre  les  hyperboles  conjuguées,  le  paraUclo- 
gramme  construit  ayec  ces  diamètres,  est  égal  aa  rectangle 
construit  sur  les  axes  j  pourvu  que  les  angles  du  parallélo- 
gramme soient  égaux  aux  angles  formés  au  centre  pour  les 
diamètres  conjuguês^ 

Apollonius  n'a  ici  recours  qu'à  la  proposition  IV  ;  con- 
servons les  mêmes  constructions  et  no tfi lions;  par  H  menoas 
une  tangente  rencontrant  en4  la  tangente  BD  et  en  D'  Vaie 
ÂA^,  la  figure  GBIH  est  un  partUélogrammei  et  on  sait 
par  la  géométrie  élémentaire  que  Faire  de  ce  parallélo- 
gramme est  une  moyenne  prop<  Honnelle  entre  les  aires 
doutîlées  des  triangles  semblables  DEC,  D'HC  ;  or,  d'après  la 
proposition  IV,  Apollonius  di  itre  facilement ,  eropruo- 
taot  le  langfige  moderne,  que  Taire  doublée  du  triangle 

BBC  est  ^~-  et  laire  doublée  du  triangle  FHC  est  —  i  ^ , 

h  étant  les  demi-axes  principaux;  et  jt  eiy  les  coordonnées 
du  point  B ,  donc  l'aire  du  parallélogramme  est  ab ,  etc. 

La  proposition  IV  est  une  transformation  de  celle-ei  :  le 
produit  des  distances  des  extrémités  d'un  diamètre  D  à  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  est  égal  au  produit  des 
distances,  à  ces  mêmes  diamètres,  de  l'extrémité  du  diamètre 
conjugué  à  D  j  c'est  l'interprétation  géométrique  de  la  troi- 
sième équation  de  M.  Gergonne  (t.  I ,  p.  246). 

III.  Apollonius  ne  donne  pas  la  solution  du  problème  où 
il  s'agit  de  trouver  les  axos  au  moyen  de  deux  diamètres 
conjugués.  Cette  solution  se  trouvait  probablement  dans  le 
livre  VHP  qui  ne  nous  est  pas  parvenu  ;  elle  est  d'ailleurs 
une  conséquence  de  la  proposition  IV,  puisqu'on  en  déduit 
que  le  produit  des  deux  segments  d'une  tangente  interceptée 
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«Qtre  ks  éedx  axes  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  con" 
jagaé  à  edai  qui  passe  par  le.  point  de  contact  ;  ce  qui  sukh 
Hste  eacoire  lorsqu'on  remplace  les  axes  par  des  diamètres 
(xnjagnés  quelconques. 

C'est  précisément,  en  se  fondant  sur  cette  propriété ,  que 
Pftppos  donne  la  solution  du  problème,  dans  le  huitième  et 
iiemior  li?re  de  la  collection  (Prop.  XIV).  Comme  il  a  dédié 
ce  livre  à  son  fils  Hermodore ,  à  Tusage  duquel,  dit-il ,  il  a 
réuni ,  tout  ce  qui  se  trouve  d'épars  dans  les  écrits  de  divers 
([éoaiètres  et  surtout  d'Apollonius,  qu'il  ne  faitqpie  com- 
menter et  transcrire»  il  est  probable  que  cette  solution 
ipe  Pappns  a  placée  dans  son  huitième  et  dernier  livre  est 
eeDe  qu'Apollonius  avait  mise  aussi  dans  son  huitième  et 
dernier  livre  j  on  peut  étendre  cette  construction  à  l'hyper- 
b(de,  Enler,  dansas  mémoires,  donne  trois  constructions 
difformités  pour  résoudre  ce  problème.  (Navi-CotnmerU.  YII, 
1750-51  );  au  moyen  des  diamètres  conjugués ,  il  trouve 
la  direction  du  diamètre  égal  à  l'un  d'entre  eux  ;  dès  lors  la 
bissection  d'un  angle  donne  les  directions  des  axes. 

IV.  Dans  ces  derniers  temps ,  M.  Cbasles  a  indiqué  pour 
l'eDipse,  cette  construction  d'une  élégance  remarquable. 
Soit  O  le  centre  de  la  courbe  ;  OA,  OB,  deux  demi-diamètres 
conjugués  ;  par  le  point  A,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
AI  sur  OB  ;  et  sur  cette  perpendiculaire,  on  prend  de  part 
et  d'autre  A£,  AF  égaux  à  OB  ;  on  tire  les  droites  OE ,  0£'; 
les  bissectrices  de  l'angle  EOF,  et  de  son  supplément  sont 
les  axes  principaux  de  l'ellipse,  le  grand  axe  est  égal  à  la 
somme  des  droites  OE,  OF  et  le  petit  axe  est  égal  à  leur 
différence ,  et  le  grand  axe  traverse  l'angle  aigu  formé  par 
les  diamètres  conjugués  donnés. 

L'auteur  a  été  conduit  à  cette  construction  en  résolfant 
le  problème  analogue  pour  les  surfaces  du  second  degré. 
(Aperçu  historique,  p.  45);  la  vérification  immédiate  est 
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facile.  Soit  OA  =  a ,  OB  =  AE  =  AF  =s  6 ,  «n  BOAss  iiii7 . 
prenon»  OA  pour  axe  des  :r,  OB  pour  axe  des  ^;  il  vieiit 
Al^asinv,  Elsr^siny— A,  FI  =  fl8iii7-»-ft,  OFas=fl^+ 
+6*— S/xfrsiny,  0E*=a''^y+2absiny;  ainri,  d'aprèi  la 
deux  propriétés  fondamentales,  OE+OF  est  égal  au  grand 
axe,  et  OE— 0£'  ou  OK— OE  égal  au  petit  axe;  les  eoat- 
données  du  point  E  sont  b  coty,  a—beoÊèc.y;  réqnaUoa  da 

diamètre  OE  est  doncr= — /^^     x,  et  cèDe  du  dia- 

asmrf — b 

mètre  Oïr  est ^=:         *^^ 


asinv+A' 

Les  deux  coefficients  angulaires  vérifient  l'équation  13 
(T.  II ,  p.  29) ,  dans  laquelle  A = a\  B=ic,  G»  V  ;  ainri  la 
diamètres  OG ,  OE'  sont  égaux,  donc ,  etc.  Cette  belle  con- 
struction ne  s'applique  pas  àThyperbole  ;  «n  désignant  par  K 
le  point  où  un  axe  prindpal  rencontre  la  droite  EE'  il  est  b- 

OE       KE     ^ 

cile  de  démontrer  directement  que  l'on  a  ^  =  =>  -,  donc 

l'axe  est  une  bissectrice  de  l'angle  EOF. 

Un  prochain  article  sur  les  noms  des  coniques,  les  para- 
mètres et  les  foyers,  selon  Apollonius.  Tm. 


NOTICE  BffiUOGRAPHIQUE  SUR  APOLLONIUS. 


Aucun  renseignement  ne  nous  est  parvenu  sur  la  vie  pri- 
vée d'un  homme  que  Vantiquité  a  surnommé  le  grand  géo- 
mètre ;  titre  qu'il  a  conservé  chez  les  modernes.  On  sait 
seidement  qu'il  est  né  à  Perge  (Pamphylie) ,  au  temps  de 
Ptolémée  É vergeté,  qui  a  commencé  à  régner  en  —  2*7; 
c'estce  que  nous  apprend  Héraclius,  auteur  d'une  vie  d'Archi- 
mède,  et  cité  par  Eutocius.  Il  étudia  les  mathématiques  à 
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Alexandrie»  chez  les  disciples  d'Eudide,  et  acquit  sa  plos 
grande  célétnrité  sous  Philopator,  mort  en  — ^205;  ainsi  il  a 
fldYi  Arcbimède  d'environ  un  demi-siècle ,  et  précédé  de  peu 
Gemmas  et  Hi|q[Murque.  Il  est  probable  que  se  dévouant  entiè- 
remoit  à  la  science ,  Apollonius  a  mené  une  vie  studieuse  et 
méditative  dans  l'Académie  d'Alexand&le.  Nous  savons  tou- 
tefois qu'il  a  (ait  quelques  excursions  à  Pergame  et  à  Éphèse. 
Il  a  composé  beaucoup  d'ouvrages ,  dont  deux  seulement 
nous  sont  parvenus,  et  a  eu  quatre  commentateurs  :  Pappus, 
Hypatie,  Serenus  et  Eutocius.  Le  premier  et  le  damier  existent 
moote.  Pappus,  au  commencement  du  septième  livre ,  qu'il 
dédié  à  son  fils  Hermodore,  donne  la  liste  suivante  de  ces 
ouvrages ,  avec  quelques  indications  sur  leur  contenu. 

1.  De  Sectione  proportionis  (ittpl  l&yoM  àiioTO(A.7i<)  ;  faire  des 

sections  en  vue  de  certains  rapports.   Pappus  en  donne 

f  exemple  suivant  :  deux  droites  sont  données ,  et  sur  chaque 

droite  un  point  fixe  O,  O'}  par  un  troisième  point  donné , 

mener  une  transversale  qui  coupe  les  deux  droites  en  deux  . 

OP 
points  P  et  F  tels  que  Ton  ait  Trf^  =  un  rapport  donné.  Cet 

ouvrage  contient  deux  livres.  Il  existe  en  arabe  et  une  traduc- 
tion latine  en  a  été  publiée  par  Halley ,  sous  ce  titre  :  jdpollonii 
Pergœi  de  sectUme  rationis ,  lib,  II;  ex  arabico  MS,  latine 
versi,  accedunt  qvsdem  de  sectione  spaiiij  lib,  11^  restitua 
Oxonia^  1706,  in-8";  ouvrage  rare,  n'ayant  été  tiré  qu'à 
quatre  cents  exemplaires. 

2.  De  SpuUii  sectione  (x(*>p(ou  àicoto^j.^?),  en  ^  livres  ;  mener 
des  transversales  qui  retranchent  des  espaces  donnés  ;  perdu. 

3.  Determinatâ  sectione  (Seopurpivnc  to(a%),  en  2  livres, 
contenait  83  théorèmes  et  51  lemmes}  Pappus  en  cite  un 
exemple  :  plusieurs  droites  données  sont  coupées  par  une 
transversale,  trouver  sur  cette  transversale  un  point  tel  que 
ses  distances  aux  points  d'intersectiéns  de  cette  transversale 


es  aient  une  relalbn  donnée  ;  problème  dCHe?* 
c  perdu. 
Taciionibus  (èicstfMv),  en  2  livres,  conlenail  SO 
mes,  60  théorèmes  et  21  problèmes;  renfertnaU  lasolu- 
de  tous  les  problèmes  où  il  s'agit  de  mener  un  cerck 
înt  h  des  droites,  à  des  cercles,  et  passant  par  it^ 
)nnés.  Pappus  donne  rénumeratloD  de  ce  genre  de 
ûes  i  ourrage  perdu, 
a.     «  Convergmlibusi^txi^m],  en  2  livres  j  125  théorèmes 
©        1(        ïs  ;  trailâit  à  ce  qu'il  paraît  des  droites  qui  se 
it  ft         I  môme  point ,  des  faisceaux  convergeiits  ; 
ouv  rdu. 

6.  Pianis  Lùds  (to^wïv  iittitâStijv).  Sur  les  lieux  géométri- 
ques de  la  droite  et  du  cercle.  Exemple  :  Deux  droites  passant 
par  deux  points  fixes,  font  un  angle  donné,  le  lieu  du  sommet 
ml  un  cercle^  contenait  en  2  livres,  147  théorèmes  et  I 
lemmes;  perdu.  (La  mite  prothainemmL) 


LIEU   GÉOMÉTRIQUE 

d'un  point  du  grand  axe  d'une  ellipse  qui  se  meut  en  restant 
tangente  à  deux  droites  fixes. 


FAR  M.  &OUZS  rsaaiEai 

élève  du  collège  royal  de  Mâcon. 


La  solution  générale  que  nous  allons  donner  de  ce  pro- 
blème est  fondée  sur  cette  propriété  de  lellipse,  que,  si  od 
décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  une  circonférence, 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  les  tan- 
gentes se  trouvent  tous  sur  celte  circonférence. 

I.  Supposons  d'abori  que  le  point  pris  sur  Taxe  soit  le 


—  363  - 

byor,  et  qae  lès  deux  tangentes  soient  rectangulaires.  Si  on 
BODsidàre  l'ellipse  dans  une  quelconque  de  ses 'positions ,  on 
lUieodm  les  coordonnées  du  foyer,  en  abaissant  de  ce  point 
les  perpendiculaires  sur  les  deux  tangentes.  Les  pieds  de  ces 
pifrpendiculaires  se  trouveront,  d'ainrôs  le  théorème  que 
BOUS  Tenoiis  de  citer,  sur  une  circonférence  décrite  sur  le 
grand  axe  comme  diamètre,  et  le  problème  sera  ramené  an 
suivant  : 

Étant  donnés  une  circonférence  de  cercle  et  un  point  F  ritué 
aune  distance  c  du  centre,  trouver  la  relation  qui  exiite entre 
ks  deux  droites  rectangulaires  menées  du  point  F  dla  circon- 
férence (fig.  44). 

Posons  FP=:^,  FQ  =  a:,  OP  =  a  et  c^V'a^—b*. 
Les  deux  triangles  OFP  et  OFQ  nous  donneront  : 

cosOFP  =    ^^  =^ — ^  =  ^  cos  AFP , 

2cy  2cy 

cosOFQ  =  '''^,^^^=^^=^sinAFR 

2cx  2cx 

Ajoutant  ces  deux  équations,  après  les  avoir  élevées  au  carré» 
on  trouve 

Cette  équation  peut  se  mettre  aussi  sous  la  forme  : 

et  c'est  sous  cette  forme  qu'on  la  trouverait  immédiatem^t^ 
en  exprimant  que  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées 
des  (ojen  sur  les  tangentes  est  égal  à  b\  et  que  la  di^nce 
des  deux  foyers  est  égale  à  2c. 

Il  résulte  de  la  solution  que  nous  avons  donnée  et  de  Té-, 
nonce  même  du  problème,  que  Ton  aevra  trouver  la  mémo 
Ami.DB  Matbéx.III.  ^^ 
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équaliOD  pour  la  courbe  décrite  par  le  second  foyer,  et  ^ 
peQdani  q«e  le  preaûer  foyer  décrira  une  portioo  de  b 
courbe,  le  deuxième  foyer  décrira  l'autre.  Quant  à  l'éqna- 
tiou  (1) ,  elle  nous  moutre  îmiBédiatemeat»  d'aprâB  aa  forme, 
que  l'orîgiae  est  un  centre ,  que  la  courbe  est  syméCrique|tor 
rapp<Nrt  aux  deux  axes  et  à  leurs  bissectrices ,  et  que  les  por- 
tions de  la  courbe  comprises  dans  les  angles  yox\  yosf  et 
yox  sont  tout  à  fait  semblables  à  la  partie  oomprise  dan 
l'angle ^or.  Nous  pouvons  donc,  dans  tout  ce  qui  va  auivre, 
nous  contenter  de  considérer  cette  dernière  portion  de  eombe 
décrite  par  une  ellipse  qui  ne  sort  pas  de  l'angle  j^ox.  On 
remarque  encore  que  l'équation  est  satisfaite  par  or  =  0  et 
j^  =  0  ;  mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  que  la  courbe  passai 
l'origine,  car  si  l'on  résout  l'équation  par  rappcnrt  à  ^,  et 
que  l'on  cherche  les  conditions  de  réalité  des  racines,  oa 
trouve  que  les  valeurs  de  j?  ,  et  par  suite  celles  de^  (  à  cause 
de  la  symétrie),  sont  comprises  entre  û-hk  û* — ft*  et 
a  —  \/a* — b\  L'origine  est  donc  un  point  isolé.  On  con- 
clut encore  de  là  que  la  courbe  n'a  pas  de  branches  infinies  ; 
ce  que  nous  annoncent  aussi  les  considérations  géométriques 
du  problème. 

En  résolvant  l'équation ,  on  trouverait  facilement  la  forme 
de  la  courbe  tracée  dans  la  figure  45  •  mais  nous  préférons 
construire  la  courbe  par  points  et  la  discuter  d'après  cette 
construction. 

Au  point  F  élevons  une  perpendiculaire  au  diamètre  OF, 
et  prenons  pour  axes  les  lignes  FA  et  FB.  Cela  fait,  voici 
comment  on  construira  les  difierents  points  de  la  courbe  :  par 
le  point  F  on  mènera  deux  droites  rectangulaires  qnelooB- 
ques ,  et  on  considérera  les  lignes  FA ,  FD  comme  les  abscis- 
ses, cl  les  lignes  FB,  FC  comme  les  ordonnées.  Ensuite,  on 
rabattra  par  des  arcs  de  cercle  ces  longueurs  sur  les  axes  FX, 
FY,  et  prenant,  pour  chaque  abscisse,  les  deux  orHonnées 
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correniMiidaiiles,  on  déterminera  quatre  points  de  h  courbe. 
En  conUniumt  ainçi ,  on  trouvera  la  forme  de  courbe  indi- 
qpée  par  la  Cgure  45. 

Nous  allons  maintenant  chercher  les  points  remarquables. 
Occupons-nous  des  limites  parallèlement  à  Taxe  des  y.  On 
sait  que  si ,  par  un  point  F  pris  dans  un  cercle ,  on  n^ène  dif- 
fientes  lignes,  la  plus  petite  et  \2^  plus  grande  sont  les  lignes 
FA  9i  FD  comptées  sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  F, 
et4)|ie  de  FA  à  FD  la  ligne  menée  du  point  F  à  la  circonfé- 
rence va  toujours  en  croissant.  Il  résulte  de  là  que  FA  et  FD 
seront  les  limites  des  abscisses.  Et  comme ,  dans  ce  cas,  à  la 
môme  abscisse  correspondent  deux  ordonnées  égales  FI  et 
FC ,  on  obtiendra  par  la  considération  de  ces  ordonnées,  pour 
l'abscisse  F  A,  deux  points  réunis  en  un  seul  au  pointK  ;  et  pour 
Tabacisse  FD ,  deux  autres  points  réunis  en  R.  Gomme  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  bissectrices  des  aqgles 
des  axea ,  les  limites  prises  parallèlement  à  Taxe  des  abscisses 
seront  absolument  les  mêmes  que  pour  Taxe  des  ordmnées. 
On  aura  ainsi  deux  autres  points  extrêmes  N  et  L 

On  peut  déterminer  facilement  les  points  où  la  courbe 
coupe  la  bissectrice  ;  il  suffit  pour  cela  de  faire  au  point  F, 
de  cliaque  côté  du  diamètre ,  un  angle  de  45  degrés.  On  aura 
alors  quatre  coordonnées  égales  deux  à  deux,  qui  seront 
cdlea  des  points  cherchés. 

2.  On  peut  constjtruire  la  courbe  d'une  autre  manière  aussi 
siipple.  Pour  cela  nous  remarquons  que ,  si  nous  décrivons 
du  centre  de  Tellipse  une  circonférence  avec  un  rayon  égal 
à  a,  nops  couperons  les  axes  en  quatre  points  dont  les  dis- 
tances à  rorigine  seront  les  coordonné^  des  foyers.  Les  lop- 
gueurs  de  ces  lignes  ne  dépendent  donc  que  des  diverses  posi- 
tions du  centre  pendant  le  mouvement  de  l'ellipse.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  le  centre  décrit  un  arc  de  cercle  limité  par 
deox  parallèles  aux  axes,  IGetQS  menées  à  la  distance  h\  car 


il  est  toujours  distant  du  sommet  de  l'angle  droit  foriûé  par  tel 
deus  tangentes,  de  k quantité  constante  V/a*+  à*^  et  sa  plQi 
courte  distance  à  la  tangente  est  égale  à  b.  Où  pent  remar- 
quer que  le  centre  décrit  deux  fois  te  même  arc  ^  puisqull 
ae  peut  pas  dépasser  deax  lignes  fixes ,  et  qu'après  la  rotation  i 
entière  de  Tellipse ,  il  revient  à  sa  première  position,  v 

La  portion  de  cercle  comprise  entre  les  deux  parallèles 
étant  tracée^  d'après  les  remarques  précédentes,  it  snffîra^ 
pour  déterminer  les  différents  points  de  la  courbe^  de  décrire 
de  tous  les  points  de  cet  arc  de  cercle  ane  circonférence  d'un 
rayon  égal  à  a ,  qui  coupera  les  deux  axes  chacun  en  deux 
points  On  obtiendra  ainsi  les  coordonnées  de  quatre  poinls, 
et  on  déterminera  ^  en  opérant  ainsi ,  la  forme  de  la  m 
déjà  trouvée  {fig.  k5)- 

n  est  bien  évident  qu'on  aura  ïcs  points  limites  en  décri- 
vant la  circonférence  des  deux  extrémités  de  Tare  m ,  et  lei 
points  situés  sur  la  bissectrice  en  la  décrivani  du  niilicu  de  , 
cet  arc. 

3.  Connaissant  le  lieu  décrit  par  le  foyer,  nous  allons  dé- 
terminer facilement  celui  d'un  point  quelconque  pris  sur 
Taxe, 

Soit  M  ce  point  pris  sur  Taie  (  fig,  H  ].  Il  est  facile  de  voir, 
en  menant  les  coordonnées  du  point  M  et  les  coordonnées 
parallèles  du  foyer,  que  si  on  projette  M  sur  FP  et  FQ  en  H 
et  E,  les  lignes  PH  et  QE  seront  les  coordonnées  (a:\  y)  du 
point  M.  Il  résulte  de  là  que  si  nous  pouvons  exprimer  FP 
et  FQ  (y,  x)  aU  moyen  de  PH  et  QE  {f^  a^') ,  en  substi- 
tuant les  vàlenrs  de  ^  et  de  jt  dans  l'équation  du  foyer,  non» 
aurons  une  relation  entre  jt'  et  y.  Soit  FM  =7.  On  a 


^=y  +  HF,     HF  =  /cosBFA  =  /. 


2cy 


d'Où  y=y  +  i.L--n.,       ,^  ..,,.,,,       I 


^^^m^ 
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M  bieD  en  effectuant  : 

(2c  +  l)y—  2cyy  ~  Ib*  =  0. 

Eo  posant  (2c  +  /)  =  A  et  (2c  +  /)/&'  =  A ,  on  tire  de  là  la 
taleor 


^cy±^^cy'+^ 

On  Toit  bien  que  Ton  aura  aussi 

'  = h • 

Mutant  ces  valeurs  dans  Téquation  (1) ,  nous  trouvons 
pour  l'équation  du  lieu  chercbé  : 

(2)         [c  {k^b'h')y  +  {k-b'h*)  i/éy^ky  + 

+  c  (  *—  bV)  3d^  (c— 6*A')  J/?^N^=4c:n. 

En  élevant  au  carré  et  faisant  les  opérations  nécessaires 
pour  l'évanouissement  des  radicaux ,  on  arrive  à  une  équa- 
tion en  x'  et  y  du  huilième  degré.  Mais  après  quelques  pré- 
parations, on  voit  qu'elle  ne  contient  que  des  termes  en  ^y, 
x^+y,  x'*+y4  ou  bien  ((j/^+yy  — 2j/y"))  j  et  q^e 
par  conséquent  en  la  transformant  en  coordonnées  polaires, 
elle  sera  fonction  de  p  et  de  sin2ro.  En  élevant  au  carré  une 
seconde  fois ,  on  trouve  une  équation  bicarrée  par  rapport  à 
sinSw*,  qu'on  peut  résoudre  par  rapport  à  cette  variable. 

4.  Voyons  maintenant  si,  en  faisant  certaines  hypothèses,  on 
ne  pourrait  pas  faire  disparaître  Immédiatement  les  radicaux. 

Cela  arrive  évidemment  lorsqu'on  pose  c=?:0,  A:-i-t'A*=0, 
ou  bien  encore  k  —  6 Vt'  =  o. 

En  développant  ces  deux  dernières  conditions,  elles  nous 
donnent  les  relations  ^  =  —  c  et  c  =  0. 

La  première  relation,  /= — c,  nous  indique  que  le  point  M 

n  Gatte  éqaation  n'étant  pas  homogène  est  éTidemment  faasso.       Toi. 


est  égal  à  V'a'-{-b\ 

Noos  voyons,  d'après  la  valeur  c  =  û,  que  1  eUipsc  sje 
ciiauge  en  une  Cfrcoiifèrenee  y  et  ^n  faisant  cette  hypolbè§e 
dans  réqtiâtiaD ,  oo  IrouTC  1r  résultat  jf/*-hy''^=^,  c'est-à^ 
dire  que  le  point  M  décrit  un  cercle  dont  le  rayon  est  i.  Ce 
qui  était  évidcnl  <«  priori 

Si  le  point  M  est  le  somttiel,  Téquâtian  n  offre  riea  de 
remarquable. 

5.  Maintenant  nous  jïupposerons  que  Tangle  des  deux  tan- 
gentes soit  quelconque,  et  nous  aurons  à  chercher  : 

JLff  Heu  géométrique  den  points  du  grtmd  aœe.  d'une  eUi^m 
ijui  s€  nmit  en  rêstktnl  iangefile  à  dmœ  droites  fiœes  faimni  m 
angk  quelconque. 

Sî  nous  rapporlons  la  courbe  à  ces  deux  tangentes  flïGS 
prises  poar  axes,  les  coordonnées  de  ses  différents  poÎDls 
s  obliendronl  en  divisant  par  Vangle  des  axes  les  perpendi- 
culaires abaissées  du  point  décrivant  sur  ces  lignes.  La  ques- 
tion est  donc  ramenée  à  trouver  une  relation  entre  ces  per- 
pendicnlaireiï. 

En  supposant  d'abord  que  le  point  que  Ton  considère  soit 
le  foyer ,  nous  reprendrons  les  calculs  comme  dans  le  pro- 
blème précédent.  Seulement,  arrive  au  point  ou  la  praniére 
solution  exige  que  l'angle  PFQ  soit  droit ,  H  faudra  seole- 
ment  exprimer  que  cet  angle  est  constaiit.  Vdîci  eoifi'lDbeiit 
nous  continuerons  les  calculs  • 

Posons      cosPFQ  =  w  =  cos(PFA  +  AFQ). 
Nous  déduisons  de  là 

{m  —  cos  PFA  cos  AFQ)'  =  sin  PFA  sin'* AFQ. 

li  suffit  maintenant,  pour  avoir  notre  relation  cherchée, 
de  remplacer   cos  PFA  cos  AFQ  et  sin' PFA  sin 'AFQ  par 
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Takon  en  foBciions  de  j:  e4  j^,  valeurs  Urouvées  dans 
le  premier  probième. 

On  dédaira  de  ee  liea  celui  d'un  poiot  quelconque  pris  sur- 
i'axe,  tout  à  fait  de  la  marne  manière  que  dans  la  première 
partie. 

Ainsi  le  problème  est  résolu  généralement  pour  m  poifit 
qodconque  du  grand  axe. 

6.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  nous  avons  supposé  quç.  hx 
point  qui  décrit  la  courbe  est  un  point  quelconque  de  Taxe. 
Si  nous  supposons  maintenant  que  ce  point  soit  pris  comme 
on  voudra  sur  le  plan  de  Tellipse ,  l'angle  OFM ,  au  lieu 
d'être  égal  à  deux  angles  droits,  sera  égal  a  un  angle  cpp- 
stant  quelconque  ;  et  la  seule  différence  entre  ce  cas  et  celui 
que  nous  avons  examiné  précédemment,  proviendra  de  ce 
que  le  cosinus  de  Tangle  HFM,  au  lieu  d'être  égal  à 
—  cosOFP,  sera  égal  à  cos  (OFM  —  OFP).  Le  sinus  de  l'an- 
gle OFP  entrera  dans  l'expression  de  oosHFM,  et  si  on 
calcule  sa  valeur  au  moyen  de  celle  de  cos  OFP  trouvée  pré- 
cédenunent,  on  introduira  y  sous  un  radical ,  dans  l'exprès- 
shm  de  y;  alors  l'équation  qui  donne  la  valeur  de'yttu 
moyen  dey  ne  sera  plus  du  second  degré.  On  aura  bien  en- 
core, de  cette  manière,  un  nombre  suflBsant  adéquations  pour 
résoudre  le  problème  ;  mais  on  ne  pourra  pas  fiôrel'éHmi- 
naiioD  comme  dans  le  cas  précédent. 

Noie.  1.  On  parvient  directement  et  promptement  à  ces 
solutions  en  faisant  usage  de  nos  formules  générales.  Pre- 
nons les  deux  tangentes  pour  axes  des  coordonnées  f  on  aura 
/=r/=:0;  or  m=srB*— ^4AG;  remplltçant  A^  B,  G;  par 
leurs  valeurs  en  A:,  A:',  L ,  il  vient 

4L*_2Ay»         n*  _      r 
m^  m*  m^         sin'7  ' 

OÙ  r  négatif  est  le  produit  des  carrés  des  demi-axes  dans  l'el- 
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Upse ,  et  r  positif  le  même  produit  dans  Hiyperbcde.  Oa  a 

N  =  A-t-C  — Bco87  = 


et 


4L 

4LN       it*+r+2(itil'  +  m/i)co87 


m  m 

dans  cette  expression ,  5  est  la  somme  algébrique  des  carrés 
des  demi-axes  (t.  I ,  p.  493,  YII  )  ;  ainsi  r  et  5  sont  des  quan- 
tités données. 
2.,  Centre,  Soient  x  ^\,y  les  coordonnées  du  centre  \  donc 

k         le 

^  mm 

on  a  donc 

îC     ^       n  r 

— +  2jcr— =  -r-7- 
m  m       sm  7 

et  j:'+^'+  ^xy  eosy  +  2 — COS7  =  s\ 

m 

éliminant  —  ,  il  vient 
m 

(r*+  j:'—  5)' —  4jc V  cos'7  =  r  cot'v  ; 

lien  du  centre  ;  courbe  du  '¥  degré ,  n'ayant  point  de  bran- 
ches inOnieset  du  premier  genre  (Ëuler,  Introd,  t.  II,  lib.  11, 
§  261)  ,*  si  7=1^,  elle  se  réduit  à  un  cercle  double. 

3.  Fii^er.  Soient  X  et  Y  les  coordonnées  du  foyer,  et  ton- 
jours  x  et  j^  celles  du  centre;  on  a  X  =  a  —  x\  Y  =  p— /; 
a*  sin'7=  .r'sitf  7  —  ly"  •  p  sin'7  =ysin'7  -  h"  (t.  II ,  p.  430); 

4AL       IC  ,  4GL 

car  — -  =  — 7  =  j:'  ;     et    —^  =^'  ; 

m        ^m  m 

d*où  (x+  X)'  sin  7  =  jr'  sin'7—-  b* ,  et  de  là 

_      ^'H-ysin'7 
'^""         2Xsin'7    ' 

et  de  mémo  y  = ^^  .  ,    '; 

2Y  sm'7 
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Ribttitiiaiit  ces  valeiin  dans  le  liea  du  centre ,  il  vient 

[6*  (X'+r) +rX«  (Y+  y—  4*)  8in*7  +:46'yX*  sin-v]»^ 
-  *XTP[6*+X*sin'7]  [ft'+Y'  sin^]  C0S7=  16rY«X*C08'78ia«7, 

lîea  des  foyers  ;  courbe  du  12*  degré.  Si  7  =  1',  la  courbe  est 
ia  6*  degré  et  la  même  que  celle  de  M.  Ferrier ,  Ceci  est  pour 
f dlipse  et  l'hyperbole  ;  pour  la  parabole  dont  le  paramètre 

est  donné ,  ^  est  une  quantité  constante  =&/»*  (t.  I ,  p.  494)  ; 

4L*=2**'/i;  y^^'+^"+2^^cos7    ^  et  p  étant  les  coor- 

4Li 

données  du  foyer,  on  »  «  =  -7Î^i  P  =— 7j^(t  n,p.432); 

d'où  Ton  déduit  facilement 

p'  (a*+  p*+  2a?  COS  7)  =  xy. 

Si  7  =  1*,  on  trouve  l'équation  (3)  de  la  p.  299,  t.  I. 

4.  Pour  un  point  quelconque  du  plan ,  voir  a  solution  de 
M.  Rispal ,  p.  226  de  ce  volume.  Tm. 


QUESTIONS  D'EXAMEN. 

Surfaces  et  volumes  engendrés  par  les  polygones  réguliers , 
lorsqu'ils  tournent  autour  d'une  perpendiculaire  au  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit  menée  par  le  sommet  auquel 
aboûtU  ce  diamètre. 


ancien  professeur  de  mathématiques  spéciales  à  TÉcole  de  Sorréze , 
régent  de  mathématiques  spéciales  au  collège  de  Pamiers. 


Nous  adopterons  dans  la  résolution  de  ces  questions ,  les 
mêmes  notations  que  celles  que  nous  avons  employées 
p.  353,  t.  II;  seulement,  pour  varier  les  difficultés,  nous 


chercherons  directametit  les  e^prcssiom  des  f  olttmes  et  dti 
surfais  que  Qous  nous  cous  proposons  de  iFoiirfïr  ea  kut- 
lion  du  râjoo  R  du  cercle  circonscriL  La  inârcfae  que  nous 
allons  suivre  est  d'afllears  la  même. 

Svft.  T  ^  surf.  CB  +  2  surf.  AB  =  Sï^BFXB +2irBF.AB  = 

gBF 
=  4ff.AB.BF  =  ^AB.2k.  - _-  =  3AB,2^AO ;    (1) 

ô 

W  AB  =  Rl/3,     AO=R; 

donc         siuf.  T  =  3.R\/3  .âitR  =  fiuR*  l^â. 

Surt  C=2(sarf. AB+snrr.CB)=^27r { BE,  AB+CB(CA+BE) }  = 

=r2îrAB  (2BE4-  CA}  =  4AB.âTtOA  ;  (2) 

or  AB  ;=  R  k'i ,  ei  OA  =  R  ï  donc  surf.  C  =  StcR'  Vl, 

3'  Pentagom  (flg.  48). 

Surf,  P  =  2  surf.  AB  +  2  surf.  CB  f  surf.  EC  =  âisrBH.AB  + 

+  2-BC  iCG  +  BH)  +  27rCG  EC  =  4TtAB  (BH  +  CG)  ; 
or  OQa 

AB=^t/io_2V/5,  BF  =  D=  ^(l+V^)  = 
4,  4  ^ 


2         4 


BH=  1/âB-ÂH=\  /5:  (10-2  \/5)-g(l0+2\/6)= 
\/      4  16 

=  51^30-10^5  =  ^  (5-V5)  , 

4  *r 
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.  /  ■         I        I  ■   il  I    ■     I  ■■ 

DG=AD=\/F-DCL\/5!(io+2\/5)-^10-2\/5)= 

Donc 

8firf.3?«4it.R\/iO-.2V/5  1^(5-1/5)+ J(5+\/5)j  = 

4*  Hexagone  (fig.  49). 

Surf.  H  =  2  (surf.  AB  +  surf.  BC  +  surf.  CD)  = 

=  2it  {BG.AB  +  CG  —  BGVdC  (DA  +  CG) |  = 

=:2ic  |BG.AB  +  (CG  +  BG)(CG  — CG)  +  DC(DA  +  C6)}  = 

=  2icAB  (BG+  2DA+CG)  ^  !^AB.3DA  »  6AB.27rOA  ;   (3) 

or         OA=AB  =  R,      donc      8urf.H  =  12îiR\ 

5»  Octogone  (fig.  50). 

Sarf .  O  »  2  (surf.  AB  +  rarf.  BG  +sorf.  GD + aurr  ED)  =;: 
=  2ir  |AB.BF4^BC(BF-H3G)+I)C(CG+DF)+ED(DF+AE)}=: 
=:s29rÂB(2fi^+2GG+2DF+AE)=:2irAB.4A£«s8AB.27rAO;(4) 

or  AB  =  R|/2— V/2,    OAr=R; 

donc  8urf.O  =  i67rR»V  2  — 1/2. 

€•  Décagone  (fig.  51). 
Sarf.Dss2(sttrf.AB+sarf.BG+siirfXD4^iirf.£l>+sarf,£F)== 

"îU". 

_      JAB.3ti+BG(BG+GK)+DK— CK4-ED(DK4-£GH-}  ^ 


"j  +EF(EG+FA)       ) 

_       I  AB.BG+BC  (BG+  CK)  +  (DK+CK)  (DK— CK)  +\  _ 

"(  +ED(DK  +  EG)  +  EF(EG  +  FA)  / 

=  2irAB  (2BG  +  GK  +  DK  +  2EG  +  2F4)  =^ 
=  2itAB  {2(BG+EG)+3FA}=:2itAB.5FA=10AB.airAO;  (5) 
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or  AB  =  ?^(V/5— l),    OA  =  R; 

donc  surf.  D  =  lOwR*  (\/l — l). 

T  Dodécagone  (fig.  52). 

c    r  T^      «  /surf.  AB  +  surf.  BC  +8urf .  DC  +8iirf.  DE  +\ 
Surf.D  =  2(^  +surf.FE+8arf.6Fr 

jAB.BH+BC(BH  +  CK)  +  CD(CK  +  DL)+  | 


+ED  (DL+EK)  +  FE(EK+FH)  +  GF  (FH+AG)  )  "" 
=  SirAB  (2BH+  2CK  +  2DL  +  2EK+  2FH + AG)  = 
=  2iuAB  {2(BH  +  FH)  +  2(CK4-EK)+2DL  +  GA}  = 

=  27r.AB.6GA  =  12AB.2irOA  ;  (6) 

or      AB=RV/2~\/3  =  |(K6-V/2),  OA=Rj 

donc  surf.  D  =  1 2iuR»  (\/6  —  V/i). 

Les  expressions  (1) ,  (2) ,  (3) ,  (4) ,  (5),  (6),  n'étant  autre 
chose  que  la  traduction  du  théorème  de  Guldin,  on  en  con- 
clut que  ce  théorème  conduit  immédiatement  aux  mêmes 
expressions  que  celles  que  nous  fournit  la  géométrie. 

Quant  à  la  surface  engendrée  par  le  pentagone,  on  a,  en 
appliquant  le  théorème  de  Guldin:  sarf.P=5AB.2irR;or 

AB  =  -  V  10—  2  \/5î  donc  surf.P=57rR*  \/ 10—21/5; 

résultat  identique  à  celui  que  nous  avons  trouvé. 

On  pourrait  chercher,  d'une  manière  analogue,  les  ex- 
pressions de  ces  surfaces  en  fonction  du  côté  c,  ou  en 
fonction  de  Tapothème  r.  La  géométrie  et  le  théorème  de 
Guldin  pourraient  encore  servir  mutuellement  de  vérifica- 
tion. £n  cherchant ,  par  exemple,  ces  surfaces  en  fonction 
de  c,  on  trouve  : 

r  Triangle        surf.  T  =  27rc'  \/3  ; 
2*  Carré  surf.C  =  ^nc*  \/2  ; 
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3*  Pentagone     sorf.PrsfC^  V  60+ 10  V/s; 
A""  Hexagone     snrf.  H  s  i2irc*  ; 
5»  Octogone      surf.  O  =  Snc*  \/4  +  2  V/â  ; 
6o  Décagone     surf.  D  =  ISicc'  (l  +  \/i)  , 
r  Dodécagone  surf.  D  =  I2icc'  (V/6  +  V/â) • 

{La  suite  prochainement.) 

PROBLÈME  ^  (t.  I,  p.  519}. 

VAB  M.  TAVWkM  (H.)) 

élèYe  en  tpéciales. 


Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  un  rayon  vecteur 
qudconque  et  une  perpendiculaire  à  ce  rayon  ;  puis  sur  ces 
deux  droites  comme  côtés,  et  avec  la  normale  au  point  pris 
sur  la  parabole  9  comme  diagonale ,  on  construit  un  rectan- 
gle. Quel  est  le  lieu  du  sommet  opposé  au  foyer  ? 

Soit  M  (fig,  53)  un  point  du  lieu  cherché,  b>  et  p  ses  coor- 
données polaires ,  &>'  et  f>'  celles  du  point  K  de  la  parabole.  Si 
Ton  observe  que  la  tangente  en  un  point  d*une  parabole 
forme  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  qui  va  au  point 
de  contact  et  Taxe  focal ,  on  aura  la  relation 

2(0 
d'où  «'  =  60'+;—. 

Dans  le  triangle  rectangle  FMK  Ton  a 

p'=^COS(w' — G))  ; 

et  puisque 

w'       .  /       .  «\ 
cos(w'  — w)  =  sm~=  sm(  30'+-), 


cos'  1  +  9  sin'  1  S+(/  a  tang  — 

■3  a  H 


On  sait  qae 


sm  -  ^= ,         os^  - 


3  w  '  3  w 

l  +  tang'-  l+tang^- 

po^nt  tang  ^  =  x,  et  remplaçant, 

î  1  -         *  f  —  3j:' 


Sapprimaiit  h  +x  \/3 ,  anx  deux  lennes 


de.  celte  rraclion . 


l        1— ,r|/3 


Ainsi  c'étail  le  facteur  1  +  x  1/3  qui ,  en  s'ânDutant  dan« 
rhypolhèse  de  w  =  450%  masquait  la  vraie  valeur  de  la 
fraction  qui  se  réduit  à  l'infini.  Donc  la  perpendiculaire 
NN'  n'est  pas  une  asymptote  de  la  courbe  ,  et  même  noas 
allons  voir  que  cette  courbe  n'a  aucune  asymptote.  Pour  y 
parvenir,  cherchons  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente ,  qui  nous  servira  aussi  à  mener  des  tangentes  aux 
points  remarquables  de  la  courbe.  On  a,  comme  on  sait, 

A  h 

tangM  =  p  lim  Y^ ,  et  la  sous-tangente  polaire  S  ==  pMiniT- 
Il  s'agit  de  déterminer  la  limite  de  -. 


On  a 

p= 1 et     p+A= 1 , 

«qaation  qae  l'on  peat  ^•■ansfoimer  ain^i  : 

P ^^^ P 

3  8in( — j— cosw  39in( — j— co8(»+A) 

pois,  après  avoir  renversé  les  deax  membres  de  ces  équa- 
tions, je  les  retranche  et  je  trouve 

„r  .    /90°+»+A\       .   /90H»\1 
k  ^  L""  ( 3 j  ~"°  \~3~  j  J  +"»»*'-«*(«+*) 

„        /180»+2».  +  A\        .    /        h\   ,    h 
3C0S  (^ j  +8in  (^«  +- j  sm- 

=  :  -  , 

d'après  les  rormnles  connues  de  trigonométrie;  pais  : 
^      k      _ 


«M 


p(p  +  ^)  'h 


SlOg        3C08 ^^ 


+3cos(  w+- j  — 4sin'- sin  /  w+5  ) 


P  P 

6 

passant  à  la  limite ,  on  trouvera 

Imi.  7  = =^ 

k 


p'  rcos(30'  +  jj  +  sina>1 


ARM.  BE  MAIRtiM.  III 


par  conséquent 

Utng  M  =  — 


S  = 


rcos  (30*»  +  ^  j  +  sin^j 
2p 


cm    3ô^  +  -  H-smi^ 


(30-+^) 


Pour  avoir  les  asymptotes  il  faut  trouyer  ce  que  devieni 
la  valeur  de  S  lorsque  p— ««,  Alors  (i>=450\  partant  S^oc; 
puis  donc  que  S  n'a  pas  de  limîte,  la  courbe  ne  peut  avoir 
d'âsymplote. 

La  considération  des  tangentes  va  nous  permettre  de  tracer 
la  courbe  plus  eiactemanl^ 

*P 
pour         bir=0        ou  a    ^=^*-  ^-—-^ 

V/3 

Si  donc ,  à  partir  du  point  F,  on  prend  les  deux  distance» 
FN ,  FN'  triples  de  FS ,  en  joignant  le  point  R  aux  points 
N,  N',  on  aura  la  direction  des  tangentes  au  point  R.  La 
tangente  en  A  est  perpendiculaire  à  Taxe,  par  conséquent 
cette  tangente  se  confond  avec  celle  qui  est  menée  au  même 
point  à  la  parabole. 

Si  Ton  résout  l'équation 

1— cosw  =  2sin3  /30^  +  -)  , 

on  verra  qu'elle  ne  donne  que  la  seule  valeur  réelle  w=180'*^ 
ce  qui  prouve  que  la  courbe  ne  rencontre  la  parabole  qu'au 
point  A  seulement. 

Note,  Cette  belle  discussion  peut  s'abréger  en  adoptant  la 
formule  donnée  par  M.  Rispal  (tome  II,  p.  512).         Tm. 
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CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE  DU  RAPPORT  ^. 


VAB  M.  A.  VETaOïmT, 

Élève  interne  dn  collège  Saint-Louis.  (  Classe  de  M.  Vincent  ) 


Il  arrive  quelquefois  que  dans  certaines  coDStructions 
géométriques,  on  est  conduit  à  déterminer  deux  lignes  dont 
le  rapport  soit  égal  à  une  puissance  quelconque  du  rapport 
de  deux  autres  lignes ,  et  on  y  parvient  toujours  au  moyen 
de  troisièmes,  et  de  quatrièmes  proportionnelles  successives. 
Je  me  propose  d'exposer  ici  une  méthode  plus  simple ,  et 
qui  a  surtout  l'avantage  de  représenter  par  la  Ggure  elle- 
même  ,  la  suite  de  toutes  les  opérations. 

Soient  a  et  6  les  deux  lignes  données,  p  la  puissance  en- 
tière et  positive,  à  laquelle  on  suppose  élevé  le  rapport  de 
ces  deux  lignes.  Il  s'agit  de  déterminer  deux  droites  m  et  n, 

„        .    771       a^ 
telles  que  Ion  ait  —  =  ri- 

1.  On  connaît  la  construction  à  effectuer,  lorsque /r  est 
une  puissance  exacte  de  2. 

Il  faut  construire  un  triangle  rectangle  ayant  a  et  6  pour 
côtés,  comprenant  Tangle  droit;  abaisser  du  sommet  une 
perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  puis  rabattre  sur  cette 
perpendiculaire  l'un  des  deux  segments  de  l'hypoténuse; 
répéter  sur  le  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  ces  deux 
segments,  l'opération  que  l'on  vient  d'effectuer  sur  le  pre^ 
mier  et  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  abaissé  autant 
de  perpendiculaires  que  p  contient  de  fois  la  puissance  de  â. 
Alors  le  rapport  des  deux  derniers  seg^ments  est  le  rapport^ 
cherché. 


--  3ïâ  — 

2.  GoMidérous  maiuteDaat  le  cas  où  p  est  un  nombre 
Impair, 

Je  vais  déterroiiier  le   rapport  —  =  ^^  ,   ati    moyen  de 

deii^  lignes  /vi"  et  fi\  dont  je  supposerai  le  rapport  égal 

Je  prend^r  deux  droites  reetaDgulaires,  ^q^  54,  et  sur  ces 
deux  droites  je  porte  à  partir  de  leur  point  d'iutersection^ 
deux  longneurs  OA  et  OB  respccttveiuent  égales  à  a  et  à  Â^ 
puis  deU3t  autres  lignes  OM  et  >N  égales,  l'ane  à  m",  et 
l'autre  k  n*\  Je  mène  ensnîte  par  les  poinls  M  et  N,  ki 
droites  MM  et  ^^'  parallèle»  à  AB. 

Ijes  deux  triaDgles  OMM*  et  ONW'  ^ont  sem>^lables  et 
donnent 


doù 


OM         ,  .       ^    '" 

tît  prrrr  eîit  le    rapport  riiercne  — . 

ON  ^^  n 

On  aurait  pu  donner  aux  droites  OM  et  ON  (OM  par  ex.)î 
des  i^iositions  différentes  par  rapport  aux  axes ,  telles  que 
OM, .  OM,,  OM,  «  alors  la  droite  MM,,  aurait  pris  Tune  des 
positloiis  M,M,\  M.M,\  M,M, ,  la  seconde  étant  p9raUèle  à 
AB«  et  les  deux  antres  étant  perpendiculaires  à  cette  ligne. 
U  t^  évident ,  qu  en  supposant  égales  entre  elles  les  lignes 
OM .  OM, .  OM.,  0M«,  il  en  smiit  de  même  des  lignes  CM', 
OM  ,  OM  ..  OM ..  et  que  loa  aura 

OM_OM    _  O^.       OM,  _  a" 

o^  "^  o\~~  o>  ■~'ô>  ""  ^' 

"^^jppo^vx^  que  Ion  ail  ;-  =  »,  ak>r>  le  rapport  ^  n'est 
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latre  chose  qae  le  rapport   - ,  et  les  deux  lignes  OM  et  ON 

peaveot  être  représentées  par  OA  et  OB.  On  voit  alors,  qae 

n  naos  menons  les  droites  AA.  et  BB, ,  perpendicalairement 

OA.      a^ 

I  AB ,  nous  aurons  -rr^  =  yr. 

'  OB,       b^ 

OA  w" 

De  même  j^  représentant  le  rapport  -77,  dans  le  cas  où 
UJt),  n 

l'on  suppose  p  =  5 ,  on  aura  en  menant  les  lignes  A,A, ,  B,B, 

OA       a^ 
parallèlement  à  AB,  Qg^  =  ^ 

Etcootiouant  ainsi  à  tracer  les  lignes  A^A,,  A^A^...  B,B„ 

B3B4...,  successivement  perpendiculaires  et  parallèles  à  AB, 

on  obtiendra  les  différentes  valeurs  da  toutes  les  puissances  * 

a 
impaires  du  rapport  y. 

OA,  _  £      OA.  _  ^5      OA.,  _  ^      OA,  _  a^ 
OB,  ~  6"    OB.  ""  6^  '    OB3  ~  ^^^ '    OB,  ""  ^^'  ••' 

3.  Les  deux  modes  de  construction  que  je  viens  d'exposer 

nous  permettent  de  déterminer  le  rapport  —  quel  que  soit/?. 

Car  p  pouvant  contenir  le  facteur  2  à  une  certaine  puis- 
sance k^  on  aura/7=/7'.2^,  p'  étant  un  nombre  impair,  et 

par  suite  Tp  =  (  n»  /  •  ^^  première  méthode  nous  fait  con- 

m'       ^''  ,  .    , 

naître  le  rapport  — ;  =  — y ,  et  la  seconde  le  rapport 


a"' 
4.  Au  lieu  de  construire  r^, ,  en  passant  par  toutes  les 

puissances  impaires  moindres  que  p\.  il  est  préférable  de 
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liécoinposer  p'  en  ses  faclears  premiers  =î,  p^  y  s...  et  Je 
construire  succcssivemeot 

et  aÎDsi  de  suite  ;  ^  »  €,  7,..  sont  tous  d€S  nombres  premien, 
mais  plusieurs  peuvent  être  égaux  entre  eu%. 

Il  peut  arriver  que  les  facteurs  premiers  de/?^  soient  des 
nombres  assez  grands ,  mais  cpi'il  n'en  soit  pas  de  même  do 
nombre  ;?' diminué  d'un  nombre  pair  2.c.  Alors  il  faudra 

coDStrotrc  le  rapport  ^-^  ^  on  déterminera    ensuite  le 
rapport  ^^^^^^^^,  puis  ^^^^,^,^.  et  ainsi  de  smtejus- 

îious  remarqueroDS  que  dans  le  second  mode  d'opérations 
les  lignes  qui  expriment  le  rapport  cherché ,  vont  Tune  en 
augmentant,  et  Tautre  en  diminuant,  et  que  Fayantage  de 
la  précision  est  ainsi  uni  h  celui  de  pouvoir  effectner  tontes 
les  opérations  sur  une  portion  de  surface  plane  peu  étendue. 


CONSTRUCTION  DES  FORMULES,  sin(a±:6), 
cos(â^zl=^). 

FAR  M.  MIDY, 

Ancien  professeur  des  collèges  royaux. 


Les  formules  qui  donnent  les  sinus  et  cosinus  des  sommes 
ou  des  différences  de  deux  arcs  en  fonction  des  sinus  et 
cosinus  de  ces  arcs  ne  sont  prouvées  dans  la  plupart  des 
ouvrages  élémentaires  qu'au  moyen  de  constructions  et  de 
démonstrations  qui  sont  assez  compliquées. 
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Les  élèves  nous  sauront  peut-être  gré  de  leur  faire  con- 
naître celles  qui  suivent,  recueillies  dans  un  des  examens 
pour  l'École  polytechnique,  à  Paris,  et  qui,  par  leur  simpli- 
cité ,  me  paraissent  pouvoir  être  substituées  avec  avantage 
aux  solutions  connues. 

Soient  AB,  fig.  55,  le  diamètre  d'an  cercle ,  et  AGBD  un 
quadrilatère  inscrit.  Prenons  le  rayon  de  ce  cercle  pour 
celui  des  lignes  trigonométriques ,  ou  pour  unité,  faisons 
l'arc  ^C  =  2a  et  30  =  2^. 

Alors  les  cordes  BG,  BD  seront  égales,  la  premièreà  28ina, 
la  seconde  à  2sin6,  et  les  cordes  AG  et  AB  à  2cosa  et  2cos&  ; 
par  suite  Ton  aura 

corde  GD=  2sin(a+6). 
Donc ,  en  s'appuy^nt  sur  le  principe  connu  que  le  produit 
des  deux  diagonales  du  quadrilatère  est  égala  la  somme  des 
produits  des  côtés  opposés ,  Ton  aura 

2  X  2 sin  (a+  6)  =  2 sina  X  2cos^  +  2cosa  x  28in b , 

et  par  suite 

sin  {a-^h)  =  sinacos  ^  4"  cos  a  sin  b. 

En  vertu  du  même  principe,  les  fig.  (56),  (57)  et  (58),  dans 
la  dernière  desquelles  on  suppose  GI  =  BD,  donneront  sans 
pdne  les  trois  autres  relations  connues  ; 
sin  (a — c)  =  etc. 

Note.  Le  théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit  et  la  for- 
tnide  des  cordes  se  trouvent  pour  la  première  fois  dans  TAl- 
megeste  de  Ptolémée  (liv.  I,  eh.  IX).  Carnot  s'est  appuyé 
indirectement  sur  ce  théorème  pour  démontrer  les  formules 
trigonométriques  [Géom,  déposition^  p.  155).  Ce  sont  celles 
qu'on  vient  de  lire;  nous  rappellerons  une  autre  démons- 
tration consignée  dans  le  Géomètre  (p.  161). 

y  On  a  les  deux  identités 

sin  (2*—  A)  =  sin  A,      cos  (2'—  A)  =  —  cos  A  ; 


s**  Soit  un  triangle  ABC  *H  Aa,  B^,  Ce  les  trois  hauteurs; 
on  a  1  éqaalion  évidente  AC.B6  =  AanBa  +  Aa.aC ,  et  de  là 
m_  _  Aa.Ba        ha     aC 
ÂB"ÂC?ÂB~*"  AB"  le* 
oa  bien  sin  A  ^  sin  [fi  +C]  ^=  sln  Ceos  B  +  stn  BcosC  ; 

3^  Sur  BC  connue  diamètre ,  décrivons  ooe  demi-circon* 
fêrcuce  ;  elle  pass«  par  les  points  ^  et  c ,  et  coupe  la  hautor 
Aa  en  un  point  O  \  on  a  ,  par  k  propriété  des  sécantes^ 

A&.AG  =  Âa  —W=Â^  —  Ba.aC  ; 
d'où 

Ab   Aa     Aa       Ba    aC 

ÂB  ^  ÂB    ÀC  ""  AB    ÂC' 

ou  bien  cosA  =  —  cos{B  +  C)  :==sinBsinG — œsBcmC; 

4"*  Soit  A'  Taugle  adjacent  et  supplémentaire  à  A  ^  on  a 

sinB=sinAoosC+sinCcosA,  siDA  =  sinA\  oosA=^cô9A\ 

donc  sinB  =s  sio  (A'  —  C)  =  siu  A^  cos  G —  sla  G  eos  A'  ; 

b"  cos  B  ^^  mn  A  sin  G  —  cos  A  cos  G ,  ûom 

cos  B  =  cos  (A'  —  C)  =  sfQ  A'  sin  G  +  co€  A'  cofi  C. 

(Voir  tome  II,  p.  309,)  Tm. 

■        —  ■  ■      ,     —  — 

QUESTIONS  l'ROPOSÉES, 

87.  Si  on  multiplie  142857  (multiplicande),  par  326451 
(multiplicateur) ,  tous  les  chiffres  d'une  même  colonne  ver- 
ticale dans  les  produits  partiels  sont  égaux  ;  trouver  d'autres 
nombres  jouissant  de  la  même  propriété. 

88.  Trois  circonférences  étant  tracées  sur  un  même  plan, 
on  propose  de  trouver  sur  ces  circonférences,  en  ne  faisant 
usage  que  du  compas  y  tro^'s  points  qui  soient  les  sommets 
d'un  triangle  équilatéral. 

89.  Soit  F  {x)  une  fonction  entière  en  x,  a^ù  deux  nom- 

br'    positifs  et  /-;  >  a  ;  si  ^  >  0  et  ^Wj- F(^)^^  ^ 

y  aura  au  moins  deux  racines  de  F' (a)  comprises  entre  a  eib. 
Ces  questions  sont  proposées  par  M.  E.  Prouhet,    pro- 
fesseur au  collège  d'Auch  (voir  t.  I ,  p.  438). 
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GRAND  CONCOURS  DE  1844  (^.  t.  II,  p.  374). 

QUESTIONS   PROPOSÉKS. 

Mathématiques  ipéciales. 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  la  circoofé- 
rence,  on  décrit  un  cercle  tangent  à  la  courbe  en  ce  point , 
et  Ton  mène  au  cercle  et  à  Tellipse ,  les  deux  tangentes  com- 
amnes ,  autres  que  celles  qui  toucheraient  les  deux  courbes 
au  peint  donné  A. 

On  demande  quel  est  le  li«u  géométrique  du  point  d'inter- 
section de  ces  deux  tangentes ,  quand  on  fait  varier  le  rayon 
du  cercle. 

Nota.  Si  on  représente  l'ellipse  par  l'équation  ~  +*^=l, 

on  pourra  si  Ton  veut  exprimer  les  coordonnées  du  point  A 
en  fonction  d'une  seule  constante  (p  de  cette  manière  •. 

x  =  âsin7,     ^=ïfccosy. 

.à 
Mathématique»  élémentaires. 

Pour  on  point  O  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre 
BA  d'an  cerde ,  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  ren- 
contre le  cerde  en  deux  points  m  et  m',  et  de  ces  points  on 
mène  au  centre  G ,  deux  rayons  mC ,  m'C. 

Prouver  que  le  produit  des  tang  -MCA  par  tang  -  M'CA 
eii  constant ,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante. 

^  Nous  donnerons  incessamment  la  solution  couronnée  de 
la  belle  question  spéciale  y  qui  renferme  une  propriété 
importante,  récemment  découverte,  des  coniques  bi-confo- 
cales.  Voilà  enfin  un  sujet  de  concours,  digne  de  l'Académie 
de  Paris,  Tm. 

Aun.  de  Matbém.  m  ^6 


ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTÎUE, 

par  ErelNE  Catalah  ,  réptStUeur  à  l'École  polytechnique,  ele,  IBW,  1-8,  IV^ 
SiO  page^t  17  planche»  {*}. 


Quel  est  1o  point  de  pcr ferlion  que  doit  se  proposer  Vm- 
leur  d'un  traité  clémentaîrede  géométrie  ?  Son  ouvrage  s'aiw 
nonce  comme  une  irsng  re  les  idées  premières ,  dont 

le  fonds  est  eommon  ii  mm  im  c^sprits,  et  les  profondei 
eonceplions  dont  Jes  génies  les  is  élevés  ont  coDstruit  pea 
à  peu  Tadmirable  édifice  de  la  ence.  Sa  tâche  est  de  com- 
bler rintervallc  en  ménageant  mutes  les  liaisons  ^  cl'étal>lir 
les  voies  les  plus  directes,  les  mieux  affermies  qu'il  est  pos- 
sible en  répandant  partout  la  clarté  tf une  évidence  com-  j 
plète.  11  accepte  un  cadre  donné  embrassant  essenlielkmeet 
une  certaine  somme  de  connaissances,  une  collection  de 
théorèmes  d'une  importance  reconnue.  Le  mérite  est  d'ço 
Tormer  un  ensemble  logique  où  tout  s'harmonise ,  où  les 
choses  se  groupent  naturellement ,  où  Tesprit  puisse  em- 
brasser sans  effort  le  chemin  qu'il  a  parcouru.  L'élève 
dont  on  veut  développer  les  idées  qui  seront  la  base  de 
son  instruction  ultérieure  y  réclame  à  la  fois  un  fonds  solide 
et  la  méthode  la  plus  propre  à  étendre  ce  fonds  et  à  le  faire 
valoir. 

Si  tout  le  monde  est  à  cet  égard  d'accord  en  principe, 
l'application  offre  des  difficultés.  Le  grand  nombre  de  traités 
qui  ont  paru  jusqu'ici  témoigne  des  efforts  nombreux  qui 
ont  été  faits,  et  des  différences  qui  peuvent  exister  sur  la 
manière  d'envisager  la  question.  Quel  doit  être  d'abord  le 

O  Chei  fiacbelier,    imprimeur-libraire.    Les    planches   sont    grarées   par 
E.  Wormser. 
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|H>ini  de  dèfiari  ?  uù  doit  s*ari'<?tor  l'uxiumc  |*our  faire  phcii 
au  Iheorème?  les  règles  de  la  rigueur  gêonuJiriqut*  ne  sont 
(>aâ  uniformément  tnmiliées  pour  Idiis  Ws  esprits ,  el  l'auleur 
d'un  traité  élémofiiaire,  eu  bultc  aux  critiques  les  plus  oppo- 
sées, se  trouve  entre  des  écueils  également  à  craindre  ,  et 
que,  de  Tavis  général,  des  livres  justement  célèbres  n  ont  pas 
évités. 

L*ouvrage  que  nous  avons  en  vue  d'analyser  ,  paraît  le 
irrésuitai  de  rédcxions  approfondie»  à  ces  divers  éjo^ards.  On  y 
remarque  une  rédaction  nette,  une  grande  précision  dans 
les  termes  j  et  un  enchaincnient  naturel  entre  les  proposi- 
liions.  Une  tradition  respectée  depuis  Euctide^  a  conscicré  en 
rquelque  sorle  la  gwraétrie  élémentaire  a  la  méthode  synthé- 
ticiUG  ;  c'est  là  que  cetle  méîhode  se  présente  sous  son  jour  le 
plus  favorable  ;  une  légère  induction  sulïbant  le  plus  souvent 
jK^ur  conduire  d*uno  vérité  à  la  découverte  d'une  autre,  cl  le 
principal  intérêt  consistant  à  régulariser  les  résultats  de  la 
manière  la  plus  simple.  En  se  conformant  aux:  habitudes  de 
renseignement ,  Tauteur  n'a  pas  refusé  le  concours  de  Tana- 
>  fysc  lorsque  son  emploi  s'offrait  naturjclloment  ;  on  ne  saurait 
en  effet  trop  tôt  sinitier  avec  cette  méthode  qui  acquiert 
une  si  grande  importance  dans  les  parties  élevées  de  la 
science,  où  son  rôle  a  élé  si  brillant  depuis  deux  siècles. 
Un  grand  nombre  de  questions  choisies  servent  aussi  d  ali- 
fflent  à  cette  méthode  d'invention  ,  en  même  temps  qu'elles 
forment^  comme  application ,  un  complément  n^^^essaire  des 
théories  développées  dans  Touvrage,  La  considération  des 
limites  remplace  partout  la  réduction  à  Tabsurde ,  aujour- 
d'hui généralement  repoussée, 

L*ouvrage  est  partagé  eu  huit  livres  qui  correspondent 
exactement  et  dans  le  même  ordre  à  ceux  de  la  Géométrie  de 
Le^endre,  En  sacrifiant  peut-être  ses  propres  idées  sur  le 
classement  général  des  matières,  il  est  évident  que  l'auteur 


a,  voulu  s'ailresser  plus  ImmC'iiiatcnierit  à  la  granfle  majuTttè 
cle^  iûàxvs  dt^jà  runiiliari»^  a^ec  ïti  plan  âa  iraité ,  qui  dt^puts 
longicmps  ijert  de  bnse  k  Venml^ncnumi  classique.  Tout  en 
rcprodutsiïfït  le  cadre  adapfé  par  untre  célèbre  géomètre  j  il 
a  cherché  à  y  introduire  les  mod  16 cations  ^  1^  addl lions  nom- 
tire  iii€$  dont  la  nécessité  est  reconnue. 

11  laisse  avec  raison  de  côté ,  les  déoomitiaUoas  vagues  des 
trois  dimensions  de  Télendue  î  partant  des  idées  acquises  re- 
lalivem^nt  aux  eori^  matériels,  U  suffit  dé  déGnir  les  «*f- 
/hrp,?  Dïtnnif*  limites  des  corps,  les  lignes  comme  ltmtt(^(ni 
interseclions  des  ^rfaccs ,  kspmwl^  comme  limites  ou  inter- 
seçïiotis  des  lignes.  Les  corps,  les  surfaces,  l(s  lignes  » 
nomment  ^gurts  ;  în  géométrie  est  la  science  des  figures. 

Après  avoir  po5é  ces  défini  lions  tiui  nous  paraissent  très- 
convenables,  l'auteur  admet  la  notion  de  la  ligue  droite 
comme  une  idée  première  acquise  par  rexpérîence ,  et  qui  se 
redise  à  être  définie.  C'est  en  elTet  le  terme  le  plus  simple 
que  notre  esprit  apereoïve  dnns  le  cercle  des  idées  relatives 
aux  grandeurs ,  et  à  ce  titre  il  sert  lui-même  d'élément  à  la 
plupart  de  ces  idées.  Les  notions  primitives  sur  la  ligne 
droite  sont  traduites  en  demandes  qu'il  est  essentiel  d'ad- 
mettre ,  et  sut  lesquelles  en  effet  il  ne  peut  s'élever  aucun 
doute. 

La  définition  du  plan  telle  qu'on  la  trouve  ici ,  et  dans  tous 
les  traités  élémentaires ,  reproduit  assez  bien  l'idée  que  nous 
avons  de  cette  surface  la  plus  simple  de  toutes.  GependaDi, 
comme  il  importe  de  restreindre  autant  que  possible  le 
nombre  nécessaire  des  notions  primitives,  il  convietiArait 
sans  doute  en  posant  cette  définition  de  la  présenter  d'afiord 
comme  anticipée,  et  d'établir  plus  tard  qu'elle  appartient 
réellement  à  une  surface  engendrée  suivant  une  certaine 
loi.  Cette  remarque  a  déjà  été  faite  depuis  longtemps  par 
M.  Duhamel   (  Problèmes  et  développements  sur    diverses 
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pmrHeê  déi  maihémaiiques^  par  MM.  Reyoaad  et  Duhamel)* 
11  parait  très-difficile  de  trouver  une  définition  convenable 
éd  Vangle.  Ce  mot  ou  ceux  d'écarlement ,  d'inclinaison, 
réveillent  une  idée  simple  et  précise  résultant  immédiate- 
ment de  rinspection  de  deux  droites  qui  se  coupent  ^  ils  fixent 
poor  notre  esprit  la  position  actuelle  de  ces  deux  lignes,  Tune 
par  rapport  à  Tautre.  Les  mots  espace  infini  compris  enire 
dmx  droites  ne  peuvent  rendre  cette  idée  qui  est  indépen- 
dante de  la  considération  insaisissable  de  Tinfini.  Si  Tauteur 
adopte  cette  définition  à  Texemple  de  beaucoup^  d'autres  ou- 
vrages ,  il  avertit  qae  c'est  faute  d'une  meilleure  ;  mais , 
ainsi  que  le  dit  Lacroix  dans  l'Essai  sur  l'enseignement,  est-il 
indispensable  de  définir  Tangle  ?  ne  suffit-il  pas  de  le  mon- 
trer? 

Le  premier  livre,  comparéàceluideLegendre,  oflred^berd 
comme  addition,  divers  théorèmes  sur  les  longueurs  relatives 
des  lignes  droiteset  brisées,  sur  les  bisseetricesdes  angles,  etc. , 
propositions  d'une  importance  reconnue.  Mais  la  princi- 
pale différence  ne  pouvait  manquer  d'avohr  rapport  à  la 
théorie  des  parallèles  qu'il  fallait  refaire  entièrement.  Cette 
théorie,  conmie  l'on  sait ,  est  le  désespoir  de  la  géométrie  élé- 
mentaire ;  de  quelque  manière  qu'on  Tait  retournée,  il  reste 
loajours  une  lacune  entre  les  propositions  qui  s'y  rattachent, 
et  celles  qu'une  logique  sévère  a  fondées  sur  les  premiers 
axiomes.  L'auteur  a  cru  devoir  franchir  l'intervalle',  en  fai- 
aant  intervenir  littéralement  sa  définition  de  Tangle ,  c'est-à- 
dire  qu'il  a  employé  la  considération  d'espaces  infinis  de. 
différentes  grandeurs.  Toutes  les  démonstrations  proposées 
josqu'ici  roulent  en  général  sur  ce  môme  fonds;  elles 
commencent,  je  crois,  à  être  peu  goûtées  aujourd'hui,  et 
l'infini  est  regardé  comme  d'autant  moins  abordable  à  la 
géométrie  élémenlairc ,  que  l'esprit  de  précision  de  notre 
époque  le  bannit  raémc  des  hautes  parties  de  la  science ,  où 
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son  înlerTentîon  fut  signalée  par  de  si  belles  découvertes.  Le 
mieux  n'est-il  pas  d'accepter  sans  détour  rimperfecttoii  delà 
théorie  des  parallèles,  et  de  la  baser  sur  quelque  demande  aosn 
facile  à  accorder,  qae  celles  qai  sont  rdatiyes  aux  noCioDs  de 
la  ligne  droite,  et  qui  soit  eUennéme  comme  une  suite  néces- 
saire de  ces  notions.  Au  reste  rien  n'empfidierail,  dans  l'on- 
Trage  qne  nous  analysons,  d'ériger  en  postolatum  b  première 
proposition  de  cette  théorie ,  ce  qui  reviendrait  à  paaaor  par- 
dessus une  démonstration  de  quelques  lignes,  sans  antres 
modifications. 

Tous  les  théorèmes  rdatifs  aux  triangles,  aux  parallélO' 
grammes ,  aux  trapèzes ,  aux  pcdygones  quetoooqaes  dont 
les  énoncés  appartiennent  au  premier  livre,  ont  été  réunis 
sans  interruption  à  la  fin  de  celui-ci.  L'ensemble  ne  peut  qatj 
gagner. 

Si  nous  comparons  encore  le  second  livre  à  oefaii  de  Le- 
gendre,  les  principales  différences  portent  d'abcvd  sur  les 
contacts  et  les  intersections  des  cercles,  qui  en  effet  avaient 
besoin  d'être  présentés  d'une  manière  plus  satisfaisante.  La 
mesure  des  angles  est  complétée  ;  le  cas  des  angles  iocom- 
mensurables,  est  traité  par  la  méthode  des  limites,  qui  se  pré- 
sentent ici  pour  la  première  fois,  et  sert  à  définir  nettement 
ce  qu'on  doit  entendre  par  le  rapport  de  quantités  incom- 
mensurables. Ce  livre  est  terminé  par  les  théorèmes  sur  les 
polygones  inscriptibles  et  circonscriptibles. 

Viennent  ensuite  les  problèmes  qui  se  rapportent  aux 
deux  premiers  livres ,  et  qui  offrent  un  ensemble  très-com- 
plet. 

Le  troisième  livre  commence  par  la  théorie  des  lignes 
proportionnelles  présentée  ainsi  indépendamment  des  théo- 
rèmes sur  la  mesure  des  surfaces  :  cette  séparation  se  com- 
mandait  d  elle-même.  De  là  découlent  toutes  les  propositions 
sur  la  similitude  dt^s  polygones ,  sur  la  proportionmdité  de^ 
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ligiies  homoIoguesJILe  Ihéorèmc  sur  les  bissectrices  d'au 
angle  d'aa  triangle  et  de  l'angle  supplémentaire ,  donne 
liea  à  la  division  harmonique  dont  il  serait  sans  doute  à  dé- 
sirer que  les  propriétés  les  plus  simples  fussent  du  domaine 
de  renseignement  élémentaire.  Le  théorème  sur  le  concours 
des  médianes  conduit  à  la  considération  si  importante  du 
e^ilre  des  moyennes  distances  de  trois  points. 

La  mesure  des  aûres;  des  polygones  et  les  théorèmes  qui 
s'y  rattadhent  forment  la  dernière  moitié  du  trdsièoie  livre. 
Outre  les  profiositions  données  dans  Legendre ,  on  y  trouve 
le  thécnrème  sur  la  somme  des  carrés  des  côtés  d'un  quadri-^ 
latëre,  l'expression  en  fonctions  des  côtés  de  l'aire  du  trian< 
gle  et  du  quadrilatère  inscrit. 

Parmi  les  problèmes  placés  à  la  fin  de  ce  livre ,  citons  le 
partage  d'un  trapèze  par  des  parallèles  à  la  base  en  parties 
proportionnelles  à  des  nombres  donnés;  la  construction  d'un 
quadrilatère  inscriptible  de  côtés  donnés  ;  quelques  problèmes^ 
sur  la  construction  d'un  cercle  tangent  à  des  droites  ou  à  des 
eerdes  donnés. 

Dans  le  quatrième  livre ,  relatif  aux  polygones  réguliers 
et  à  la  mesure  du  cercle ,  on  remarque  les  expressions  du 
côté  et  de  l'aire  en  fonction  du  rayon  pour  chacun  des  poly- 
gones inscrits  dont  la  construction  peut  s'exécuter  géométri- 
quement, et  un  ensemble  assez  complet  de  toutes  les  autres 
formules  auxquelles  peuvent  donner  lieu  les  polygones  ré- 
guliers. 

La  transition  des  polygones  aux  figures  terminées  par  des 
courbes  donne  lieu  à  une  observation  importante.  D'accord 
avec  l'esprit  actuel  de  l'enseignement ,  avec  la  marche  natu** 
relie  des  idées,  l'auteur  cflectue  cette  transition  simplement 
en  considérant  ces  dernières  figures  comme  les  limites  vers 
lesquelles  tendent  les  polygones  à  mesure  que  le  nombre  de 
leurs  côtés  augmente;  mais  pcut-ôtre  trouvcra-t-on  qu'il  a 


été  trop  Joiit  en  întro^imsatit  F  idée  de  limile  dans  les  ëéM- 
tioos  mêmes.  Ainai ,  en  se  cotiformanl  aux  déQnilians  pré-  V 
sentécs  jusqu'Ici  dans  tous  les  ouvrages  étémeataires»  Vaîre  y 
d'une  figure  CQr?ilî^De  ne  peut-elle  pas  être  conçue  comme 
uue  portion  limitée  de  plan  sans  que  cette  idée  exige  ucces- 
saîrement  celle  de  poly^nes  dont  ïes  côtés  devienneot  de 
plus  eo  plu»  nombreux  ?  Cette  observation  se  présente  de 
même  dans  le  sixième  livre  à  Tégard  des  corps  terminés  par 
des  surfaces  courbes.  Dans  tous  les  cas  Tesprit  isole  de  Fidéc 
de  forme ,  celle  d'espace  qui  en  est  essentieltemeut  distincte. 
Toutefois^  relativement  aux  longueurs  des  lignes,  aux  airei 
des  surfaces ,  on  ne  peut  s'empêcher  de  reconnaître  queFidée 
de  limites  se  présente  plus  nécessairement  pourîa  transitîoi 
des  lignes  droites  aux  lignes  courbes ,  des  surfaces  plana 
aux  surfHces  courbes  ;  aussi  l'expression  Be  longueur  ne 
lemble^t-elle  pas  offrir  le  même  sens  pour  des  lignes  mu 
superpogables ,  de  même  que  celle  de  superficie  puur  lei 
surfaces  qui  ne  peuvent  s'appliquer  eisactemen!  les  unes  sur 
los  autres. 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  obtenue 
par  la  niéihode  la  plus  simple.,  savoir,  la  méthode  desisopé- 
riraètres  ;  mais  des  formules  données  précédemment  sur  les 
polygones  réguliers ,  ou  déduit  de  même  immédiatement  les 
autres  méthodes  élémentaires. 

D  ns  un  appendice  au  quatrième  livre,  on  trouve  une 
démonstration  très-simple  de  ce  théorème,  que  le  cerdeest 
plus  grand  que  toute  autre  figure  plane  de  même  péri- 
mètre {*)  ;  il  contient  aussi  plusieurs  questions  d'exercices 
sur  les  [K>lygi>ne$  réguliers. 


f  >  C^^te  domonsuahon  ($t  fJLiraite  d'un  be«u  mcmoir^  de  M.  Steiner,  inséré 
«Uu$  If  Joure«l  do  lljii)HHa«lH)tti^;>  do  M.  Li<Hi>iUe,  tj^4i.  Oo  peul  en  voir  d'autres 
d'une  gr«ndcsimplicuo  qui  «VteRdoni  ocAteincni  au\  surfaces  sphériques,  dan* 
W  Xi>mt  t«  do5  Nouvcilf»  jtnn«!c$  df  ll.ithoin4Uqur>.  page  4»». 
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Le  doqoièiiie  livre  sar  les  plans  et  les  angles  polyèdres  « 
nous  parait  parfaileineQt  remplir  le  cadre  qu'il  embrasse.  Il 
forme  une  introduclion  aussi  complète  qu'on  peut  le  désirer 
pour  la  Géométrie  descriptive.  On  y  trouve  les  théorèmes 
.  sur  le  quadrilatère  gauche,  sur  la  plus  courte  distance  de 
deux  droites,  sur  les  angles  trièdres  supplémentahres  et  sur 
tous  les  cas  de  Tégalité  des  angles  trièdres. 

Dans  le  sixième  livre,  relatif  aux  polyèdres,  on  remarque 
le  tbécHrème  d'Euler  sur  le  nombre  des  côtés  des  faces  et  des 
sommets  d'un  polyèdre  quelconque,  ceux  qui  sont  relatifs  au 
nombre  des  faces  d'un  nombre  impair  de  côtés^  etc. ,  à  la 
somme  des  angles  plans.  L'égalité  de  volume  des  tétraèdres,  de 
môme  hauteur  et  de  bases  équivalentes  est  démontrée  en  consi- 
dérant ces  tétraèdres  comme  les  limites  des  prismes  intérieurs 
formées  sur  des  sections  parallèles  aux  bases.  On  pourrait 
regretter  de  ne  pas  trouver  aussi  la  belle  démonstration  de 
ce  théorème,  telle  qu'elle  est  dans  Legendre,  indépendam- 
ment de  la  considération  des  limites.  L'égalité  des  polyèdres 
de  faces  égales ,  démontrée  par  M.  Gauchy,  forme  un  des 
plus  beaux  théorèmes  de  la  géométrie;  son  absence  laisse 
dans  cet  ouvrage,  comme  dans  tous  ceux  qu'on  a  publiés 
jusqu'ici,  une  lacune  qu'il  serait  à  désirer  de  voir  combler. 

Plusieurs  problèmes  importants  sont  traités  à  la  fin  de 
ce  livre,  particulièrement  la  recherche  de  la  hauteur  d'un 
tétraèdre  de  côtés  donnés,  le  partage  d'un  tronc  de  pyra- 
mide en  parties  proportionnelles  à  des  nombres  donnés  par 
des  plans  parallèles  aux  bases,  l'expression  du  volume  du 
rhomboèdre,  du  dodécaèdre  rhomboïdal  en  fonction  du 
côté. 

Dans  le  septième  livre,  nous  remarquerons  les  théorèmes 
sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite  à  un  tétraèdre ,  à  un 
polyèdre  régulier  y  la  construction  des  cinq  polyèdres  ré- 
guliers. 
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Ua  appendice  à  ce  livre  traite  d^s  figures  s^mèlriqaes , 
par  rapporta  au  point,  à  ime  droite  ou  à  no  plan.  Il  contient 
aussi  diverses  questions  sur  la  sphère  et  les  polyèdres  f^- 
liersi  nous  iadiqueroDS  les  suivantes  ;  Trouver  le  rayon 
d'une  sphère  solide,  ooostructloud'an  quadrilatère  sphérique 
înscriptible  de  cOtès  donnés ,  lieu  des  sommets  des  triangles 
sphériques  de  même  base  et  de  même  surface^  expressioDâ 
des  rayons  de  la  sphère  iuserite  et  de  la  sphère  circonserite 
à  chacun  des  cinq  polyèdres  réguliers,  expressions  des  aires 
et  des  voïumes  de  chacun  de  ces  polyèdres  en  fonctioa  du 
rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

Relativement  au  hatiième  livre  nous  parlerons  seulement 
4e  l'appendice  qui  le  tennioe*  Entre  plusieurs  prohlèmes 
d'exercice  sur  les  corps  ronds,  ou  y  trouve  <^tte  proposition 
Importante,  que  parmi  tous  les  mTf^  de  même  surface,  la 
sptière  est  celui  du  plus  grand  volume.  La  dèmoastralîon  de 
cette  proposition  fiarait  pour  la  première  fois  dans  ua  traité 
de  géométrie. 

On  ne  peut  qu'applaudir  aux  efforts  du  jeune  aotenr 
pour  compléter  les  éléments  d'une  science  qu*il  expose  avec 
tant  de  clarté  et  de  rigueur  ;  il  aurait  été  à  désirer  que  Ton 
eût  joint  le  théorème  de  Cauchy  sur  les  polyèdres,  qui 
remplit  enGn  une  si  ancienne  lacune. 

La  table  des  matières  placée  en  tête  du  volume,  renferme 
les  énoncés  de  tous  les  théorèmes ,  de  tous  les  problèmes  ; 
ce  qui  facilite  non-seulement  les  recherches  mais  encore 
les  moyens  d'étude  ;  les  élèves  peuvent  repasser  à  vue,  et 
ce  tableau  synoptique  fait  voir  le  développement  de  Tarbre 
delà  science,  depuis  le  germe  initial  jusqu'aux  rameaux, 
les  plus  élevés  de  la  tige. 

En  résumé ,  malgré  quelques  moyens  de  démonstration 
que  nous  nous  sommes  permis  de  critiquer  ,  sauf  quelques 
dofimlions    onlachéos  do    puritanisme,  nous    croyons  que 
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l'oavrqfe  élémentaire  de  M.  Catalan,  déjà aYaniageusement 
ccmnu  par  des  travaux  plus  relevés ,  occupera  une  f^ce  ho- 
norable dans  la  littérature  géométrique. 

'    Thibault. 
Licencié  es  sciences,  professeur  de  mathématiques^ 


NOTE 

sur  Us  eandiHons  de  réalité  des  racines  de  l'équaHon  générale 
du  quatrième  degré.  ' 

PA&    M.    BX8BOTX8, 

professeur  è  Mâeon. 


Quand  on  cherche  les  conditions  de  réalité  des  racines  de 
l'équation  générale  du  4«  degré,  en  se  servant  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences ,  ou  du  théorème  de  M.  Sturm ,  on 
est  conduit  à  des  calculs  assez  longs.  Mais  nous  allons  faire 
voir  dans  cette  note  qu'on  peut ,  sans  recourir  à  ces  deux 
méthodes ,  déterminer  les  conditions  de  réalité  d'une  manière 
très-simple.  L'équation  générale  du  4*  degré  peut  toujours 
être  mise  sous  la  forme 

et  si  Ton  désigne  par  x^-^px-^-q  un  facteur  quelconque  du 
second  degré  du  premier  membre,  on  trouve  très-facilement 
pour  l'équation  qui  détermine  p , 

p^  +  ^p*  +  (Q*— iS)/!-—  R*  =  0. 
En  posant  z  =  />*,  on  a 

z3  _|_  2Q2>  +  (Q»  _  4S)  z  —  R^  =  0 , 

et  les  racines  de  l'équation  en  z  sont  les  carrés  des  s(»mmes 
des  racines  de  l  équation  proposée  prises  deux  à  deux. 
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I  dL  ,  d'abord ,  que  si  les  racines  dëTè^ualion 

réelles,  réquattoo  en  z  ^  toutes  ses  raciaes 
,  1 01  positives ,  et  par  conséquent  qu'elle  esl  complète  m 
n'a  que  des  variations.  Nous  allons  flaire  yolr  mamlenantque 
réciproquement,  si  les  couditions  de  réalité  des  racines  de 
rét|uatiau  cil  z  sont  remplies^  f^tqoe  cette  équation  ne  pré- 
liante  que  des  variations,  l'équation  proposée  aura  toutes  ses 
racines  rédles.  En  effet ,  lorsque  les  fxiuditions  précédentes 
sont  remplies,  toutes  les  raHnm  de  Téquâtion  en  s  sont  po- 
sitives ,  et  noua  allons  voir  que  cela  ne  peut  arriver  qu*au- 
tant  que  toutes  les  racioc^  de  rêquation  du  4""  degré  sont 
réelles. 

Si  les  racines  de  Téquatioa  du  4*  degré  ne  iont  pas  toutes 
réelles ,  il  (lourra  se  présenter  deux  cas  ;  ou  bien  les  quatre 
racines  seront  imaginaires ,  ou  bien  il  y  en  aura  deux  rédlai 
et  deusL  rinnginairt^. 

Si  Im  quatre  racines  sont  ima^inair^ ,  un  Toit  ^  en  se  rap- 
pelant  que  leur  s<»nme  esl  éfirale  à  léro.  qo'dîes  seront 

a  zh  /»  r  — 1  ,  —  a±b'  V^ —  I ,  et  que  par  suite  les  racines 
de  l  équation  en  r  seront  4/i\  —  6  -f  6' ;\  —  (b  —  by.  Il  y 
aura  donc  des  racines  négatives  dans  réquatioo  en  z ,  les 
quantités  ^  +  ^-\  ^*  —  ^  ^^  pou>*aul  être  nulles  en  même 
tem|^ ,  pui$qu\>n  en  concluerail  ^  =  0 ,  i=  0 ,  ce  qui  esl 
contre  Thypothèse  f. 

Si  deux  ractaes  sont  îmaârioaires  et  les  deux  autre  réelles; 
tHi  ajimlant  une  racine  réelle  à  une  racine  iinaeînaîre ,  on 
aurji  KHijours  une  quantité  imaeinaîre .  el  en  FêleTant  au 
carre.  i>n  aura  une  quantité  isua^t^airv  o<i  une  quantité  né- 
f^ti^ie.  Ce  derttîer  ci$  arrivant  >euk<aeni  lor^^foe  la  racine 
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réelle  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  partie  réelle  de  la 
racine  imaginaire  C). 

On  peut  donc  conclure  de  ce  qui  précède ,  que  c'est  seule- 
ment dans  le  cas  où  Féquation  du  k*  degré  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  que  l'équation  en  z  a  tontes  ses  radnes  réelles 
eipoêUims. 

Remarquons  que  nous  n'avons  pas  dû  ici,  comme  on  le 
fait  pour  l'équation  aux  carrés  des  différences,  nous  borner  à 
la  seule  condition  que  l'équation  en  z  n'eût  que  des  varia- 
tions. De  ce  que  l'équation  en  z  est  complète  et  n'a  que 
des  variations,  on  en  conclut  bien,  il  est  vrai,  que  cette 
équation  jp'a  pas  de  racine  négative  ;  mais  il  ne  résulte  pas 
de  là  ,  comme  dans  le  cas  de  Féquation  aux  carrés  des  diffé- 
rences ,  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  imaginaires  dans  l'équation 
proposée.  Ainsi ,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  tout  à  rhei]^e, 
il  est  évident  que  dans  le  cas  où  il  y  a  dans  la  proposée  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires ,  il  arrivera  généralement 
que  l'équation  en  z  aura  une  racine  positive  et  deux  racines 
imaginaires. 

La  condition  que  l'équation  en  z  n'ait  que  des  variations 
donne  immédiatement 

Q<0,    Q-4S>0. 
On  exprimera  ensuite  qae  l'équation  en  z  a  ses  racines  réelles, 
en  la  transformant  en  z'^4*Az'-f  BseO  et  appliquant  à 
cette  équation  la  condition  connue  4 A* -f- 27B*  <  0. 

B  et  A  sont,  comme  on  sait ,  les  résultats  de  la  snbstitu- 

2 
tion  de  —  ^  Q  dans  le  premier  membre  de  l'équation  en  z 

o 

et  dans  sa  dérivée.  En  faisant  ces  substitutions,  on  trouve 


O  La  somme  des  racines  étant  égaie  &  séro,  il  faut  pour  qu'âne  racine  réelle 
paisse  satisfaire  i  la  condition  précédente,  qu'il  y  ait  deux  racines  réelles 
égales  dans  Féquation  du  4*  degré. 
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i  (  !^  Q*  -H  4S)*-  27  (=^  Q»  +  g  QS  -  R-y>  0  ; 
et  en  développant , 

Cette  inégalité  et  1^  dcax  prccéclcntes  sont  aussi  celles  qoe 
Ui^raDge  a  déduites  du  câlcol  de  1  équation  ati^t  carm  des 
dilTéreJnees*  (Eés*  desèq.  tttiixi.^  p.  48^  ISOSJ 

Nok.  Noos  cTfiyons  utile  de  consi^tier  ici  les  foncliotis 
ihirmimnes  (*)  poar  Téquation  complète  da  quatrième  degré  j 
telles  qu'elles  ont  été  eatcalées  par  RL  Midjf  [Da  tliéomne 
de  M.  Slurm,  p.  27^  i83fi). 

i 

OU       x,=Mx+N;  ^  B— AAS]— car.      __ 

Lorsque  p  =  0^  on  a 

\=— 8^;      B  =  -fir;      C  =  — Idf;      D  =  48r; 

M  =  a[8^s— 9r^-.2^î];  N  =  ~64r(48y  +  ^; 
X,  =  â^.âr'  {8^5  —  9r*—  2^5)  (485+  q']  +  Sâ'.^r'  (4«5+^7  + 
-rï'.^S^^  — 9/-'— 2^^. 

D après  k  théorie  ootmoe.  A  doit  être  positif.  M  négatif,  et 
X«  positif.  Ainsi  q  <C0. 
Faisoos  -^q  =  q\  alors  on  aura 

^'<^s+$ri  oa  ^"<4i^^.  et  X,>0. 

CgsiiNwaJife  de  condition  ne  SL^t  pas  les  BiéBi^ 
qne  donne  l*éqnation  anx  carrés  des  cifierences.  Cette  di- 
versité n'est-elle  qn'affafenle  ^  Tni. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  40  (T.  I ,  p.  395). 
PAa  M.  oxoaoss  axTr. 


L'énoncé  de  ce  problème  qui  n*est  applicable  qu'aux 
courbes  du  deuxième  ordre  douées  d'an  centre  peut  être 
modîGé  et  généralisé  de  la  manière  snivante. 

Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  conique,  soit  menée 
une  droite  quelconque  parallèlement  à  la  tangente  qui  passe 
par  A  ;  ce  point ,  le  milieu  de  la  portion  de  la  parallèle 
interceptée  entre  les  côtés  AB  et  AG,  et  le  pôle  P  du  côté 
BG  sont  sur  une  même  droite. 

La  démonstration  de  ce  théorème  s'obtient  facilement  par 
l'analyse. 

Si  l'on  prend  pour  axes  coordonnés  les  côtés  AB ,  AG , 
l'équation  de  la  courbe  sera 

V 

On  déterminera  facilement  les  longueurs 

AB=-§.       AC=^£. 

et  Ton  aura  l'équation  du  troisième  côté,  BC , 

A      .  C        ■ 

]pr  +  E^+l  =  0.  (1) 

Pûor  obtenir  les  coordonnées  du  pôle  P  de  cette  droite,  on 
prendra  l'équation  générale  de  la  polaire 

(âA€+Ba4-D)^-f-(SGa-f-B6+E)x-fD6+Eots=0.    (2) 


fc 


El 


l)€+Ea 


d  €iù  roQ  tire 
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LOcilicîeDts  de§  variables,  ua  aura  les  relations 

2A6  +  Ba  +  D       D 

De+Ea       ^Â' 
gCa-f  Bg-f  E  _  C 


€       £ 


D'atlleu         quaiion  de  la  tangente  à  Forlgioe  A  ,  est 
=  0;        ou 


Y  E 

x  D 


:èlés  Afi  ^  AC,  la  droite  AP  et  ta  tan* 
n.y  II  im  fatsœau  1  innoeiqoe. 

AB  cl  AC»  Que  transver- 

Y^Ki       ;  a  lit  .^.jgeolc  aa  fioint  A  ,  cette 

tmii      .  jaie  sera  dÎTtsée  en  é&ax  parties  égales  par  ta  drmie 

re  le  théorème. 

^1  ]  on  cjicrcûe  les  coordonnées  du  pôle  F  du  c6&é  AB  » 

CD  trooTera 


6*  = 


2AE  —  BD  ' 
DE 


2AE  —  BD' 
Pareillement  les  coordooDées  do  pôle  P   da  côté  AG  soDt 

~       ^CD  — BE' 
F 


~~iCD  — BE' 
doù  Ton  conclut  les  equatioiis  des  droites  BF,  CP^, 
CDE  /-      .   E> 


BP. 


y   .  CDE  /x^^^_o 

CD^+âAF— BDEV     *    C/""     ' 
D        \r  — ^Ciy— BDE 
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H  les  coordonnées  de  leur  point  d'intersection 

D"E 


X  =  — 

Y  =  — 


2AE'+2CD*— BDE' 
DE' 


2AF-J-2CD'  — BDE' 
d'où  l'on  tire 

Y  _E 
X~D' 
Donc  les  droites  AP,  BF,  GP',  se  coupent  en  un  seul  et 
même  point  ;  ce  qui  vérifie  une  propriété  connue. 

Si  Ton  cherche  la  polaire  du  point  de  concours  de  ces 
Jroites,  on  trouve 

■  ^     +     ^     =1. 


\CD— be7     \ae— bd; 


Note.  La  même  proposition  peut  se  démontrer  par  la 
lynthèse.  Soit  I  l'intersection  de  BC  avec  la  tangente  en  A, 
)i  0  rtntersectioo  de  AP  et  de  BG;  I  est  le  pôle  de  AP; 
lonc  les  quatre  points  I,  G,  O,  B,  sont  placés  harmoni- 
joementsur  la  sécante  ICB  ;  les  quatre  droites  AB,  AO, 
I^G,  AI,  forment  donc  un  faisceau  harmonique ,  etc. 

Tm. 


VOLUMES  ENGENDRES. 

(Mêmes  figures  que  pour  les  surfaces).  —  Fin  (voir  p.  361). 

PAR  M.  BUBT, 

ancien  professeur  de  mathématiques  spéciales  à  l'École  de  Sorréze , 
•égent  de  mathématiques  spéciales  au  collège  de  Pamiers. 

1*>  Triangle. 
VolT  =  volGBEF  —  2  vol  ABF  =  orBF.CB—  |iSf.AF  = 

=7tBF'(cB— ?Af')=|cB.BF'; 

Aira.  DE  MATHtII.  III.  27 
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or  AB  =  R|/3,  BF=|r; 

donc  volT  =  |itR'\/3. 

^  Ccrré. 
yolGr=2v(dGAB=d(volGAEB  — ▼olÂBE)=: 
=  ?icAE(êÂ +BÊ +CA.BE— BE')=?icAE.CA(CA+BE)= 

=  ?trAE.?CA=iirCA'; 
3  2  2' 

or  CA=2R; 

donc  voie  =  4icR5. 

3°  Peniagone. 

VolP=2voIABCD=2volDCAG+2(volCBHG— YdABBl^ 
=  2volT+volT'). 

VoIT=icAG.CG";  volTssvpll^T^d/'; 

or  voir = ÎtcGH (CG  +  BH  +  CG.BH) ,  et  vol/'=  îwAH.BH' 

o  3 

Cela  posé,  AC=D=--^^10+2\/5;  AB=^k^ia— âl/s; 

AG=^=?|/lO-2t/5-i  CG=î-(5  +  \/5);  AH=5  = 
2         4  4  2 

4  2  ' 

donc     volT  =  7c^|/lO  — 2k'5.^(30H-10\/5)=  i 

4  10  j 

4-0  4  0 

o 
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Tol<  =î«?/5-ak5 1  &3O+10V/5)+^(«)-10V/5)  + 
3    2  (16  lo 

Volt'=ln5^10  +  2\/5 ,  ?^(30— 10\/5)  = 

a      4  16 

=|.|.^irR'|/80-32V/5=|.|«R»  ^/s-il/s. 
Par  suite ,  vol  1"=  |Urs  j  ♦x/s— a\/&-|/5— 2ï/5  j  = 

et  partant, 
volP=2(volT+volT)=jitR'y/5+2>/M^R»y/'5-2\/5=: 

=|itR»(^5+2V/5+y/5-2\/5^=^irRï  ^lO+aV/s. 

4°  Hexagone. 

VolH  =  2  vol  ABCD  =  2  (vol  ADCG — vol  ABG) = 

=  \  itAG(DÂ*+ œ*+  DA.CG  —  BG  )  = 


=  f  irAG 
3 


[dA*+  (CG +BG).(CG-  BG)  +  DA . CgI  = 


=|icAG.DA(DA-rfB+CG)=|irAG.2R(4R+BG)=6itR'.AG: 
<xt  AG  =  ~V/3,        donc  volH=:3^R»\/3. 

5*  Octogone. 

VolO  =  2  vol  ABCDE  =  2  (vol  ABDE  +  vol  BOtt)  = 
=  2(volT+voir). 

Vo1T=voM.FDE-.vo1ABF=ÎicAF0[£"+DF+AE.DF--BF*) 
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j  AE'+ (DF  +  BF)  (DF  -  BF)  +  AE .  DP  I  = 

«V  l  ffFG.DB(AE+ DB  +  DP)  =  |itàF.OGf  3CG  +|db)= 

zs-jiAF.CGtaGG+DB)- 
Voir  =  voIDCGF  —  volBFGC  = 

1^  iF'+  CGV  DF  .  CG — BF*— CG'—  BF .  CO)  = 

j  (DF  +  BF)  (DF- BF) + CG  (DF- BF)  j  = 


ss^icFG.Dfi{AE  +  ( 
3 


^«FG.DB.CG. 


6»tt,DB=Rï/â,    AF=f==2^; 

Voir=«.*(2-V/â).R\/à.R  =  ^(2V^— 2)  = 

par  soit»  »t4T+nilT=*=Rs\/i, 

<>!  IMirMnl  %x)lO  =  *eR»V7. 

\\4 1>  =  à  >v4  ABODEF  =  i  v^t4  ABEF  -(■  ^  BCDE  = 

V<4T  =  Mil  AGEF  —  TOI  ABG  = 
^  J  «AG  VÂfV  »iV  AP  GG  -  K*)  = 

=  l<tàG}ÂrV,EG*tG  K— 1G^AF.BgJ  = 


—  SOT  — 

=  |irAG.AF(AF+EB+EG)  =|itAG.A0(3A0+|EB\  = 

=  icAG(2A0+EB). 

rolT'=  inGK(ÊG'+DK*+EG.DK— BG'--CK'— BG.CK)  = 
3 

=1^K  j  (EG+BG)(BG-BG)+(DK-|-CK)(DK-CK)+EG.DK- 

-BG.GkI  =^kGK(âE.EB+AE.DG  f  EG.DK-BG.GK). 
CelaposétOna    OA  — R;  AE=SR; 
PB  =  5-/lO-2V/5'i    AG=^=^y/lO-2V/5i 

EY=|/R*-ÏG'=\/R'-i^(lO-2\/5)=jy^6+2\/5 
=^l+V/5)  ;  EB=2EY=|(l+K5);  DC=C=5(V/5-l)i 

AK:«r  =  y/^*  =  y/R«-^(6-2\/T  = 

=  jy/îÔ+âv/f;  GK=AK— AG  =  Ky/*®+*^^ 
— ^10-2  V^5)=jV/ 20-8 1/5=1^5-21/5  ; 
BG=  y/ÂB'-ÂG'=^y/l*^6k'5=j(?-l^); 

CK=R-g=j(5-\/5)i  EGs=EB+BG=J(5+\/5); 
DK  «=  C  +  CK = 5(3+1/6) . 

On  a  donc     vo1T=«.^'y/*®— 2\/5  j  2R+|(l+»/5)  1= 

==!|!  (5+V/5)  v/i^=^iv75  =  ^V20(H40|/5=. 

=:^y/5(m-iov/5: 


I 


2  3*16 
partant , 

vol  T+TOlT =i-  ^R^  I  y^SO  +  10I/5  +  %\/  35— I0I/5  j . 

Ed  élora&t  la  pareiittiése  au  carré  et  en  extrayant  la  racine 
carrée^  on  obtiefll  : 

fïaT+ voirai  ^R^y^  250-50  V^5= ^  «E^y^  f  0—2V^5^ 

et  par  sQite,     volD  — -«R" t/lO— âl^S » 

eipression  égale  à  la  surface  engendra  par  le  peatagooe, 
muIUpliéc  par  la  moitié  do  rajon  R  \  r^altat  remarquable. 

\okB  =  2  toIâBCDEFG  =  â  (^t)lT  +  voir+  volT"). 
VrfT  =  vol  ABFG  =  vol  AHFC  —  vol  ABH  = 


i 


=^TcAH  (ÂC*+HF  +  AG  .  HF  —  BH  )  = 
=  ^  icAH  [âG'+  (HF+BH)  (HF— BHM- AG  .HF 


h 


=  IsAH.  AG(AG  +  BF+HF)=?-AH  .  A0(3AO+?BF)  = 

=  «AH .  AO  ;iAO+ BF». 
VolT=  %t)lHFEK  —  vulHBCR  = 

=  \  «RHCÛr-f  kK*-r  HF.  KE  -  BH  —  CS'—  BH .  CK)  = 

=  -t1Ui!  HF+BH^vHF— BH -r.RE-fCK    KE  — Kc|4- 

-rHF    KE— KH.Ck|  = 
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=  ^ic][h{ag.bf+âg.ge+hf.ke~bh.gk{. 

VolT"=  volKEDL  -  vol KCDL  = 
UkL  (KË*  +  Dl' +  EK  .  DL  -  DL*  —  CK" — DL  .  CK)  = 

=  licKL  IkE(KE+DL)—  (DL  +  GK) Gk]  . 
Or,  on troave  facilement  OA=R£  =  GE  =  DLa:Ri 
AG=2R;    AH  =  0V=1r,    FB=:R\/3;    AB  =  C  = 


=  R^2-|/3;  BH=y/G'-AH'=^y/7-4|/3  = 
=5(2— 1/3)}  FH  =  FB  +  BH=R\/3+^(2— \/3)  = 
|(2+\/i)î  KE=?R;  CK=EK-EC=iR;   DY=ÎR; 

KL=GY=\/c*-j=|(2-V/3),  HK=AL-AH- 

KL=|-i  R  (2-1/3)  =  \  R  (V/3-1) . 
Donc  TOlT= ,r  3*(2R+R\/3)  =  i  «R'  (2+\/2)  j 

«  2 

VolT=gir.|  (1/3-1) {2RV3+2R'+|  R*(2+\/2)- 

_^'(2-Ç/2)j  =  i.lirRKl/3-0  (12  +  12\/s)  = 

=  i,rR3(l/â_l)  (\/8+l)  =kR». 

V0ir'=i..f(2-»/2)i!R(|R+fi)-iR(!R+R)j  = 

=5  •  §"^'  (2-K2)  .12  =  l,rR»  (2-V/2). 

Partant ,    volT+  volT'+  to1T"=  ^itR».  6  =  3itR», 

et  par  suite ,  vd  D  =  67rR3, 

résultat  d'une  simplicité  remarquable. 


Nous  allons  maiolenaiit  vérifier  ecs  résultats  par  la  mé- 
tbûde  de  Guldin.  D'abord  ou  tnmvâ  Cacikmeot  pour  etpre^ 
^ions  des  surfaces  des  puljgones  régollers  en  fbactiDa  de  R  i 

surfT  =  ?R^l/â^  surfC  =  âR'; 

4 

aarfP=^  R'  \/l0+2j^5;  sDrfH=  |r'  ï/â; 

sorf  O  =  2R'l/2  ;  surfDC'C  =  ^  R*y/  5—2^5  : 
SDrfDorf=3R*. 
On  a  doDC  ,  en  sppliqaaDt  la  rormale  to1Po/=S.  2itR  i 

voIT=|r'1/3  .  2irR=|sR»\/3;TOlC=2R'.2»R=«KR'; 

TolP  =  I  R*  y^  i(M.2\/5 . 2)rR  =  j7rR»^10+2V/ï 

volH  =  ^R'\/3 .  aHl  =  3»B'ï/3; 
¥0l0  =  2R*Ki ,  2îrR  =  IttR^Ks  ; 
TOlD  =  ^R-y^  10421/5  .  SïtR  ^I^R^y/iO— 21/5  , 
vol  Doûf  =  3R'  .  27rR  =  67^R*  ; 

résultats  identiques  avec  ceux  que  nous  venons  de  trouva 
par  la  géométrie. 

On  pourrait  encore ,  en  suivant  Tune  des  deux  marches 
que  nous  venons  d'employer ,  trouver  les  expressioiis  des 
mêmes  volumes ,  soit  en  fonction  du  côté  c ,  soit  en  foDclioo 
de  Tapothéme  r. 

Par  exemple ,  en  fonction  du  côté ,  on  trouverait  : 

\o\T  =  ^izc';    volC  =  TTcVâ;    volP  =  \  ir45+3\/5)  ; 

volH  =  3':c»|/3;  volO  =  2rc'y/ 20+14^/5; 
vol Dc'c  =  ^r,c'\/b(H-22\/^  '  yoWod  =  3rc  (aK^sKâ) . 
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RÉPONSE  AUX  NOTES  DES  PAGES  148,  149. 


PAR  M.  FXlffOXL , 

doctear  es  sciences,  professeur  à  l'École  d'artillerie  et  au  collège  de  Strasbourg, 


l*L'équatioD  du  second  degré  à  deux  variables  peut  être  re- 
présentée d'une  inûuité  de  manières  par  pq-^-a^  =^  0 ,  qui 
renferme  six  constantes,  p^  y,  a  sont  de  la  forme  A^-f-Bj:  +C, 
on^  +  ^-^  +  ^î  ^ans  ce  dernier  cas ,  à"  serait  multiplié  par 
une  constante.  Admettons  cela:  notre  équation  devient 

(^+A:a:+/)  Cr  +  A:'^  +  /')+X(r  +  ^"j^  +  /'T  =  0.  (1) 

Je  ne  reprendrai  pas  les  raisonnements  de  M.  Plûcker  ;  il 
faudrait  entrer  dans  des  détails  qu'on  peut  éviter.  Je  me  rap- 
procherai des  méthodes  enseignées  dans  nés  écoles.  Soit 
donnée  une  courbe  du  second  degré;  j'y  prends  deux  tan- 
gentes et  la  sécante  de  contact  :  soient  ^  -h  A:j:  +  /  =  0 , 
y  +  kjc''hl'  =  0  les  tangentes  ;  y  +  k^"  +  /  =  0  la  sécante. 
L'équation  représente  une  infinité  de  lignes  du  second  degré, 
ayant  les  deux  premières  droites  pour  tangentes,  la  dernière 
pour  sécante  de  contact.  Il  y  a  plus  :  Téquation  (1)  les  repré- 
sente toutes ,  car  elle  renferme  sous  ce  rapport  une  arbi- 
traire X,  et  c'est  tout  ce  qu'elle  peut  renfermer  d'arbitraire. 
Donc  (1)  représente  aussi  notre  courbe. 

Voici  une  seconde  démonstration  moins  simple  :  soit 

y  +  mx*  +  2kj:  =  0  ,  (2) 

l'équation  de  la  courtie  rapportée  au  diamètre  mené  par  le 
point  de  concours  des  tangentes,  et  à  la  tangente  au  sommet 
de  ce  diamètre.  Les  équations  des  tangentes  seront  de  la 
forme 


I 

i 


La  lécaiile  de  coDlaet  x  —  jc^  ^^^  0. 

Je  dis  que  réquation  (2)  peut  »g  Iransformer  eu 

ou 

yy  —  [ffijry +Â{^+ jrl]'  H-  \  (^ — xT  ^  0 , 
ou 

^'+x'  — i^^^^ L^$x ^ ^ -h'  ?r— =^' 

y  y  y^ 

Annulous  d'abord  le  dernier  terme ,  en  pretiant  X  =  A*.  Le 
eoefficient  de  x*  deyieot 

,^  =  m ,    ni  que    y  -f  mx''  +  Eitx'^O. 

Cdut  dD  2x,  se  IraosTomie  en 

f ait^ — no-"} 

*  * -Tj — —  =  *,    p«r  la  même  raison.  Bouc,  clc. 

Rieo  n*empéche  de  généraliser  ce  résultat  par  uoe  trans- 
formatioQ  de  coordonnées ,  ce  qui  d'ailleurs  est  inutile. 

â*  Prenlox  sur  une  ligne  du  second  degré  quatre  points  :  parées 
quatre  points  vous  pourrez  faire  passer  une  infinité  de  ces 
lignes,  dont  l  équation  aura  une  seule  constante  arbitraire; 
soient /»=0,  ^=0,  deux  cùtés  opposés  du  quadrilatère  déter- 
miné par  ces  points  :  r=z  0 .  jr = o  les  deux  autres.  L'éqoation 

f^  =  "^^ 
reprvscnte  unel^nedu  secv^  dosnv  quelconque  menée  par  ces 
quatre  p^^int^  En  e(kH,  elle  t^t  satisfaite  par  les  quatre  points 
d(>ntleprNnkTesl(f=:0.rr=:0\ksea»iÉ'j»=:0,«srO)^elc.; 
et  file  r>»ferae  nne  art»traîrr  à.  Dose  elle  npiifjLiila  ans 
mHn^  ei>iirlte  AMmaent  praKt  rr=o  |^iar  axe  ém  x;  s=0 
pour  avo  des ,«  «  <oiettt .:  .  :    k$  ah$ràsie$  des  points  situés 
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sur  le  premier  axe  ;  y\y*  les  ordonnées  des  deux  aotres^ 
les  équations  de  nos  quatre  droites  seront 

r=0      ou     ^  =  0 
5  =  0  j:  =  0 


î-o         ^+^-'=<'- 


Donc 


/7-^=(f;  +  p-i)(^+|,-i)->-:r-o, 


ou 


Or,  l'équation  d'une  œnique ,  menée  par  ces  quatre  points , 
est 

En  faut-il  davantage  pour  convaincre  ? 

NoU»  Oui ,  il  faut  davantage.  La  méthode  dont  M.  Plucker, 
àTinstar  de  MM.  Bobillicr,  Lamé  etc.,  fait  usage,  consiste  à 
identifier  une  équation  donnée  avec  une  équation  de  même 
degré,  mais  d'une  autre  forme,  à Taide  d'un  certain  nombre 
de  constantes  arbitraires  ;  pourvu  qu'on  ait  autant  d^équations 
que  de  constantes  arbitraires,  cette  identification  est  possible, 
aruUytiqaement  parlant.  Mais  la  possibilité  géométrique 
exige  que  Ton  prouve  que  ces  constantes  ne  deviennent  ja- 
mais ni  infinies,  ni  imaginaires  ;  et  ici  il  s'agit  d'une  applica- 
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lion  à  une  portion  déterminée  de  Tespace ,  à  k  géométrie; 
c'est  donc  ce  dernier  genre  de  possibilité  qu'il  faut  établir. 
Dès  lors ,  on  est  entraîné  dans  une  discussion  assez  épineuse 
qui  fait  disparaître  TaTantage  de  la  simplicité.  On  devra  aussi 
dire  pourquoi  le  même  genre  de  raisonnement  cesse  d'être 
applicable  quand  il  s'agit  de  lignes  supérieures  au  second 
degré  ;  à  quoi  cela  tient-il?  d'ailleurs,  la  méthode  est  si  ra- 
pide, si  féconde,  qu'il  ne  faut  rien  négliger  pour  la  mettre  à 
l'abri  de  toute  objection.  Tm. 


gpLUTION  DE  LA  QUESTION  85  (p.  256). 

PAR  M.  ÉMUE  GOUVT, 

bachelier  es  sciences  malhématiquei. 


Problème.  —  Quel  est  le  nombre  des  permutatioDS  de  n 
lettres  a,  6,  c,  d,..  où  une  lettre  au  moins  est  à  sa  place? 

Solution.  Nous  rappellerons  d'abord  que  dans  ie  triangle 
arithmétique  de  Pascal,  la  somme  des  p  premiers  nombres 
flgurés  de  l'ordre  «,  qui  forment  la  (/i  +  i)^'»«  ligne  da 
triangle,  est  égale  au  p^^^  nombre  Gguré.de  la  ligne  sui- 
vante, c'est-à-dire  de  Tordre  n-{--i^  ce  qui  donne  pour 
celte  somme  l'expression 

1.2.3...  (71  + 1) 

(  Voir  pour  la  démonstration,  algèbre  de  Mayer  et  Cho- 
quet ,  2"  édition ,  p.  342  et  suivante).  Cela  posé,  revenons  au 
problème.  Représentons  par  P(n)  le  nombre  des  permutations 
de  n  lettres.  D'abord  le  nombre  de  permutations  où  l'une 
des  lettres,  la  première,  je  suppose,  est  à  son  rang,  égale 
videmment  le  nombre  de  permutations  que  l'on  peut  faire 
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avec  les  n — 1  autres,  c'est-à-dire  =P(«-i)î  le  nombre  de 
permutations  où  la  seconde,  b^  esta  son  rang  égale  aussi 
Vt^i ,  diminué  du  nombre  de  permutations  où  b  était  à 
son  rang  dans  le  nombre  Pn-i  obtenu  en  premier  lieu.  Or 
oe  nombre  est  évidemment  Pft-.2 ,  c'est-à-dire  le  nombre  de 
permutations  que  Ton  peut  faire  avec  les  n — 2  autres  let- 
tres obtenues  en  négligeant  a  et  b.  On  a  donc  en  définitjve 
V{^i^i) — P(fi-2).  Maintenant  le  nombre  de  permutations  où  c 
est  à  son  rang  =  P»-!,  diminué  du  nombre  de  permutations 
où  déjà  cette  lettre  était  à  son  rang  dans  les  deux  nombres 
déjà  obtenus  pour  b  et  a.  Or  ce  nombre  est  facile  à  obtenir, 
car  il  suffit  de  diminuer  les  indices  de  1  dans  les  nombres 
précédents,  c'est-à-dire  que  ce  nombre  est  [P(»— 2)]  + 
[P(n-2)  —  P(n— 3)]«  En  effet,  les  permutations  où  ^  et  c  sont 
à  leurs  rangs  respectifs  =  Pn-29  et  les  permutations  où  b 
et  c  sont  à  leurs  rangs  respectifs  =:P(n^2) ,  diminué  du  nom- 
bre de  permutations  où  ils  étaient  déjà  à  leurs  rangs  dans  le 
nombre  précédent  P(»-2)  obtenu  pour  aeXc^  c'est-à-dire, 
en  d'autres  termes,  diminué  du  nombre  de  permutations  où 
les  trois  lettres  a,A,c  sont  à  leurs  rangs,  nombre  évidemment 
=  P(ii.-3).  Ainsi  les  permutations  où  ^  et  c  sont  à  leurs  rangs 
=  P(«^2)  —  P(t>-3) ,  donc  enfin  : 

P(l»-i)— [P(f^-2)-hP(fl-2)— P(n-3)]=P(fl-l)— 2P(«-2)+Pcfi-3), 

est  ce  nombre  de  permutations  où  c  est  à  son  rang.  Et  en 
général  pour  avoir  le  nombre  de  permutations  où  une  lettre 
est  à  son  rang ,  quand  on  a  celui  pu  chacune  des  lettres 
précédentes  est  à  son  rang ,  il  suffit  de  retrancher  de  P(i»-i), 
la  somme  des  nombres  de  permutations  obtenues  pour  toutes 
les  lettres  précédentes,  mais  prises  avec  une  lettre  de  moins, 
c'est-A-^rc  en  ayant  soin  de  diminuer  de  1  chaque  indice,* 
et  en  effet  le  nombre  de  permutations  où  une  lettre  quel- 
conque A:  est  à  son  rang  =  Pcn-o  diminué  de  la  somme 


des  nombres  de  periuti tu  lions  où  déjà  die  était  à  soo  raii| 
som  CdOutes  Les  permutations  obtenues  pour  les  lettres  pré- 
cédentes. Or  supprimez  cette  lettre  k  dans  toutes  les  per* 
mutations  précédentes  où  e]]e  est  à  son  rang ,  il  uous  res- 
tera pour  le  nombre  de  penDOtations  où  elle  est  à  sou  rang^ 
le  nombre  de  permutations  déjà  écrites,  mais  faites  av^c 
uoe  lettre  de  moins ,  c'est-à-dire,  que  les  iudiees  seront  di- 
minués do  1*  On  a  donc  aiusî  les  nombre  suiraots  t 

Nombre  da  perrauUliDDS  tikdei 

où  û&i  à  mn  rang  z  lettifi. 

^  =  P^_._P„,a S 

C  r^  P,^i—  2P|^3  +  P,_3.. . ,  •  I 

d=¥^,^  3P^_,+  3Pn-3— P.»_|,...,  I 

«  =  P»,i-4P»^î+  6P„_,-4P„_4+P,i-s.-.  5 

/=  P»_i--5P,»^a+iaPii^3— 10P*,^+5Ps-s— P,»-é,..  6 


P»-i  —  [fi— 2}  P«-a  -\ -^ Pn^  — 


{/i— 2)(n-3)(/i— 4) 


1/2.3 

/=P— i-(n-l)P«-,+ 


1,2 


Pn-4+..   ±P.        «-1 


(/x-l)(n— 2) 


1.2 


P— 3- 


(71  — l)(/i  — 2)(n— 3) 
1.2.3 


P««4+...    =pPo... 


La  somme  S  de  tous  ces  nombres  de  pamutaUoDs,  sera 
le  nombre  cbercbé.  Go  a  le  double  signe  dz.  -|-  ^t  pour  n 
impair,  et  —  pour  n  pair.  On  voit  que  les  coefficients  de 
P«.i  y  P».s...  dans  la  ligne  générale  ,  celle  pour  la  n^^  let- 
Une ,  sont  ceux  du  binème  :  Texposant  étant  (n  —  1). 

Enfin  on  se  rappellera  que  P«=t  (roir  les  cours  d'algâ>re). 

Cakotons  maintenant  la  somme  S.  Or  on  renuorqae  que 
dans  celte  somme  les  ooeffici^ls  de  P».t,  P^-s...  ne  sont 
autre  chose  que  la  somme  des  nombres  figurés  des  divers 


ordres,  formant  k  triangle  de  Pascal,  somme  dont  nous 
avons  donné  l'expression  au  commencement  de  cet  article. 
Remarquons  d'abord  que  n  =  l+l+l+t . ..  =  la  somme 
de  n  unités,  c'est  donc  la  somme  de  la  première  ligne  hori- 
zontale du  triangle  de  Pascal,  continuée  jusqu'à  ce  qu'elle 
renferme  n  termes,  et  c'est  le  coefficient  de  f^^i  dans  la 
somme  S.  Les  coefficients  suivants  sont  successivement  la 
somme  de  la  2™«,  3™«,  4™  ,...  n^^  ligne  horizontale  du 
triangle  de  Pascal,  par  conséquent  le  nombre  des  termes  de 
chaque  coefficient  va  toujours  en  diminuant  de  1 ,  et  enfin 
la  n^^  ligne  du  triangle  étant  1 ,  le  dernier  terme  P,  de  S 
a  en  effet  le  coefficient  1  ;  on  a  donc  dans  cette  somme  S  : 

Coef.  de  ou  somme  de  la  ligne  horiz.  nombre  de» 

du  triangle  de  Pascal  termes. 

P«_i  1"        =«...  n 

P-»  ^       = — UJTS — ••      "-♦ 


„  .a  4.5.6...  n 

'•  '"-"~      =1.ii.»...(;^3)-  * 

^  ^  2.3.4...  n 

p  (n 1)^»      = 2 

^        ^  i.2...[n—i) 

1.2.3...  71 


Donc  la  formule  cherchée  est 


I 


I 


formiili'  qu*oû  peut  écrire  sous  une  Toruïe  difiereiile  en  ^^ 
marquant  que 

«p^^i=PH ,  iî(ii— l)P,i^=P»  ,n(n-i)(n—2)Vn-i^^m,ttiz. 


P 
Alars  eD  écrivant  P^  ^  t  sous  la  rorme  ^ ,  on  peut  mettre 


Pu  en  facteur  commun  >  et  écrire 
t      .       I 


..(. 


1 


Pu/ 


1.2   '  i.2.a      i.â.â.4 

Or  P»  —  I.2.3.4.,.  B,  donc 

€t  fl  est  bon  de  remarquer  que  dans  les  applications  numé- 
rîqucsi  de  cette  formule ,  pour  former  le  preiDier  terme , 
1/2Jli../î,  on  devra  le  cûmmeucer  àreimurs,  €*est-à-direile 
la  sorte  :  n.  {n —  1)  {n —  2)...  3.2.1 ,  parce  que  les  produits 
partiels  /i,  (n — i)n^  (/i — 2)  (/i  —  i)n..,  sont  précisément 
les  autres  termes  de  la  formule. 

II.  Au  moyen  de  la  formule  précédente  on  pourra  trouTer 
le  nombre  de  permutations  où  aucune  lettre  n'est  à  sa  place. 
Car  ce  nombre  est  évidemment  P»  —  S  =  S' ,  et 

S'=(3.4...n}  — ,4.5...n:  -f  ,56... /i;...±:/i=pl. 

III.  CiHume  application  numérique,  nous  résoudrons  le 
probUnno  suivant  de  probibililé,  résolu  pour  la  première 
fois  par  î^liMitmort  ;"  ,  et  pn>pk^  dans  la  Correspondance 
mathématique  do  Quételet,  t.  111.  p.  315.  On  a  13  cartes 
dont  aucune  n*e$t  répétée ,  on  ks  bat<,  puis  oo  les  tire  succès- 


nsm9i  q«'an 
Ta. 
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ivementen  nommant  suivant  Tordre  des  cartes  :  as.  S,3,4,.. 
usqu'au  roi  qui  est  la  dernière ,  et  on  parie  qu'il  arrivera 
lU  moins  une  fois  qu'une  carte  sera  à  son  rang,  quel  doit 
^e  le  rapport  des  paris  ? 

n  faut  faire  n  =  13 ,  S  est  le  nombre  dé  cas  favorables, 
i'  le  nombre  de  cas  défavorables ,  or  ici  : 

Pn  =  t  .2.3...  13  =  6227020800 , 

et  on  trouve  pour 

S  =  7318002277  -  3381774409  =  3936227868. 

C'est  là  le  nombre  de  chances  favorables  •  le  nombre  de 
chances  défavorables  est  donc 

6227020800— -3936227868  r=r  2290792932. 

Il  faut  donc  parier  393....  contre  229.,..  ou  (en  divisant 
par  36),  109339663  contre  63633137,  qu'il  arrivera  au  moins 
une  fois,  qu'en  tirant  une  carte ,  on  la  nommera;  les  deux 
derniers  nombres ,  sont  premiers  entre  eux ,  mais  étant  fort 
grands  on  se  fait  difficilement  idée  du  rapport  des  paris.  Mais 
si  le  second  nombre  se  terminait  par  un  8  au  lieu  d'un  7, 
il  serait  divisible  par  6  ;  le  quotient  sera  10605523,  et  di- 
visant 109339663  par  ce  quotient,  on  trouve  10  et  envi- 
ron -.  On  peut  donc  dire  qu'il  faut  parier  un  peu  moins  de 

o 

11  contre  6. 

Enfin,  pour  terminer,  disons  que  si  on  fait  successivement 
dans  S  et  S', 

i»  =  l,    2,    3,    4,    5,    6,    7,    8,    9,    10,   11,    12,    13, 

on  aura 

S=  1,  1,  4,  15  76  455  3186  25487  229384  2293839 

25232230  302786759  3936227868, 
S'  =  0,  1,  2,  9,  44  265  1854  14833  133496  1334961 

14684570  176214841  2290792937. 

H    AWI.Dl  M\THÉM.  IlL  ^ 


I 


(10 

Dérdappemenf  sur  là  partie  élénieotaiîf 
dt»  niatbématiquGâ  par  Bertrand  de  Genèire,  t  I  ^  p.  410,  ta 
■ololton  du  problème  de  Mon  (mort,  mais  non  par  la  torimile 
générale  que  nous  a?ODS  donnée  ici.  Yoîr  aussi  jinnak^  di 
Gergonnê^  L  XII,  p.  120.  «^3 

Noie*  Le  problème  du  jeu  de  rencoutro  a  été  résolu  par 
Euler  (Mémoire» de  TAcadémie  de  Beriiui  1751)^  Laplace  s'en 
est  aus^i  occupé  (Calcul  des  probabilités,  p.  ât7),  §a  marclie 
est  analogue  à  ceUe  que  M.  Coupy  a  suivie.  Enfin  M.  Cata- 
lan a  généralisé  renoncé^  on  trou?ela  solulion  au  journal  de 
M.  iJoutille,  tome  IJ,  p,  475.  On  Toit  queceprobléctieiiièoe 
à  une  série  ,  développement  de  é"  ;  Bamel  Bernoallî  esi 

le  premier  qui  ait  indiqué  l'éqtmlion  limite  (  I  — —  1^  =e"", 

(Mémûtre»  dd  P. ,  t  XIV,  p.  e,  1769]^  M.  Caudij  eu  a 
donné  une  démonstratiou  rigoureuse^  et  en  a  fait  la  basa 
du  calcul  diUérGiitieK  métbûde  aussi  ingénteuse  que  peu 
naturelle  (Moigno,  t  K  p.  $).  Tin. 


NOTE 
sur  réquiUiam  aux  carrés  des  àiférences. 

rTrcMiTer  la  reUlion  entre  les  coeficiestsd  uneéquation, 
pour  qn ette  soil  lèquatkA  aux  carrés  des  âiOèrroces  d'une 
é^oalkn  Aoi  3^  degré  de  la  foraie  jr'  -h  f  x  +  r  =  0. 

D^fTYS  la  Nianonns — ^---- — ,  on  toiI  «m  «=3; 

l^ifiation cbtrcbèift émm  «i)-*dem,  esadelafonne 
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Or  lecalciil  donne  pour  équation  aux  carrés  des  différeoGes 
de  X*  +  ^  j:  +  r'  =  0, 

et  Ton  voit  en  identifiant  qae 

P 
Cette  condition  G  »  -r-  est  nécessaire  et  suffisante.  En  effet  » 
4 

F 
jpnr  retrouver  Téquation  primitive ,  on  prendra  ^  =  — , 

fi 

et  on  pourra  choisir  r,  de  façon  qu'on  ait  4^^  +  27r'  =  H  ; 
r  pourra  être  imaginaire. 

Cette  condition  ne  peut  pas  s'énoncer  ainsi  :  «  la  somme 
des  trois  premiers  cocScients  est  un  carré  »  -,  mais  bien  : 
«  les  trois  premiers  termes  doivent  être  les  trois  termes  du 
carré  d'un  binôme,  en  supposant  le  coefficient  du  premier 
t^me  égal  à  1  »  ;  et  encore  mieux  ^  «  le  carré  de  la  moitié 
du  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  au  produit  des 
coefficients  du  premier  et  du  troisième  terme.  » 

^  Nous  allons  exposer  une  deuxième  méthode  qui ,  ne 
nécessitant  pas  l'équation  aux  carrés  des  diffi^nces,  s'ap- 
plique à  toute  équation  du  troisième  degré,  et  indique  la 
méthode  à  suivre  pour  tin  d^ré  supérieur  au  troiâtème. 

a 
Soient  b  les  racines  de  Féquation  -,  celles  de 
c 

^»  +  FC  +  Gç  +  H  =  0, 

(a  —  bT  a^b 

sont  {b  —  c)*  ;  et  l'on  voit  que  les  trois  quantités  b  —  c  sont 

\a  —  c)'  a^c 

teUei ,  que  la  somme  des  deux  preik^ières  donne  la  troisième  ; 

/>• 

donc,  les  trois  racines  sont      q""       et  l'on  a 


i.  Uesi  nécessaire ,  pour  com prendre  le  langage  d'Apol- 
tooias  ^  d'expliquer  certaines  dénomioalioas  êo  usage  chez  les 
ancteos. 

yéppUquer  un  r^ian^le  à  «wf  <Jroi<f ,  c'esl  partager  eette 
droite  en  deux  se^rments,  tels  que  le  rectangle  coasirutt  sur 
ces  segiuenls ,  soit  égal  au  rectangle  donné, 

Nciu$  disons  ègûi  au  rtctangle^  car  les  anciens  ne  se  ser- 
vaient pas  du  root  équiralmi  introduite  |e  crais,  par  L^endre- 

Le  mot  appUqufr  ;:ï^i^Sï}^  ,  Tient  de  ce  que  le  rec* 
tAfifk  tjUiit  joint .  applique  à  la  ânMle  donnée  ;  soit  ÂB  cette 
droile  BC  le  prolwjrNDefit  ée  âB;  M  BGBE  te  reclingle 
donné ,  il  s'i^t  de  partifer  AE  en  deox  sef raenfô ,  tels  que 
le  recunf  le  fomtruil  tTt?c  ces  s^^frmexiLt ,  sotl  égal  au  rec- 
tiBf  le  BCDE    m  voit  qi»e  BCDE  est  joànt  à  k  droile  ABf 
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^me  draiêe  ordofmie  â  mi  diamètre  ;  c'est  une  droite  parallèle 
an  diamètre  oonjugDé. 

Figure  d'un  diamêire^  (G)86a  xou  {(«(ttxpou):  c'est  le  rec- 
tangle constrait  sur  ce  diamètre  et  son  paramètre. 

On  voit  que  la  figure  d'un  diamètre^  est  équivalente  au 
carré  du  diamètre  conjugué. 

Les  théorèmes  sur  les  foyers  sont  dans  le  lifre  III  ;  n6us 
en  extrayons  les  propositions  relatives  à  notre  objet. 

Proposition  XLII. 

Si  dans  Fhyperbole ,  ou  dans  l'ellipse,  ou  dans  la  circon- 
férence du  cercle,  ou  dans  les  sections  opposées^  on  mène 
par  les  extrémités  d*nn  diamètre  deux  droites  ordonnées  à  ce 
diamètre  i  et  encore  une  autre  droite  tangente  ;  ccUe-ci  re* 
tranche  des  deux  premières,  des  longueurs  renfermant  un 
rectangle  égal  au  quart  de  la  figure  faite  sur  le  diamètre  $  en 
d'autres  termes ,  dans  le  trapèze  formé  par  un  diamètre ,  les 
deux  tangentes  parallèles  menées  par  ses  extrémités,  et  une 
troisième  tangente  quelconque,  le  produit  des  deux  base»  est 
>  équivalent  au  carré  du  demi-diamètre  conjugué.  Lorsque  la 
troisième  tangente  est  parallèle  au  diamètre ,  le  trapèze  se 
change  en  parallélogramme ,  et  la  proposition  devient  in- 
tuitive. Celte  observation  est  d'Apollonius.  Par  section  op- 
posée,  on  entend  les  deux  branches  opposées  de  l'hyperboV, 
qu'Apollonius  considère  toujours  à  part. 

Propositiow  XLV. 

Si  dans  l'hyperbole ,  ou  dans  l'ellipse,  ou  dans  la  circon- 
férence du  cercle,  ou  dans  la  section  opposée,  on  mène  des 
perpendiculaires  aux  extrémités  de  l'axe ,  et  qu'on  applique 
k  l'axe  de  part  et  d'antre  un  rectangle  égal  au  quart  de  la 
figure  j  qu'on  mène  une  droite  touchant  la  section  et  coupant 
ks  perpendiculaires,  les  droites  menées  par  les  points  d'in- 


I 
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f er»^tkiiiâ ,  ans  points  faite  pm"  cfpplicsUion ,  formenl  ém 
ûtiglesiifrotts,  CD  CCS  points. 

Otisorvatioa  :  le  quart  de  ta  figura  sur  Taxe  transTerse, 
c'est  le  carré  du  demi-^se  conjugué  ;  si  on  applique  à  l'axe 
transvcrse  un  rectangle  éqntTatent  au  oirré  du  demi-axe 
conjugué  t  c'est-à-dire  si  on  divise  cet  axe  en  deum  segments 
addilifi  pour  rellipse ,  soustractifs  pour  Flijperbole ,  dont  le 
produit  mA\  égatau  carré  du  demi-axe  conjugué^  onoblieDl 
sur  cet  axe  et  pour  chaque  extrémité,  un  point  fait  par  appli- 
eatiùm  ce  sont  là  les  foyers,  mots  qu'Apollonius  do  connaît 
pas.  Ils  désigueiit  toujours  ces  points  par  cette  phrase^  poinfs 
fmhpar  appHcatiùn  (-cà  pt  t^îj  Trapa^o).^*  y^^^"**^*  gT)ji^t«),  — 
Atost ,  la  proposition  XLT  peut  se  traduire  ainsi  en  langage 
moderne  r  toute  tangente  iQterœptée  entre  deux  tangentes 
luenèes  par  les  extrémités  de  Taxe  traosterse  ,  est  Toe  du 
foytT  sous  un  angle  droit. 

On  Toît  que  cette  détemii nation  du  foyer  n'est  pa  prati- 
vt\h\v  dans  la  parabole;  mafe  Apollontns  ne  parle  nullement 
du  foyer  de  cette  courbe. 

Putyposmo?!  XLVI. 

Même  ooostructioa  qac  dans  la  precédeiile  ^  soienl  A  et  B, 
les  extréttùtès  de  Taxe  transverse  ;  AG ,  BD ,  les  perpeodi- 
culaircs  élevées  sur  cet  axe  ;  DFG  une  tangente  qoelcooqae, 
et  E  le  pi^ioi  de  contact  i  F  et  F  les  deox  foyers  ;  on  aura 
angle  FUF  =  angle  FGT, 

Pfeon>s.iTfLVs  XLVir 


Mftae  cMstnucliqn  ye  dans^  la  |wèuéuML ;  soî^TrÉiier- 
!«clk¥i  ée  DP  e(  ^  GP:  la  ^rtîte  TE  est 
$«r  la  tan$me  EFG. 
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Apollonius  dèoMMitre  que  si  on  abaisse  do  peint  T,  une 
perpendicalaire  sur  la  tangente ,  elle  se  confond  avec  TE. 

Proposition  XLVIII. 

Même  construction^  les  rayons  vecteurs  font  des  angles 
éganx  avec  la  tangente. 

PftOPOSiTioif  XLIX. 
Même  construction  ;  si  d'un  foyer  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  une  tangente ,  et  qu'on  joigne  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire avec  les  extrémités  de  l'axe  transverse,  ces  deux 
droites  sont  perpendiculaires,  l'une  sur  l'autre. 

Proposition  L. 

Même  construction  ;  si  l'on  mène  par  le  centre  une  paral- 
lèle au  rayon  vecteur  qui  passe  par  le  porâH  de  conlaot,  la 
portion  de  cette  parallèle  comprise  entre  le  centre  et  la  tan- 
gente est  égale  à  la  moitié  de  l'axe  transverse. 

Proposition  LI. 
Si  dans  l'byperbole  ou  dans  les  sections  opposées ,  on  mène 
des  deux  foyers ,  deux  droites  au  même  point  de  la  section^ 
la  plus  grande  surpasse  la  plus  petite ,  d'une  longueur  égale 
à  l'axe  transverse. 

Proposition  LU. 

Si  dans  l'ellipse,  on  mène  des  deux  foyers,  deux  droites 
à  un  même  point  de  la  section ,  la  sonune  de  ces  droites  est 
égale  à  l'axe  transverse. 

Apollonius  passe  toujours  d'une  proposition  à  la  suivante  $ 
les  propositions  LI  et  ÏAI  sont  1^  dernières  relatives  aux 
foyers  ;  il  n'y  en  a  point  d'autres  de  cet  auteur  ;  il  ne  fait 
aucune  mention  de  directrices. 

Observation.  11  existe  des  points  faits  par  application  sur 
tous  ]es  diamètres  de  Thypcarbole,  et  sur  les  dÉamèlrci  de 


r«llipie  plus  grands  que  Joursi  diaoïèires  oifijugiiés. 
M.  lu  capîlaiae  Jacub  i*ii  a  dcmue  le  Jieii  géumétriquc  {l.  il^ 
p.  laS), 

Claude  Mydorgc  dans  ms  cofuiques  C) ,  doune  aax  poinii 
d*appHcaihn  faits  sur  Taxe,  le  nom  d'Ombilics  (UmtiilictB). 
—  Dcscarlcs ,  daas  sâ  Diop trique ,  dll  :  a  à  cau&e  de  cer- 
taines propriétés  de  ces  poiuls  ^  que  ¥i>us  entendrez  ci-aprèâ, 
nous  les  DOmmerous  les  poinls  brûlants  p  {Œuvres,  V.  p.  94. 
Cousin)  i  il  e&l  probable  que  celle  expre^siou  a  été  changée 
en  celle  de  foyer,  Tm. 


RELATIONS  D'IDENTITE 

ff  équa$iûm  fondammtaks  relaiivès  aiAx  courbes  de  secùnd 

degré, 

(Tftlr  I.  Il,  page  s».  ^ 


XLVIII.   Transformation  des  courbes. 

LsMMR.  Si  dans  une  équation  algébrique  à  deux  iaconnues 
,r,^-  du  degré  w,  on  remplace  respectivement  les  deux 
variables  par  les  expressions  ayant  même  dénominateur, 

iix-  -f-  kv  +  c      ax  -f-  b'x  -\-  c 
dx+ey^f     dx  +  ey+f^ 

les  neuf  ooeflBcients  donnant  huit  rapports ,  léquation  résul- 
tante  est  encore  du  degré  m, 
Démonsiration,  Soit  Téquation  F  (.r ,  y]  =  P^ 4-. . .P,j  -j-... 


C^  CUiudu  Mjdonîii  PAtricii  Pansini  prodromi  catopiironiiB  rt  diopticoram , 
sî?«,  fonîcMtiin  opiM^s  ad  âbdiu  r*dîî  rHhMi  H  rrCnK-U  mfsmia  pntTîî  et  faeen 
|ff«f«rMiti«,  Uhri  quatuor  pn^n»,  D.  A.  L.  G.  Paivsu>.  t 
pN«iMir  traité  mHhcHl)q«e  d^i^  $<vth»n>  (\>niqu<^  <^  F" 
#«Wnl  tm  étnx  Htret  e%  \^\.  Lts  rm^mct^  des  (|«r 


P,s=s  0  où  Pmt  Pn  sont  les  fonctions  hotnogénes  des  degrés 
in  et  it,  etc.;  en  opérant  la  substitution  indiquée,  Pm  devient 
une  fonction  de  degré  m  divisée  par  (dy  -j-ex-f-/)"*»  et  Pn 
one  fonction  de  degré  n  divisée  par  {dy+ex^/f  et  m^ni 
multipliant  donc  toute  Téquation  par  (dy\-ex-\-f)'^,on 
aura  une  nouvelle  équation,  fonction  entière  et  du  degré  m. 

ObservcUion.  Ce  résultat  n'aurait  pas  lieu,  si  les  expres- 
sions fractionnaires  étaient  de  dénominations  différentes. 

XLIX.  La  première  équation  représentant  une  ligne  plane 
de  degré  m,  la  seconde  équation  représentera  une  ligne  de 
même  degré ,  une  ligne  transformée ,  rapportée  aux  anciens 
ou  à  de  nouveaux  axes.  Nous  verrons  plus  loin  que  cette 
méthode  de  transformation ,  due  originairement  à  Newton, 
et  généralisée  par  Waring  (Proprietates  curvarum  cUgebraica- 
rumy  p.  240),  est  d'une  extrême  fécondité  ;  à  son  aide,  on  trans- 
porte les  propriétés  connues  d'une  courbe,  dans  une  autre 
courbe  de  même  espèce.  En  disposant  des  buits  rapports  in- 
déterminés, on  peut  mettre  en  relation  des  courbes  à  bran- 
dies infinies  avec  des  courbes  fermées,  des  byperboles  avec 
des  cercles,  etc.;  et  sachant  mener  des  tangentes  à  Tune 
de  ces  courbes ,  on  fait  de  suite  construire  la  tangente  à  la 
courbe  transformée,  etc. ,  etc.  C'est  aussi  la  théorie  analy- 
tique des  méthodes  graphiques,  dites  projectives,  perspec- 
tives ,  etc.  Dans  ces  derniers  temps ,  M.  Lamé  f)  a  donné  la 
plus  grande  extension  possible  à  ce  système ,  en  remplaçant 
les  trois  variables  dans  les  équations  des  surfaces ,  par  des 
fonctions  quelconques  et  déduisant  les  relations  entre  la 
surface  primitive  et  les  surfaces  transformées. 


O  Aateor  de  TExamen  des  différentes  méthodes  pour  résoudre  les  problèmes 
de  géométrie,  in-8o,  en  124  pages,  I8i8.  Opuscule  précieux,  auquel  se  rattachent 
les  principaux  progrés  de  la  géométrie  analytique,  et  qu'on  devrait  toujours 
citer;  aussi  n'en  parlc-t-on  jamais. 


L.  Changtwimi  des  coordonmes, 

Pno&tÊMË,  Quelles  valeurs  doft^n  donoer  aux  neufs  €oêt- 
ûcîenis  ^  [iont  que  la  courbe  transformée  ie  confcHide  avec  h 
courbe  donnée. 

SoluUon^  i"  Si  les  axes  dciveot  rester  les  mêmes ,  il  suffit 
éTJdemment  de  faire  a^U^f=i ,  et  de  rendre  nul  lei  six 
antres  cocffîcients  i  S"  sî  les  axes  changent   il  faut  faire 


sin(Y-X')      ^      sin(Y-Y') 

^  =  —    ,    ,- —  ,     »  ^  ' r-rr — 


^'        sin  Y 


i 


m) 


û  ej  c'  sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  relatÎTC- 
menl  aux  anciens  axes;  les  grandes  lettres  désignent  les 
angles  formés  par  les  axes  correspondants  et  Tancien  axe 
d^  X. 

Observation  I.  Cette  solution  est  indiquée  dans  tous  l€* 
ouvrages  élémentaires.  On  peut  supposer  d'abord  que  Tori- 
gine  ne  se  déplace  pas.  Alors  le  problème  devient  cette 
question  de  tétragonométrie  :  dans  un  quadrilatère  connais- 
sant tous  les  angles  et  deux  côtés  adjacents ,  déterminer  les 
deux  autres  côtés.  On  peut  ramener  la  question  à  la  trigo- 
nométrie, et  c'est  ce  qu'on  fait  ordinairement;  mais  il  vaut 
mieux  avoir  recours  au  principe  général  qui  sert  de  base  à 
la  polygonométrie,  plane  ou  gauche  -,  savoir,  que  la  somme 
algébrique  des  projections  des  côtés  d'un  polygone,  plane  on 
gauche,  sur  une  droite  fixe,  est  nulle.  Parce  que  cette  même 
méthode  sert  aussi  au  changement  de  coordonnés  dans  l'es- 
pace où  il  s*agit  d'un  hexagone  gauche. 

Observation  II.  Camot  est,  je  crois,  le  prem^  qui  ait 
désigné  les  angles  des  axes  par  les  deux  lettres  qui  servent 
à  désigner  ees  axes.  D'après  cette  notation  commode,    i^ 
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faudrait  écrire  Y\  X  ;  X',  X,  etc. ,  pour  marquer  les  aogles 
que' forment  les  axes  des  Y'  et  des  X'  avec  Taxe  des  X,  etc.; 
dans  le  cas  actael,  on  peat  sans  inconvénients  sapinimer  la 
lettre  X  et  la  soos-entendre  (Comte ,  Géométrie  analytique, 
page  96). 

Corollaire  I.  Si  on  déplace  Torigine  sans  changer  les  axes 
de  direction  ;  alors  X'  =  0 ,  Y'=Y,  donc  a=l ,  6=0,  a'=sO, 
6^  =  1  ;  ce  qui  est  d'aillenrs  d'ane  évidence  intuitive.  Ainsi 
on  remplace  x  par  j:+c,  et^  par  j^+c',  donc  dans  l'é- 
quation transformée  Pm  reste  le  même ,  et  le  terme  tout 
connu  est  égal  à  F(c,  c'). 

Corollaire  II.  Si  Ton  conserve  de  position  Taxe  des  X, 
alors  X'=0,  a  =  Ij 

sin(Y^Y)  /,'^sinY' 

et  si  l'on  conserve  de  position  l'axe  des  Y,  on  a  Y=Y^,  donc 

sin(Y— X')       ^      ^        ,      sinX'      ,,      , 
smY  smY^  ' 

LI.  Définitions  relatives  au  point. 

Un  point  d'une  courbe  est  dit  réel ,  lorsque  ses  deux  coor- 
données sont  réelles. 

Le  point  est  imaginaire,  lorsqu'une  de  ses  coordonnées 
ou  toutes  les  deux  sont  imaginaires. 

Le  point  est  ordinaire  ^  lorsqu'aucune  fonction  dérivée, 
d'une  ordonnée  par  rapport  à  l'autre,  à  partir  de  la  seconde  dé- 
rivée, ne  devient  en  ce  point  ni  nulle,  ni  infinie,  ni  imaginaire. 

Le  point  est  singulier  y  lorsqu'une  de  ces  conditions  existe. 

Le  point  est  simple,  lorsque  la  fonction  prime  d'une  ordon- 
née prise  par  rapport  à  l'autre  n'a  en  ce  point  qu'une  valeur. 

Le  point  est  multiple ,  lorsque  cette  fonction  prime  a  plus 
d'une  valeiir. 


Le  point  est  à  distance  finis ,  torsqiie  1^  deux  coordonnées 
ont  des  valenrs  finies. 

Le  point  est  à  distance  infinie^  torsqu'tine  de  ses  eo 
don  Dés  ou  toutes  les  <ïeu%  ont  des  valeurs  inGntes. 

Observation.  Ces  diverses  circonstances  peuvent  se  Iroa- 
ver  réunies^  ainsi  le  même  point  peut  étreàla  fois  singnltert 
multiple  et  à  distance  infinie. 

Ù     m 

Observation,  Nous  ne  mentionnons  pas  le  cas  de  -,  -, 

Cl      9 

poisqubn  a  d^  méttiode§  pour  découvrir  tes  valeurs  de  tes 
expressions. 

LU,  Thkorèhk,  Une  droite  coupe  toujours  une  ligne  de 
Tordre  m  en  m  points  et  pas  davantage  ;  ces  points  sont  réeli, 
ou  imaginaires f  ordinaires  ou  singuliers,  simples  ou  mul- 
tiples; à  distances  finies  ou  iDOnies;  et  réciproquement, 
lorsqu'une  droite  quelconque  ne  coupe  une  ligne  qu'en  m 
points ,  Téquation  de  la  ligne  est  de  degré  m. 

Démonstration.  Une  ligne  de  Tordre  m  est  représentée 
par  une  équation  de  degré  m  ;  la  droite  est  donnée  par  une 
équation  du  premier  degré  ;  en  éliminant  une  quelconque 
des  deux  coordonnées,  on  obtient  une  équation  du  degré  m 
dont  les  racines  sont  les  secondes  coordonnées  des  points 
d'intersections.  Or  ces  racines  sont  au  nombre  m  et  pas  da- 
vantage; réelles  ou  imaginaires,  simples  ou  multiples,  finies 
ou  infinies.  Ayant  les  valeurs  des  coordonnées ,  on  peut 
obtenir  celles  des  fonctions  dérivées,  et  par  conséquent 
savoir  si  les  points  d'intersections  sont  ordinaires  ou  singu- 
liers, etc.;  la  réciproque  est  évidente. 

Corollaire  I.  Une  fonction  symétrique  des  coordonnées, 
des  points  d'intersections,  même  des  points  imaginaires ,  a 
toujours  une  valeur  réelle.  C'est  une  conséquence  de  la 
thiwio  des  cqualions. 


CùroUaire  II.  Les  m  points  (intersections  donnent  lien  à 

m  (m — i)        ,       ,  .  , 

— -— — ,  cordes  réelles  ou  imaginaires,  simples  ou  multiples. 
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flntes  ou  infinies  ;  dans  un  point  multiple  de  Tordre  n,  il  y 

n{n — i) 
a —  cordes  qui  deviennent  nulles. 

Observation.  Une  ligne  de  l'ordre  m  est  une  courbe  du 
genre  m—  i;  voici  à  ce  sujet  les  idées  de  Descartes,  point 
de  départ  de  tout  ce  qu'on  a  fait  là-dessus.  «  Je  pourrais 
»  mettre  ici  plusieurs  autres  moyens  pour  tracer  et  conce- 
»  voir  des  lignes  courbes  qui  soient  de  plus  en  plus  composées 
»  par  degrés  à  l'infini  ;  mais  pour  comprendre  ensemble 
»  toutes  celles  qui  sont  dans  la  nature,  et  les  distinguer  par 
»  ordre  en  certains  genres,  je  ne  sacbe  rien  de  meilleur  que 
»  de  dire  que  tous  les  points  de  celles  qu'on  peut  nonuner 
»  géométriques,  c'est-4i-dire qui  tombent  sous  quelque  me- 
»  sure  précise  et  exacte,  ont  nécessairement  quelque  rapport 
>»  à  tous  les  points  d'une  ligne  droite,  qui  peut  être  expri- 
»  mée  par  quelque  équation,  en  tous  par  une  même,  et  que 
•  lorsque  cette  équation  ne  monte  que  jusqu'au  rectangle 
»  de  deux  quantités  indéterminées,  ou  bien  au  carré  d'ime 
»  même ,  la  ligne  courbe  est  du  premier  et  plus  simple 
»  genre ,  dans  lequel  il  n'y  a  que  le  cercle,  la  parabole,  Thy- 
»  perbole  et  l'dlipse  qui  soient  comprises  ;  mais  que  lorsque 
»  l'équation  monte  jusqu'à  la  troisième  ou  quatrième  di- 
»  mension  des  deux,  ou  de  l'une  des  deux  quantités  indéter- 
»  minées  (car  il  en  faut  deux  pour  expliquer  ici  le  rapport 
»  d'un  point  à  un  autre) ,  elle  est  du  second  ;  et  que  Icursque 
»  l'équation  monte  jusqu'à  la  cinquième  ou  sixième  dimen- 
»  sion ,  elle  est  du  troisième  ;  et  ainsi  des  autres  à  l'infini.  » 
{La  Géométrie ,  livre  second ,  voir  p.  337 ,  édition  Cousin.) 

Ainsi ,  selon  Descartes ,  les  courbes  des  degrés  2»-{- 1  et 
an  4-  2  sont  du  même  genre  ;  il  choisit  pour  exemple  le  lieo 


—  423  — 

géométriqae  suivant ,  le  premier  qu'on  ail  troQTé  par  U 
mélhode  cariéstenoe.  Soïl  GAL  ua  triangle  rectangle  en  À, 
G  et  Â  soQt  des  sommets  Gies  sur  AL  proloQgéei  on  prend 
LK  d'une  longueur  conslante  ;  par  K  on  mène  une  droite 
de  direction  donnée ,  cette  droite  rencontre  rbypoténuse  va- 
riable  GL  en  un  point  G  dont  Descartes  détermina  le  Lien^ 
qu'il  trouve  être  une  hyperbole,  courbe  du  premier  genre. 
II  énonce  cette  proposition  générale;  si  la  ligne  qui  pftsse 
par  le  point  K,  au  lieu  d'être  une  droite  est  une  lîgne  donaée 
du  genre  m,  et  se  mourant  parallclemeût  à  elle-même*  le 
lieu  du  point  G  est  une  ligne  du  genre  w»  -f-f  ;  les  élèves  en 
tmuterout  raeilement  la  démonstration.  Telle  est  selon  Bes- 
carie!!  la  génération  organique  des  courbes  géométriques  de 
tous  les  genres,  et  d*une  exécution  mécanique  très-facile  ; 
GL  est  une  règle  mobile  autour  de  G,  et  KL  une  autre  régie 
se  mourant  dans  une  rainure  ALK,  et  poussant  dcTant  elle»  la 
r^lc  GL  et  la  court>e  donnée  ;  si  celte  courbe  donnée  est  un  <^r- 
rïe,  ligue  du  premier  genre,  ayant  L  pour  centre  et  KL  ponr 
rayon,  le  lieu  do  point  G  est  éTîdonment  une  Gonchoîde* 
courbe  do  second  genre;  il  |^ce  les  courbes  qui  vont  aa 
ctiTé  de  carré ,  ao  même  genre  que  celles  qui  montait  au 
cobe ,  et  cdles  dont  Tèquation  remonte  ao  carré  de  cube 
(sixième  degré),  to  même  genre  que  le  mr-soUde  (cîDqoième 
dffré) ,  pMTte  qoe,  ditHl  .ily  a  régit  génèraU  pour  réduire 
«n  mtf  kmles  Us  âifciÊl^ès  qui  roui  on  rorrr  de  carré  eiau 
swr-»iide  Umits  ctiles  qui  romi  mu  rarré  dt  ente,  de  façon 
fw'on  ne  doit  poimt  Us  fsiimtr  plus  composées.  (Mène  édition, 

La  GèoBiélne  purot  en  1$38.  année  de  la  naissuioe  de 
LMais  X]Y«  et  quatre  années  aTani  la  mort  de  Galilée  et  la 
Massante  de  Newton .  ce  n*e$l  qn  en  tTxH .  que  cet  illnstre 
géovHHre  publia  en  latin  à  li  5uiio  de  i  i>p(iqoeen  anglais , 
kl  ctessàik9lioii  di?$  tigties  du  îroèskaee  ^>rdre.  es  1706  Fop- 


tique  Ait  tndvite  en  laUn ,  par  le  câèbre  philosophe  déiste 
Samuel  Clarke,  in-4o  de  348  pages.  Car  à  cette  époque,  les 
philosophes  ne  croyaient  pas  encore  déroger  en  s'occopant 
de  physique  et  de  géométrie.  Newton  fut  si  satisfait  qu'il 
gratifia  le  traducteur,  de  cinq  cents  livres  sterling.  A  cette 
traduction  est  joint  Topuscule  de  24  pages  :  Enumeratio  li- 
nearum  teriii  ordinis.  On  voit  ici  la  première  théorie  exacte  des 
lignes,  fondée  sur  les  idées  cartésiennes  ;  cet  ouvrage  très-rare 
n'a  jamais  été  traduit  en  français  ^  voici  le  début  :  «  Lineœ  geo- 
»  meiricœ  tecundum  numerum  dimensionum  œquationis  qua 

•  rdaHo  inter  ordinatas  et  abscissas  definitur^  vel  (quidperinde 
n  est)  ieeundum  numerum  punctorum  in  quitus  a  linea  recta 
»  seearipossunt  optime  distinguimtur  in  ordines/Qua  ratione 
I  linea  primi  ordinis  erit  recta  sola^  eœ  secundi  sive  quadratid 
n  ordinis  eruntsectiones  conicœ  et  circulus^  et  eœ  tertii  sive  eu- 
»  frtci  ordinis parabola  cubica,  parahola  neiliana^  cissoievete- 

•  mm  et  reliqtUB  quashic  enumerare  suscepimus.  Curva  autem 
»  primi  generis  {siquidem  recta  inter  curvas  non  est  nume- 
»  rtmda) ,  eadem  est  eum  linea  secundi  ordinis^  et  curva 
n  secundi  generis  eadem  cum  linea  ordinis  tertii.  Et  linea 

•  ordinis  infinitesimi  ea  est  quam  recta  in  punctis  infinitis 
»  seeare  potest,  qualis  est  spiralis^  cyclois,  quadratrix  et  linea 
»  omnis  quœ  per  radii  vel  rotœ  revolutiones  infinitas  gene-^ 

•  raiur.  »  La  parabole  cubique ,  dite  aussi  cartésienne,  est 
de  la  former  =  aj:%  et  la  parabole  neilienne  a  pour  éqûeL- 
tîon;>^*=ax%  elle  est  célèbre  parce  que  c'est  la  première 
eoiiii>e  qu'on  ait  su  rectifier  ;  voici  l'origine  du  nom  :  Wallia 
avait  indiqué  des  relations  différentielles  qui  pouvaient 
amener  à  découvrir  des  courbes  rectifiables.  Un  jeune  géo- 
mètre, Guillaume  Neil ,  indiqua  une  courbe  géométrique, 
satisfaisant  aux  relations  de  Wallis;  et  derechef  celui-ci 
trouva  que  c'était  la  courbe  où  le  cube  de  l'ordonnée  était 
proportionnel  au  carré  de  l'abscisse;  on  a  appris  depuis  que 
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celte  courbe  n'est  autre  que  ta  développée  de  la  parabole 
ordifiatre;  et  toutes  les  développées  ^nt  rectIGables  esseu* 
tiellement. 

LUI.  DéfinUmm  relatives  aux  segmente. 

Si  l'on  prend  un  pf>iiit  fixe  O  sur  une  droite^  coupaDl  anl 
ligne  de  IVjrdn^  m ,  les  distances  du  point  0  aux  points  d*in- 
lerëection^  se  nomment  i^egmentg  de  la  droite,  relatifs  an 
point  do  r^irigine  0 ,  et  selon  que  ces  segments  aboutissent  à 
d( s  points  réels  ou  imaginaires,  simples  ou  multiple,  ete« 
Les  segments  prennent  la  même  dénomination* 

Observation,  Aîiisi  lorsque  la  droite  n  a  aucun  point  de 
commun  avec  la  ligne  de  Tordre  m ,  tous  les  segments  sont 
tniagînatres,  ont  une  existence  purement  analytique,  umîi 
unefonefion  symétrique  de  ces  segments  a  une  valeur  réelle. 

(  La  suite  prochainement,) 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


90.  Dans  la  flgure  59  qui  sert  à  la  démonstration  da  carré 
de  rhypolénuse,  démontrer  que,  V  les  trois  points  G,  A,D 
sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  bissectrice  deFangle 
A  ;  9"'  AL  est  perpendiculaira  à  GG    comme  AM  à  BD  ; 

AIH .  BD ,  GC  se  coupent  eu  un  niéoK^  point  I  ;  la  mèae 
propriété  a  lieu  si  les  carrés  sont  construits  dans  le  sens  in- 
verse. 

Georges  /hH-  ) 
Cette  propriété  a  e;e  remarquée  par  un  Anglais 
Hammet.  Tdq- 
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NOTE 


Sur  4m  queitùm  proposée  eu  concours  général  de  1^44. 
iMaihémaUques  spéciales).  (Y.  p.  377.) 


PAR  J.  A.  2MVLBMT. 


Ia  belle  proposition  qae  l' Académie  de  Paris  a  choisie 
eefte  année  pour  le  sujet  de  concours,  est  due  à-  M.  Chaales. 
Elle  se  trouve  énoncée  dans  un  mêrooiré^présenté ,  par  ce 
sÉYant  géomètre,  à  l'Académie  des  sciences  C)  êl  iAtitulé: 
Prapriélés  géométriques  des  arcs  dtune  seàtion  conique  dont  la 
différence  est  rectifiabh. 

L'étude  géométrique  des  transcendantes  elliptiques  de  se* 
conde  espèce,  a  naturellement  conduit  M.  Chasles  à  des 
théorèmes  nouveaux,  dont  la  démonstration  directe  et  ^n- 
thëtique  offrirait  sans  doute  de  grandes  difficultés  i^'parmi 
ces  théorèmes  dont  Fauteur  n'a  pas  encore  publié  la  démons- 
Iralion,  se  trouvent  les  suivants. 

Quand  deux  arcs  semblables  (**)  ont  une  extrémité  com- 
mune ,  leur  différence  est  égale  à  la  différence  entre  les  tar^ 
genks  menées  par  les  deux  autres  extrémités^  et  terminées  à 
leur  peint  de  concours. 

Par  ce  point  et  V extrémité  commune  des  dmtas^  arcs ,  «fi  pe/ut 
faire  passer  une  conique  homo  focale  à  la  proposée. 

Quand  deux  arcs  semblables  ont  une  extrémité  comwfune , 


(")  Comptes  rendas  des  séances  de  l'Académie  des  scientes ,  t.  XVII-,  p.  836. 
(**)  M.  Chasles  appelle  arcs  semblables  d'ane  section  coniqae,  ceux  dont  la 
«différence  est  rectifiable. 

Arn.  db  Matbém.  UI.  ^ 


dam  i'anfjk  formé  par  /ei  iangmtcâ  menéeê  par  fewr*  dem 
autreâ  extrémitéft ,  on  pmi  inscrire  un  cercle  qui  tûueh  k 
conique  au  point  commun  de$  deux  arcs. 

De»  théorèmes  qui  précèdent^  on  ixincliit  aisément  le  sui- 
vant qui  fournit  la  solution  de  la  question  qui  nofis  oeeupe. 

Sa  l'on  considère  tous  les  cercles  qui  touchênl  uoe  section 
tonique  en  on  mémo  points  ei  qu'on  mène  à  chacun  de  c^ 
cardes  denx  tangentes  qni  louchent  en  même  temps  ta  co- 
nique, te  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  ces 
deni  tangentes  sera  la  trajectoire  orthogonale  et  conjurée 
de  la  coniqne  donnée  qui  passe  par  le  point  donné. 

M.  Gbaslos  ne  tardera  pas  sans  doute  à  publier  ses  élé- 
gantes recherches.  Quanta  nous,  nous  n'aTons d'autre  but 
que  de  montrer  comment  on  pouvait  arriver  simplement^  et 
à  Taidcde  TanaTyse  à  la  solution  de  la  question  proposée; 
jieulement  nous  donnerons  un  peu  plus  de  généralité  à  l'é- 
noncé en  ne  spéciOant  pas  Fespèce  de  la  conique  donnée, 

PnoBLiMK.  Éiani  donnés  une  conique  quckonqtie  et  un  pmt 
fixe  sur  cette  courbe,  on  lui  mène  un  cercle  tangent  en  ce  point, 
et  Von  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des 
deux  tangentes  extérieures  communes  à  la  conique  et  au  cercle ^ 
lorsque  le  rmyon  de  ce  dernier  varie. 

Solution.  Soient  pris  pour  axe  des  y  la  tangente  com- 
mune an  point  donné  au  cercle  et  à  la  courbe,  et  pour  axe 
des  X  la  normale. 

L*éqoatk>n  de  la  coniqne  sera 

(1)  y-fAj:r+Bx'+Ca  =0, 

el  celle  du  cerde 

Stttetitiiant  mx^n  ày^  daas  ces  deiu éqnatioas,  on  trouve 

;m*  +  Am +B  )x'+  {2mn  +  An  4-  C)  x  -f  n'  =  0 , 

{mi*  -f  1>  x'  +  i  imn  +  r^  x  -H  n'  =  0  ; 
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escpieUeB  équations  auront  pour  premiers  membresi  des 
arrés  parfaits ,  si  l'équation 

(3)  jr  = /iu:  +  if , 

BBl  odle  d'une  tangente  coBimutte  au  cercle  et"à  la  conique. 
Dans  celte  hypothèse  on  aura  les  deux  coniMioitt  soitantes  *. 

(4)  (A*— 4B)  n*+4Cmii+2AC/i+C  =  0, 

(5)  n*  — 2m/ir— r^=0. 

Si  dans  les  équations  (4)  et  (3)  on  met  an  lien  de  m  sa  valeur 
lirée4e  (5);,  on  aura 

(ç)    I  r(A'— 4B)  H-  2C }  /i*  +  2ACm  +  0(C-2r)  =  0 , 
(7)  (2''+  x)  71*  — 2r^/i  — Va:  =  0. 

Et  réquation  (7) ,  dans  laquelle  on  mettra  successivement  au 
li^i  de  71,  les  deux  racines  de  Féquation  (6)  fournira  les  équa- 
tions des  deux  tangentes  extérieures  communes  au  cercle 
et  à  la  conique;  mais  si  x  eiy  représentent  spéciahment  les 
^xK)rdonnées  du  point  où  ces  deux  tangentes  se  coupent ,  on 
voit  que  l'équation  (7)  se  changera  en  une  identité,  quand  on 
mettra  au  lieu  de  n  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion (6).  Sous  ce  point  de  vue  on  p^t  donc  dire  que  les 
équations  (6)  et  (7)  ont  les  mêmes  racines,  et  par  suite  sont 
identiques. 

L'identification  des  équations  (6)  et  (7) ,  fournit  les  rela- 
tions 

2r^x  _  — y — rx 

r( A*^ — 4B)  +  2C  "^    AC  "^  C  (C  —  2r)  ' 

a 

OU 

(8)  }(A*— «B)r  +  2AG}  r+C(A:r+2)r)==o, 

(9)  (Aj:4-S>r)  r  —  Or  =  0. 

Ces  équations  ne  renferment  r  qu'au  pranier  degré;  elles 


repréM^ntetit  deux  droites  rjut  sg  coupent  au  même  point  que 
II*»  Urigenles  commoBes.  On  trouve  en  èltmioant  r, 

(10)  (A*—  4B  +  4)^+  ^Axy-h  A'j:^+  SAÇr  =  «> . 

équation  qui  est  cetle  du  lieu  géométrique  deihandé ,  lequel 
n'eflt  autre  qu*une  section  conique  tangente  à  rorigine ,  à 
Taxe  de«  x,  et  qui  par  conséquent  coupe  orthogonalement 
lacDuiqua  donnée  au  point  donné;  cette  dernière  remarque 
nous  sera  tout  k  Fheure  trës-utile  pour  reconnattre  la  poiî- 
tion  relative  des  deux  courbes, 

SI  H  et  IV  représentent  les  quantttéâ  que  Ton  désigne  ha- 
bittioUement  par  B*— 4ÂG,  et  qui  sont  relatives  aux  courbe 
(1)  et  (10),  on  trouve 

H  ==  A'—  4B,      H'  =  ^  4A»  (A'^  4B), 

la  courbe  <  I  s  hyperbole,  une  parabole 

00  iitie  e  int  a     urtie  donnée  sera  une  el- 

lipse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

Ces  deux  courbes  ont  même  centre;  on  trouve  en  effet 
pour  les  coordonnées  du  centre  de  la  prennère , 

(11)  ^r+A.r  =  0,       Ar +2Bx-f  C  =  0, 
ot  pour  celui  de  la  seconde 

(ta)  (A*— 4B4-4).r+2Ax+AC  =  0,     â^+Ar  =  0, 

et  les  équatîoiis  (ta)  sont  évidemment  des  oonséquenees,  des 
équations  (tt>.  Ces  deux  systèmes  s'accordent  à  donner 

_    —  AC  _      se 

'  ""A"  — 4B  '^""A*— 4B 

Si  de  léquatmi  (tO^  on  retrtndie  l'éqiiatioo  (t)  après 
t  avoir  pvt^tebkitteiit  multipliée  par  4 .  ob  tnwven 

Kl  \  ^4R^y^x'  j'îACv— 4Cx=0. 

N  ,\  —  46   nesl  pas  mil.  cf$l^è-dîreà  les  courbes  (1) 
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«t?(fO)  ne  sont  pas  des  paraboles,  Téquation  (13)  représente 
un  cercle  qni  passe  par  les  quatre  points  commnns  aux 
courbes  (1)  et  (M)  et  qui  du  reste  a  évidemment  même  centre 
que  ces  deux  courbes  (*)  -,  on  conclut  de  là  que  les  deux 
courbes  (1)  et  riO)  ont  mêmes  axes ,  et  comme  elles  se  cou- 
pent orthogonalement^  il  en  résulte  qu'elles  sont  homo- 
focales, 
.  SI  Â*— 4B  est  nul ,  Téquation  (13)  devient 

(14)  Ar— 2C:c=0. 

Elle  représente  une  droite  perpendiculaire  aux  diamètres  des 
paraboles  (1)  et  (10);  il  résulte  encore  de  là  que  ces  deux 
courbes  ont  même  axe  et  même  foyer,  puisqu'elles  se  cou- 
pent ortbogonalement.  * 

En  résumé  on  voit  que  le  lieu  demandé  est  la  trajectoire 
oonJQguée  et  orthogonale  qui  passe  par  le  point  donné  de  la 
eonique  donnée*. 

On  peut  au  surplus  rendre  plus  explicite  cette  dernière 
conséquence. 

Sujqposons  d'abord  que  la  conique  donnée  soit  une  ellipse 
comme  dans  l'énoncé  du  problème  proposé  au  concours. 

Soient 

l'équation  de  la  courbe  rapportée  à  son  centre  et  à  ses^ 
axes,  et  x'y  les  coordonnées  du  point  donné  M ,  Je  lieu 
demandé  sera  une.  hyperbole,  et  si  du  point  M  comme  centre 
avec  OM,  conune  rayon,  on  décrit  un  cercle  qui  coupe  l'el- 
lipse aux  quatre  points  M,  M',  M",  M'",  ces  quatre  points , 
ainsi  que  nous  l'avons  montré  précédemment,  appartiendront 

O  C'est  an  principe  général  que  si  ç  — ^vi|/— 0  sont  les  équations  de  deui  . 
GûDiques  concentriqaes,  l'équation  «p  +  \<|/-<-0  où  X  est  une  constante  quelpon^. 
que,  appartient  à  une  troisième  conique  concentrique  aux  preniéres. 


I  rlïole  qui  aura  par  cooséquent  les  naéiiies  aies 

-^  son  équalion  sera  ûouc  de  la  forme 

ncr  les  coefficieols  P  et  Q,  nous  auroas  d'abord 

K\  Gomtne  k's  laDgeotes  en  M  à  Tellipse  et  à  rbyperboTe,  se 
eoupent  à  auglea  droits ,  on  aura  aussi 

de  celte  équation  et  de  I»  deote ,  on  tîre  eu  poiiant 

d'oQ  l'on  dédoit  pour  l'équatioo  du  lieu  demandé 


(t)    ( 


¥)■ 


=  1. 


Ce  qui  est  bien  Téquation  de  Fhyperbole  homofocale ,  qui 
passe  par  le  point  M,  puisque 


(T)"^(?y=- 


Un  calcul  analogue  conduit  aux  mêmes  conséquences  r 
dans  le  cas  oii  la  conique  donnée  est  une  hyperbole. 

Supposons  en  dernier  lieu  que  la  courbe  donnée  soit  une 
parabole  ;  cette  courbe  rapportée  à  son  sommet  et  à  son  aie^ 
aura  pour  équation 

y  =  2px, 

Soient  x\y  les  coordonnées  du  point  donné  M,  la  courbe 


cbêfclMtesera  une  parabole ,  paftsâot  par  le  point  M  et  son 
symétrique  M',  elle  aura  donc  même  «xei  que^Ia  proposée  » 
puisque  la  direction  de  leurs  diamètres  est  la  même,  et  son 
équation  sera  de  la  fofme 

Gomme  les  deux  courbes  se  coupent  à  angles  droits,  oo  aura 
pour  déterminer  Pet  Q, 

y'  =  Px'+Q      et      ^=—ir    *" 

ce  qni  eoodait  à  réqaatioa  saiva&te  db  lieu  demandée  : 


NOTE  SUR  LE  MÊME  SUJET. 


I.*  La  solution  qu'on  Yfent  de  lire  ne  laisse  rien  à  déâli'er 
pour  la  simplicité  et  l'élégance.  Mais  nous  croyons  qu*il  n'est 
pas  sans  utilité  de  traiter  la  même  question  sous  un  point  de 
vue  plus  généi'al. 

Soient  deox  coniques  sitnées  dans  le  même  plan  et  données 
chacune  par  une  éqûatiob  générale  à  six  termes  et  rappor- 
tées à  des  axes  quelconque».  Coticevons  une  droite  tangente 
aux  deux  coniques ,  et  soit  j^—  ajc— y+  ^ j:'=:0  l'équation 
de  cette  droite,  passant  par  le  point  {x\y)  ;  on  aura  pour 
la  première  conique  Té^dation  de  condition  (  t.  II,  p.  f  11  ) , 

a*  (mx"  —  2kx'  +  P)  —  ^a  (ky  +  Jfc'x'  +  /i  —  nucY)  •* 
On  a  une  équation  analogue  pour  la  secencte  conique  -,  ces 


m 

jr^^f  soDl  tes  coordonnées  du  polnl  d'intersection  die  éeui 
tângeni^s  comiiiciiies ,  et  les  lellres  grecques  représenlent 
pour  la  seconde  ^*^>^%p"^  des  fon^*^ns  analogfues  aux  méme§ 
fi)DC  'oitiâiQes  daoâld  première 

roitii|uti^  i^c£9  c:i|uiii.cvu9  pri?u[it?ijii;t^l te  forme 

—  n^X  (mx*  —  2Jtdï:  + 1)  —  n  [w»x* — âJfex  +  /)  — 
— l{mjcy — ky — k'jc — n)  =^  0» 

ïi  [{r'— 2A^/ + 2Ayx' — rx']  +  2î^r  (i^y — 2*y  +  /'j  — 

prenant  la  valeur  de  jr  dans  la  première  équation ,  et  la  sub^ 
stituant  dans  la  seconde,  on  a  une  équation  da  sixième  degré 
en  xf  il  y  a  donc  six  points  d'intersection  entre  les  tangentes 
communes;  par  conséquent,  il  ne  saurait  exister  que  quatre 
tangentes  communes^  ce  qu'on  pouvait  prévoir  à  priori. 
D'ailleurs  on  démontre  aisément ,  à  l'aide  de  la  théorie  des 
polaires  réciproques ,  que  deux  lignes  algébriques ,  placées 
sur  le  même  plan,  l'une  du  degré  m,  et  l'autre  du  degré  n, 
ne  peuvent  avoir  en  commun  que  mn(^m — 1)  (n  —  1)  tan- 
gentes ;  et  dans  le  cas  actuel  77z=n  =  2  ;  on  voit  aussi  qu'on 
peut  simplifier  les  deux  équations,  en  prenant  k=k'=  0^ 
'/  =  0,  ce  qui  est  toujours  possible  si  les  deux  courbes  ont 
un  centre;  si  l'une,  la  première  par  exemple,  est  une  para-» 
bole ,  alors  w  =  0,  on  peut  faire  x  =  ■/'=:  0  et  ilr  =  0  ;  si  les 
deux  sont  des  paraboles ,  alors  w  =  fx  =  0 ,  on  peut  encore 
prendre  A  =  y  =  0.  Ce  qui  simplifie  les  deux  équtilions. 


—  «3  — 

II.  Représentant  les  binômes  de  cette  forme  mx  —  A-fi  par 
(mx],  alors  les  deyx  équations  peuTent  s'écrire  ainsi 

+  x(2'M+[A'X])+[«>]  =  0,  J     ^*' 

+2r[n]+2x[/'x]4-[/XT  =  0.  )     ^^^ 

Si  les  coniques  sont  concentriques,  prenant  }e  centre  pour 
origine,  les  termes  du  troisième  degré  s'annulent  ainsi  que 
le  terme  en  jcy  de  la  seconde  équation,  de  sorte  qu'on  n'a 
plus  que  deux  équations  du  second  degré. 

Si  les  deux  coniques  ont  un  foyer  en  commun,  fixant  l'o- 
rigine à  ce  foyer,  et  prenant  les  axes  rectangulaires,  on  a 
/=  f  ^  X  =  X',  «  =  V  =  0.  (Voir  t.  II,  p.  427)  ;  .ainsi  les  deux 
deroiars  termes  des  deux  équations,  ainsi  que  le  terme  en  x* 
et  le  coeflBcient  [h]  »  disparaissent  ;  ce  qui  simplifie  l'équation 
finale.  Du  reste,  nous  reviendrons  dans  une  autre  occasion 
sur  cette  discussion  importante. 

III.  Supposons  que  la  seconde  conique  représentée  par  des 
lettres  grecques,  soit  entièrement  donnée  et  que  la  première 
ne  soit  assujettie  qu'à  quatre  condiUons  ;  les  six  binômes  A, 
k',  /,  r,  m,  n  fournissent  cinq  rapports,*  supposons  que  l'on 
ait  quatre  équations  entre  ces  cinq  rapports ,  au  moyen  de 
ces  quatre  équations  et  des  équations  (1)  et  (2),  on  pourra 
éliminer  les  cinq  rapports,  et  on  obtiendra  le  lieu  géométrique 
des  intersections  des  tangentes  communes  à  la  conique  fixe 
et  à  la  conique  yariable.  Donnons  quelgucs  cxeipples. 

I.  La  coniqtAe  variabk  est  cLssujetUe  à  rester  semblable  à 
eUe-méme  et  semblablement  placée. 

Fixons  l'origine  au  centre  d'homologie,  alors  A,  B,  C  de- 
Tient  /r'A,  p^B ,  p*C  ^  D  et  £  se  changent  enyiD,  /?£  et  F  ne 
changentpas,  donc  m,  k,  k'^  l^l\  n  deviennent /i*m,/i'A:,/i'A:', 
pV,  /lY,  ///t;  substituant  dans  les  équations  (1)  et  (2),  elles 


tiTisibtes  par  p^  ;  el  cbacQiie  ne  reofertue  plus 
élimliiaDt  celle  constaiiie  ai^ilratre^ofiobij^nt 
le  lie  létrjque   do  poJnl  de  coûcûqfs  des  tangenteg 

communes  a  une  conique  Ose  et  à  une  conique  tonjotirs  sem- 
lilablc  à  uDe  autre  exinîque  et  scmblablement  sîtaée,  et  seloo 
les  diverses  suppositions  que  Ton  fera  sur  ta  position  du 
centre  d'homologic  ^  le  lieu  géomélrîque  se  sîmplISera. 

%,  La  conique  Tariable  est  aistijcttie  à  n  aTOir  qu  un  é)é^ 
ment  arbitraire. 

Supposons  qu'on  connaisse  le  quatre  binômes  «t  ^  v^l,  t; 
el  qu'on  ait  une  relation  entre  V  et  i!\  on  lire  de  la  première 
équation  ta  iralenr  de  ^'^  pofir  la  substituer  dans  la  seconde 
équation,  où  Ton  prend  la  vûlenr  de  X',  et  Ton  yoîI  que  »'  gsI 
une  fonction  en  x^  y  du  irotsième  degré  dîTisée  par  une  antre 
fonction  du  même  degré  ^  et  l' une  fonction  du  sixième  degré 
dii^îsée  par  une  fonction  du  cîe  ^me  degré;  d'après  le  deffi 
de  la  relation  entre  X'et  »,  il  sera  facile  de  conoâltre  la  limite 
supérieure  du  d^ré  du  lieo  g  létrique:  p.  ei,  m  Ion  a 
V=û-/''+^ ,  /z  et  ô  sont  des  quantités  données ,  le  Ijea  géomé- 
trique ne  dépassera  jamais  le  douzième  degré. 

Soit  Ax'4-Bj:^  +  Cj:*  +  Ej:  =  0;  équation  de  la  coniqae 
donnée ,  el^*-f- a:'—  "lay  —  2rx  +a*  =  0,  Féquation  de  I» 
conique  ayant  un  paramètre  r  variable;  on  a  /=0,  /i  =  0, 

Faisant  le  calcul,  on  arrive  à  une  équation  du  shdème  de- 
gré ;  la  conique  Tariable  est  ici  une  ellipse  dont  les  diamètres 
conjugués  égaux  sont  constamment  parallèles  aux  axes,  et 
qui  touche  constamment  l'axe  des  y  en  un  point  (x=:0, 

r  =  o). 

Supposons  de  plus  a=0, 1  équation  6nale  est  du  troisième 
degré,  et  se  décompose  ainsi 

(wx  —  2k)  [  [kj-  —  kxy  +  l'y  {niy^  2A:)  ]  =  0  ; 


-  fc35  - 

mx — 2il  =  0,  est  Féquation  d'une  tangente  parallèle  à 
l'axe  des  j^,  et  toachant  la  conique  donnée  au  point  diamé- 
tralement opposé  à  Forigine  ;  Téquation  du  lieu  géométrique 
peut  se  mettre  sons  la  forme  My + Vxy + C  V + ly^  =  o , 
donc  B'"— 4A'(y=— 4in/'ife^f  mais  V=V\  donc  si  la  conique 
donnée  estime  ellipse ,  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole  et 
loice  versa  ;  les  deux  courbes  sont  concentriques,  et  si  la  coni- 
que fixe  es^  une  parabole  ^  le  lieu  cherché  est  aussi  une  pa- 
rabole. 

L'équation  aux  axes  principaux  est  (Y.  1. 1,  p.  496), 
pour  la  conique  fixe 

ity(*O0(ly  +  it')+ay  (^•+m/'-.r)+x'[~.2^A'+C0S7(mr-.A^)>=:0, 

pour  le  lieu  cherché 

y  [  (^+  mH)  C0S7  -^^*']+  ^y  {^*  +  rnif—  k'^)  + 
+  x*[—Uk'  —  ^'•cosvl  =  0. 

Ainsi  les  deux  courbes  n'ont  pas  les  mêmes  axes  principaux. 

Si  7  =:  1*,  alors  on  revient  au  problème  du  concours  ;  les 
axes  principaux  sont  les  mêmes,  et  les  deux  courbes  se 
coupant  orthogonalement  deviennent  bi-eoufocales,  il  est  à 
remarquer  que  la  bissectrice  des  deux  tangentes  à  l'ellipse , 
est  une  tangente  à  l'hyperbole  bi>confocale,  de  sorte  que 
Fenveloppe  de  cette  bissectrice  est  une  hyperbole.  C'est  une 
conséquence  du  théorème  XXIV.  (Tome  II,  p.  538.) 

Nous  nous  appuierons  sur  cette  conséquence  pour  démon- 
trer dans  le  prochain  numéro^  par  des  considérations  géomé- 
triques infinitésimales  le  beau  Théorème  d'un  éminent  géo- 
mètre sur  les  arcs  semblables  dans  l'ellipse  (Y.  p.  425)  ;  dans 
le  même  numéro,  M.  Gérono  donnera  une  solution  pure- 
ment synthétique  du  problème  du  concours. 


JE  SUR  LES  LIGNES  INCOMMENSURABLES. 

FAR  m.  I.SBE8GVX, 


: 


Je  crois  quil  mi  bon  de  démontrer  en  géométrie  I'êxis- 
ience  des  ligDCs  incommensu  ibles^  ayant  d'cnUioer  la 
parliG  qui  (raitc  des  rapports  et  les  proportions ,  et  d'avoir 
eupdsé  la  mesure  des  surracei;,  Voiei  tme  démonalratîoti  de 
Vîncommensurâbililé  de  la  diagonale  et  do  côté  du  carré» 
qui  me  semble  convenir  aux  éléments, 

Sar  Ta  diagonale  AG  (fig.  6S}  da  carré  ^  portez  son  téié 
BG  =  AD,  lirez  BD,  puîs  1  perpendiculaire  à  BD;  de 
même  IF  perpendicolatre  à  D]  ,  de  même  encore  FG  per- 
pendiculaîre  à  £F,  et  aiesi  de  soi  te,  tons  âtirez 

ACz^i-BC+DC,  DG<BC, 

BG  =  2,DC4-  EC ,  EC  <  DC, 

DG^2.EC+FC,  FG<EC, 
etc.; 

et  ainsi  de  suite  à  Tinfini.  Pour  la  démonstration,  il  suffit  de 
joindre  D  avec  le  milieu  O  de  B£. 

On  voit  donc  que  les  équations  se  prolongent  à  rinfini  et 
que  par  conséquent  il  n'y  a  point  de  commune  mesure. 

Mon  ami  M.  Lionnet  m*ajant  demandé  quelques  conseils 
relativement  à  sa  géométrie ,  dont  les  Annales  rendent  avec 
justice  un  compte  avantageux,  je  Tai  lue  avec  atteotion.  H 
m'a  semblé  que  la  recherche  de  la  plus  grande  commune 
mesure  pouvait  être  le  problème  3  du  livre  3,  et  qu'fl  con- 
venait de  démontrer  immédiatement  sur  Texemple  précédent 
que  rincommensurabililé  existe  entre  certaines  lignes. 
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-Si  l'auteur  tient  absolument  à  ne  point  séparer  deux  pro- 
tdèmes  par  un  théorème,  il  peut  poser  ainsi  la  question  : 
TktNiyer  la  commune  mesure  de  la  diagonale  et  du  côté  du 
carré  ;  cet  exemple  vient  naturellement  après  l'exposé  de  la 
méthode  de  la  commune  mesure. 

NoTB.  Cest  dans  le  dixième  livre  qu'Eaclide  commence  à 
s'occuper  des  grandeurs  incommensurables.  La  première 
définition  de  ce  livre  est  que  deux  grandeurs  sont  cammen- 
jHTofrles,  lorsqu'elles  ont  une  commune  mesure.  11  démontre 
enraite  (Prop.  Y)  »  que  les  grandeurs  commensurables  sont 
entre  elles  comme  nombre  à  nombre,  et  par  ce  mot  nombre, 
il  fout  toujours  entendre,  selon  la  deuxième  définition  du 
septième  livre ,  un  assemblage  d'unités;  la  proposition  sui- 
vante (YI)  démontre  que  les  grandeurs  qui  sont  entre  elles 
oomme  nombre  à  nombre  sont  commensurables;  et  par  con- 
séquent (YIU)  les  grandeurs  qui  ne  sont  pas  comme  nom- 
breà  nombre  sont  incommensurables  ;  une  droite  étant  de  lon- 
gueur donnée,  on  peut  trouver  une  infinité  d'autres  droites, 
les  unes  commensurables  avec  la  droite  donnée  et  les  autres 
incommensurables,  la  droite  donnée  se  nomme  roHonnelky 
et  de  même  les  droites  commensurables  avec  elle^  mais  les 
droites  incommensurables  se  nomment  irrationnelles  (défini- 
tion 6).  On  voit  donc  que  selon  Euclide ,  l'incommensura- 
bilité qualifie  le  rapport  et  Virrationalité  s'applique  aux 
quantités  mises  en  rapport.  Mais  jamais  il  ne  parle  de  nom- 
bre irraiionnel^  cela  impliquerait  chez  lui  une  locution  con- 
tradictoire^ et  reviendrait  à  dire  un  nombre  qui  n'est  pas 
un  nombre.  La  proposition  finale  (GXYII)  du  dixième  livre 
âablit,  que  la  diagonale  du  carré  est  incommensurable  en 
kmgueur  au  côté  du  car^é.  Euclide  en  donne  deux  démons- 
trations ;  voici  la  première  d'une  extrême  simplicité. 
Soit  AC  la  diagonale  et  AB  le  côté  du  carré ,  si  l'on  avait 
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--^  =r  —  ;  m  et  n  étant  deax  nombres  premiers  entre  eax, 
AB       » 

l'on  aorait  aussi  -r-^,  =  -^  =2,  donc  m' est  un  nombre  pav, 

Ad  n 

par  conséquent  m  est  pan*  et  n  premier  avec  m  est  impair, 

faisons  m  =  2p ,  on  aura  -4^  =  i ,  donc  »*  est  pair ,  d 

aussi  n,  ce  nombre  serait  donc  à  la  fois  impair  et  pair;  ce 
qui  est  absurde,  donc  etc.  Le  mot  irrationnel  répond  àiX^ 
des  Grecs  ;  mais  ce  mot  devrait  fixMi  se  traduire  par  inei- 
primable ,  ineffable  ;  les  Grecs  désignaient  ainsi  des  nombres 
qu'on  ne  peut  prononcer  s  le  Xo^èc  signifiant  en  même  temps 
parole  et  rapport  ^  les  traducteurs  latins  ont  adopté  cette 
dernière  acception  ;  quelquefois  les  grecs  4e  servaient  encore 
du  mot  xbxp^,  muet,  pour  désigner  un  nombre  qu'on  ne 
peut  prononcer,  de  même  que  nous  disons  un  e  muet;  ma» 
comme  le  même  mot  grec  le  plus  souvent  vent  dire  totiri^ 
les  traducteurs  ont  encore  adopté  cette  signification  ;  delà  le 
nom  de  nombres  sourds ,  donné  aux  irrationnels. 


RECTIFICATION  DE  UÉQUATION  (2).  (V.  p.  357.) 


1 


PAR    M.    ZiOnZS    FERaiEH, 

élève  du  collège  royal  de  MAeon. 


Soient  y,  et  y,  les  deux  valeurs  de^ ,  on  a  j^,j^,= — ^, 
donc 

on  trouve  une  expression  analogue  pour  x, ;  donc  on  a 

(  +  le  (k + b'h')  x'  +  {k  —  fr'A')  \/c'x"+k]*  =  4c'A'*'. 
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OBSERVATION 
mr  la  résoluHon  numériqtie  des  équations  du  quatrième  degré, 

PAR  M.  €B.  OHOQUST. 

Pour  résoudre  une  équation  numérique  du  quatrième 
degré  dont  tout^  les  racines  réelles  sont  incommensurables, 
il  suflBt  de  faire  évanouir  le  second  terfne  et  de  changer 

eomite  x  en  -  ;  car  la  dàriYée  de  l'équation  ainsi  transfor- 
mée a  une  racine  nulle,  et  en  déterminant  les  deux  autres 
racines,  on  peut  séparer  celles  de  la  proposée  par  le  théo- 
rème de  Rolle  *f. 

I,    '    I,    ,.g:^asa=     ,  ii    j  .  i ,  ,      .  t   ■  .        ,  „       sa» 

PROBLÈME  PROPOSE  A  L'EXAMEN  DE  1844 

PODR  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  , 

FAB.  M.  en.  OBOQVST. 


Une  carde,  dans  une  conique,  étant  vue  d*un  foyer  sous  un 
angle  com/otU,  trow}er  le  lieu  géométrique  des  points  dén- 
ier section  des  tangentes  menées  par  les  extrémités  de  la  corde . 

Qh  Vki^e  fdit  le  fosw  d'une  section  conique,  deux  rayons 
vecteurs  qui  forment  entre  eux  un  angle  donné  2z  ;  trouver 
le  lieu  de  l'intersection  des  tangentes  menées  à  la  courbe 
pur  les  extrémités  de  ces  deux  rayons  vecteurs. 

Ce  problème  se  résout  très-simplement,  en  employant  des 
coordonnées  polaires. 

O  V.  4.  II,  pag.  256. 
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p 

de  la  courbe  donnée  est  p  =^  r — s—  _ 

l — etmm  il 

de  la  droite  qui  joint  les  dea!t  points  {à^  u>'j^ 


^  ^  p"  sin  (u^  —  ûi") — p  gin  (»  —  mi 


en  exprii»ant  que  tes  deux  points  sont  sur  la  courbe ,  an 
change  cette  équation  dans  la  suivante 

P 


—  — ecosbi 


:  noiots  se  Gonfoodeot,  ont 
I  poiDt[p',«n3 

P^ 


L'éttuation  de  la  seconde  tan(    ite  est 
P 


0. 


eOS((.)— w'  —  2.a)—  CCOSw' 

Pour  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  tangentes ,  on  doit 
avoir 

COS  (w  —  w')  =  C0S  (w — 0)'—  2a)  , 

d'oii"      w  —  w'+'w — w — 2a=2A:7t,  u):=u)'+A:7c-|-a, 

et  en  éliminant  v!  entre  la  dernière  équation  et  celle  de  la 
première  tangente,  on  obtient  l'équation  du  lietl  cberdié, 
qui  est 

ù=  -— L. OU  Simplement  p  = . 

itcOSa  —  C  COS  CD  '^  e 

1 —  COSw 

COSa 

C)  Voir  l.  Il ,  p.  512. 


—  Wl  — 

Quand  la  courbe  donnée  est  nne  ellipse ,  le  lieu  demandé 
peut  étreune  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole  ayant  le 
foyeret  la  directrice  correspondante  en  commun  avecréllipse. 

Quand  la  courbe  donnée  est  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole, le  lieu  demandé  est  une  hyperbole. 

Quand  Sa  =  180^,  le  lieu  est  la  directrice  ;  c'est ,  en  eflfet» 
ce  qu'on  devait  trouver  /puisque  la  directrice  est  la  polaire 
du  foyer. 

L'équation  u)  =  co' -|- a -f  ^'f  démontre  ce  théorème.  La 
droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de  concours  de  deux  tan*- 
gentes  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons  vec- 
teors  qui  aboutissent  aux  points  de  contact  (*}. 

En  remplaçant  l'angle  2a  par  son  supplément  <,  ce  qui  re«- 

vient  à  remplacer  «  par  90«  —  a ,  on  obtient  un  lieu  différent 

du  précédent  et  dont  l'équation  est 

P 
sina 


e 

i ; COSCl) 

sma 


Lorsqu'on  emploie,  pour  résoudre  le  problème,  les  coor* 
données  rectangles ,  on  obtient  à  la  fois  les  deux  lieux  re- 
présentés par  les  deux  équations  ci-dessus ,  en  sorte  que  l'é- 
quation à  laquelle  on  parvient  est  du  quatrième  degré  et 
décomposable  en  deux  facteurs  du  second  degré. 

On  peut  obtenir  aisément,  par  des  considérations  toutes 
semblables  à  celles  qui  viennent  d'être  exposées ,  Téquation 
de  la  courbe  tangente  aux  cordes  qui  joignent  les  extrémités 
des  deux  rayons  vecteurs. 

JL'équation  d'une  de  ces  cordes  est 

P 


P  = 


COS(a)  —  to' — a) 

^ €COSt» 

COSa 


(*)  Voir  t.  II,  p.  553.  La  bissecirice  coupe  la  corde  au  point  où  elle  touche  ior 
enveloppe.  Tm. 
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A 

)  «1  quvtnà  les  deux  œrdes  se  canfondeiit,  ta  ^  ù* -|-  «+ *^. 

En  élîminaat  J  cotre  cette  dernière  équation  et  celle  de  la 
première  corde ,  on  obtient  l'éqiiati(>ii  de  la  courba  deman- 
dée, qui  ett 

__       p  cm  tt 

^^i  —  ^COSgéCOS»»' 

Cette  courbe  a  encore  le  fo^er  et  la  direcirîce  en  commoi^ 
avec  relUpse. 

Note.  M.  Poncelet  démontre  ces  divers  théorèmes  géomé- 
triquement. (Prop,  proj.,  p.  279).  Tm, 


SUR  LES  GOimBES  PARALLELES  A  L'ELUPSE  ("), 

PAR  M.  BRETOnr  (1>S  CHAMP), 
Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


Parmi  les  formes  courbes  que  les  arts  empnuiti^t  4  la 
jg^épmétrie,  on  distingue  particulièrement  l'ovale,  fof9ie 
qui ,  sans  être  entièrement  arbitraire ,  n'est  cçpçudlMlt  pas 
déGnie  d'une  manière  précise.  La  détermination  d'oii  type 
des  figures  ovales  étant,  au  fond ,  âne  affaire  presque  tout 
entière  de  goût,  il  n'est  nullement  étonnant  que  rien  ne  soit 


(*)  Voir  De  lineis  et  superficiebus  (equidistantibus.  Dissertatio  inaugaralis 
Micbaelis  Reiss.  Gottingue  1836,  in-i"".  —  Kaeslner,  Comm.  soc.  Go^in.,  t.  XI.  — 
Crelle,  1822,  l.  U,  p.  203.  Tm. 


-  U3  - 

«rrUé  sur  oe  point.  Monge  semble  néanmoÎDS  avoir  youIu 
résoudre  la^qnestion ,  en  désignant  l'ellipse  comme  la  ooart>e 
la  plus  gracieuse  et  la  plos  élégante,  sentiment  que  îaato^ 
rite  de  ce  grand  maître,  appuyée  de  la  beauté  réelle  de 
rovale  elliptique,  n'a  pu  faire  prévaloir  dans  la  pratique. 
D'une  part,  il  est  douteux  que  les  jeunes  générations  initiées 
è'ia  géométrie  des  sections  coniques  le  partagent  exclusive- 
ment  ;  nous  sommes  moins  attachés  que  les  anciens  à  certaines 
idées  de  perfection  qu'ils  se  faisaient  de  quelques  courbes, 
et  que  la  généralité  des  conceptions  modernes  aflhiblit  de 
jour  en  jour.  Cette  espèce  de  culte  qu'ils  professaient  sur- 
tout pour  le  cercle  a  dû  s'étendre  naturellement  à  l'ellipse, 
^  s'y  rattache  si  étroitement ,  qui  est  après  lui ,  en  un 
mol ,  la  plus  connue  et  ta  plus  populaire  de  toutes  les  cour- 
bes; mais  s'il  se  retrouve  aujourd'hui  ^elque  part,  c'est 
aasorément  moins  que  jamais  chez  ceux^  qu'éclaire  la  saine 
théorie.  D'un  autre  côté,  il  est  certain  que  la  pratique  du 
tracé  de  l'ellipse ,  notamment  dans  les  arts  de  construction , 
n'a  point  encore  été  franchement  adoptée,  même  par  les 
élèves  del'éccde  polytechnique,  disciples  directement  ou  par 
la  tradition  du  célèbre  Monge. 

Cette  déchéance  s'ex^dique,  au  moins  en  partie,  par  les 
difficultés  de  tracé  que  l'on  imagine  être  inhérentes  aux 
courbes  continués  autres  que  le  cercle.  Des  constructeurs 
géomètres,  à  la  tète  desquels  je  dots  citer  Prony,  ont  cher- 
ché à  les  vaincre;  d'autres  ont,  au  contraire,  essayé  de  per- 
fectionner les  méthodes ,  nombreuses  aigonrd'hui^  du  tracé 
des  âmes  de  panier j  courbes  composées  d'une  suite  d'arcs 
de  cercle  tangents  entre  eux  ;  tentatives  inspirées  générale- 
ment moins  par  le  désir  de  trouver  des  procédés  usuels 
plus  iMfles  que  par  le  besoin  d'offrir  aux  yeux  d'un  public 
plus  familiarisé  avec  Faspect  des  monuments,  des  formes  ir- 
réprochables. 


—  4W  — 

Mais  ces  difficultés ^  qu'une  opinion  géiiéralemeiit  acéré 
ditée  persiste  à  vouloir  éviter,  ne  mni  pas  1  objet  réel  deU 
question^  ru!»seQi'€?Ues  levées»  je  ne  crois  pas  que  rellipge 
serait  davantage  âdopléa  comme  type  de  la  forone  ovale .  £a 
effet  y  l^  deux  axes  de  cette  court»€  suHiseot  pour  la  déter- 
miner entièrement ,  tandis  que  dans  les  arts ,  il  convieot 
presque  toujours,  aprc@  avoir  li&ê  la  position  des  sommets, 
de  disposer  de  la  courbure  en  ces  points  ,  chose  impossible 
avec  une  ligne  du  second  ordre.  Le  tracé  de  Toyale  manque 
donc ,  tant  que  Ton  s'en  lient  à  IVtlîpse,  de  certaines  condi- 
tions essentielles,  ce  qui  a  été  remarqué  déjà  par  M.  Picot, 
ingénieur  des  ponts  et  chaussées  (')  ;  Il  a  eiprimè  le  défaut 
de  cette  courbe  en  disant  que  a  les  cordes  paraUéles  au 
**  grand  axe  décroissent  trop  rapidement  de  cet  axe  au  soïd- 
it  met.  n  A  son  exemple  ,  je  vais  tâcher  d'indiquer ,  en  rem- 
placement de  Tovale  elliptique,  une  autre  courbe  d'un  degré 
plus  élevé ,  mais  en  m'imposant  comme  condition  de  la  ratta* 
cher  par  sa  construction  à  fellipse  m^me  d^une  manière 
assez  simple  pour  que  la  notion  nouvelle  complète  TancieDDe 
sans  effort.  La  solution  ainsi  obtenue  laissera,  peut-être 
quelque  chose  à  désirer ,  n'ayant  point  à  ma  disposition  de 
courbe  d'un  degré  supérieur  dont  les  propriétés  soient  assez 
saillantes  pour  que  leur  étude,  en  vue  des  applications  dont 
il  s'agit  ici,  pût  être  utile  à  l'enseignement  sans  le  surchar- 
ger}  persuadé  d'ailleurs  qu'à  moins  de  combler  ane  grande 
lacune  ou  de  se  présenter  avec  un  attirail  de  propositions, 
capables  soit  d'exciter  un  légitime  intérêt,  soit  de.piqaer. 


(*)  Annales  des  ponts  ei  chaussées ,  1832,  2e  trimestre,  p.  I5i.  —  La  coarbe 
qu'il  indique  s'obtient  en  donnant  pour  ordonné^  à  l'abscisse  di^  point  de  la . 
circonférence  de  rayon  a,  l'ordonnée  de  l'ellipse  concentrique  (6,e),  au  point 
qui  se  trouve  sur  le  rayon  mené  de  l'origine  à  la  circonférence.  L'é<|piation  est 
aîc«y»+6«c*j:»  —  (c»— 6«)x«î/S-=*«*^*c'-  Le  rapport  des  rayons  de  courbure  prin- 

a» 
cipaux  est  le  même  que  dans  l'ellipse  (ajO),  il  se  réduit  à  --. 


—  4i5  — 

Yivement  la  curiosité,  une  théorie  quelque  peu  compliquée 
s'oablie  bien  vite,  je  préfère  me  servir  de  théories  déjà 
établies ,  que  leur  application  à  un  grand  nombre  d'objets  a 
fait  regarder  comme  indispensables. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  était  nécessaire  pour  préciser  les 
termes  du  problédie  ;  on  voit  maintenant  à  quel  point  de  vue 
nous  considérons  les  courbes  parallèles  à  l'ellipse  •  il  s'agit 
de  faire  connaitrc  un  type  des  figures  ovales  qui  puisse  rem- 
placer l'ellipse  dans  les  arts. 

1.  —  Portons  sur  chaque  normale  ie  l'ellipse  une  môme 
longueur,  le  lieu  géométrique  des  points  ainsi  obtenus  fpr- 
mera  une  courbe  jouissant  de  celte  propriété  que  :  la  nor- 
male en  chactm  de  ses  points  est  normale  d  Fellipse, 

Soient,* en  effet,  deux  normales  m\  n'i  menées  par  les 
points  n,  n'  de  l'ellipse  et  se  rencontrant  en  £-,  m  ^  m'  les 
deux  points  correspondants  de  la  courbe  parallèle,-  menons 
les  sécantes  mm\  nn!  et  prolongeons-les  jusqu'à  leur  point 
de  rencontrey  ;  on  a ,  au  moyen  du  théorème  connu  qui  sert 
dé  fondement  à  la  théorie  des  transversales, 
jm  m! m  ^  nii 
jn        n'n  '  n'i 

Swpfosom  maintenant  que  le  point  n'  s'Sipproche  de  n,  les 
sécantes  n/,  mj  tendront  à  devenir  tangentes  aux  deux  cour* 
bes  ;  en  même  temps,  le  second  membre  de  l'égalité  ci-dessus 
converge  vers  Funité,  car,  à  cause  de  l'hypothèse  mn=m'ny 
on  a 

m'  jn' 

d'où  il  suit  que  les  triangles  inn\  imm!  peuvent  être,  à  la 
limite ,  regardés  comme  semblables ,  ce  qui  donne 

rrlm  ^  m!i 

n!n  '  n'i 
Or,  par  construction ,  lorsque  jn  est  devenu  une  tangente  à 
Tellipse ,  il  se  trouve  perpendiculaire  à  ni  ;  donc  aussiym  doit 


éùrc  alors  perpendiculaire  sor  mi^  c'est-à-dtre  paralièlâ  4 
jn ,  sans  quoi  ron  ne  pourrait  aToir  à  la  lîmite ,  ainsi  qû% 
vieot  d'élre  démontré ,  Jm^^jn. 

Chaque  normale  à  roUipge  est  donc  aussi  normale  à  la 
courbe  parallèle ,  et  réciproquement  \  car  à  chaque  ooraïak 
de  la  première  courbe  correspond  un  point  de  la  seconde  j  et 
en  menant  de  ce  point  ks  normales  à  Tellipse  que  comporte 
sa  position ,  on  doit  en  trouver  une  égale  à  la  lon^eur  tmr 
slaole  qui  sert  à  construire  la  courbCp  Or,  on  Tient  de  dé- 
montrer que  œtte  normale  de  rellipse  est  aussi  une  normale 
de  la  courbe  parallèle,  donc ,  elc.^  C.  Q.  F,  D. 

Hemarque.  J'ai  admis  tacitement  que  le  point  ^  à  la  limite 
ne  coïncide  pas  avec  le  point  « ,  c'est-à-dire  que  le  rayon  de 
courbure  de  !a  courbe  primitive  n'est  pas  nul  ;  mojennaflt 
cette  restriction ,  qui  convionl  à  Tdlipse ,  la  démonstration 
précédente  est  applicable  à  une  couiiie  quelconque ,  mônut 
non  algébrique  Ç).  ^^ 

2.  ^  La  courbe  parallèle  à  Tcllipse  peut  être  regardée , 
en  raison  de  la  propriété  qui  forme  l'objet  de  ce  théorèae, 
comme  Fenveloppe  d'une  circonférence  4ie  rayon  constant 
dont  le  centre  est  assujetti  à  demeurer  sur  Fellipse  ;  or ,  à 
cette  dernière ,  comme  on  sait ,  répond  toujours  dans  Feipace 
une  circonférence  dont  elle  est  la  projection.  Le  cercle  mo* 
bile  enveloppé  peut  être  considéré  comme  la  projectioii^d'QDe 
sphère  de  même  rayon,  dont  le  centre  se  meut  sur  la  dreoB- 
férence  dont  l'ellipse  est  la  projection.  L'enveloppe  de  cette 
sphère  n'est  autre  chose  que  le  tore  ou  surface  annulaire, 
d'où  il  suit  que  la  courbe  parallèle  à  l'ellipse  forme  le 
contour  apparent  de  la  projection  d'un  tore.  Sans  avoir  la 
prétention  de  créer  un  nom  nouveau ,  je  nommerai ,  seule- 
ment pour  abréger ,  la  courbe  dont  il  s'agit  tor&ide ,  dési-* 

(*)  C'est  un  cafr  particulier  de  la  conslruetien  générale  imKqvée,  I.  If,  p.  289. 
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goatioD  tirée,  ooBune  oa  voit  »  de  raae  de  ses  propriélés  les 
plus  sailliiites. 

3.  —  De  ce  qae  là  iMmnsJe  de  la  tdroïde  est  néoessaire- 
meiit  nonnale  à  rellipse»  il  résulte  qae  les  centres  des  œr- 
eke  osGuliteurs  aux  pmnts  oorrespondâots  situés  sur  cette 
Sgne  coïncident  «  ou ,  en  d'autres  termes,  que  les  rayons  de 
courbure  des  deux  courbes  présentent  une  différence  con- 
stante; iltest  évident  qu'elles  ont  la  même  développée.  Nous 
pouvons 9  en  conséquence,  regarder  la  torolde  comme  dé- 
crite par  le  point  d'une  ligne  droite  qui  se  meut  de  manière 
à  toucher  la  développée  sans  glisser  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur. On  remarquera  que,  d'après  ce  qui  a  été  dit  {dus 
haut ,  la  torofde  se  compose  de  deux  branches  décrites  simul- 
tanément  par  les  deux  points  de  la  droite  mobile»  également 
distants  du  point  de  Tellipse,  l'an  du  côté  convexe ,  l'autre 
du  c6té  concave.  La  première  de  ces  branches  est  toujours 
de  forme  ovale ,  la  seconde  présente  une  figure  variable  sui- 
vant les  cas  :  elle  est  ovale  kHrsque  la  distance  à  l'ellipse  est 
inférieure  au  plus  petit  de  ses  rayons  de  courbure  ;  vient-elle 
i  le  surpasser ,  la  branche  de  toroïde  offre  quatre  points  de 
rebroussement  situés  sur  la  développée;  mais  si  l'on  fait 
crcriitre  la  même  distance  au  ddà  de  la  longueur  du  rayon 
de  courbure  maximum  de  l'ellipse,  la  branche  redevient 
ovale.  Il  est  très-facile  de  se  rendre  compte  de  toutes  ces 
particularités. 

4.  —  La  connaissance  du  rayon.de  courbure  d'une  courbe 
étant  l'un  des  meilleurs  moyens  d'en  connaître  les  diverses 
affections,  je  rassemble  ici  quelques  formules  dont  on  pourra 
se  servir  utilement  pour  calculer  la  longueur  de  ce  rayon , 
et ,  au  besoin ,  pour  le  construire  graphiquement. 

-  Le  rayon  de  courbure  de  la  toroïde  n'étant  autre  chose  que 
celui  de  l'ellipse  augmenté  ou  diminué  d'une  certaine  lon- 
gueur, les  formules  suivantes  sont  relatives  à  l'ellipse.  Je 


suppose  celle  ligne  rapportée  à  ses  axes  priodpatnc  a^b^tt^ 
jc ,  y  désigaaD t  les  oiémes  ligoes  que  dons  les  traités  dasn* 
que»,  notUDions  de  plus  N  la  poriioD  de  normale  comprise 
entre  la  courbe  et  le  grand  axe ,  i  Tangle  qu'elle  fait  arec  lei 
rayons  vecteurs  p,  t^  menés  aux  deux  fojers ,  et  p  te  rayon 
de  courbure,  ^  ■  i^ — ^ 
Où  a  •    * — 


et 


d^^* 


Cette  dernière  expression  se  déduit  aisément  de  celle 
qui  a  été  donnée  par  M,  Gérono ,  tome  II ,  p,  78,  ^ 

Cela  posé,  on  arrive  sans  peine  aux  formules  suivantes.! 

1=  Expression  îhi  rayon  de  courbure  en  ronetlon  de  h 
normale 

2°  Expression  du  même  rayon  en  fonction  de  TaogleA 
p.  peiit  être  mis  sous  la  forme 


et  comme  Ton  a 


il  vient 


h* 


Ç08i: 


b^        1 


?= 


a     cos** 


Cette  formule  a  été  indiquée  par  M.  Transon  {Journal  de 
Liouville^  t.  I,  p.  191);  elle  se  prête  à  une  construction 
graphique  élégante  et  facile  à  retrouver. 
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Gaoune  moyen  de  Yérificatk» ,  il  est  ntile  de  nmtqikat 
que  Tod  a  la  relatidb 

Nco8t  =  -  (■). 
n 

3*  Expression  du  rayon  de  ooorbare  en  fonction  des  rayons 

yeeteurs  aux  foyers.  On  a 

ic*  =  f^  +  */•  —  2w' cos  2i , 


d'où  cos^f  = 


4w'  i'tf^* 


.j\- 


el  enfin  o  =  - — r-« 

ab 

5.  —  Considérons  à  présent  la  coorbore  des  sommets  de  la 
loroide.  Ce  qoe  je  vais  dire  se  rapportera  oniqoement  à  la 
brandie  extérieure  de  la  ooorbe ,  la  seule  dont  il  y  ait  Uea 
de  sToccoper  en  yne  du  tracé  des  figores  orales.  Soit  X  la  dis- 
tance à  rdBpse ,  je  pose 

A  y  B ,  R ,  r  étant  les  axes  et  les  rayons  de  coorbore  princi- 
paux de  la  toroïde-,  l'élimination  des  qoantités  a ,  b  donne 

RB-A' 


et,  parsoite^ 


a  =- 


^      R+B  — 2A' 

(A--B)(R— A) 
R  +  B— 2A    ' 

R  +  B— 2A' 

^-B      ^^-"^' 

Ces  diverses  formoles  contenant  tr<Hs  qoantités ,  Â,  B^  R^ 
on  Toit  qoe  les  axes  principaox  de  la  toroïde  étant  déter- 

'  ■      '  '  '    t 

(*)  Y.  t.  II ,  p.  537.  Théor.  XIX.  Tm. 
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miaés,  il  est  possible  de  disposer  encore  de  R  ,  ce  qui  n'i    ' 
puînL  liea  pour  Fellipse. 

La  deraiére  Tait  voir  que  r  augmente  avec  R  et  oonv^ 
vers  la  limite  fi.  Lorsque  R  devient  ioGûi ,  on  a 

X=B^  d=A— B,  6=0,  r=fi. 

L'ellipse  se  réduit ,  dans  ce  cas  »  à  une  ligne  droite  de 
longueur  2^2,  et  la  toroïdc  à  deux  demieireouférences  rai> 
cordées  entre  elles  par  des  lignes  droites;  en  d'autres  termes, 
la  figure  représente ,  ainsi  que  Uon  pouvait  s'y  attendre,  li 
projection  d'un  tore  sur  un  plan  parallèle  à  son  axe. 

6. —  La  longueur  de  Tare  de  toroide  n'est  pas  exprimable 
sous  forme  finie  ^  non  pins  que  celle  de  Tare  d'ellipse  ;  k 
premier  est  égal  an  second ,  augmenté  de  Tar^  circulaire 
compris,  sor  la  circonférence  de  rayon  1,  entre  dens 
rayons  parallèles  aux  normales  extrêmes,  de  sorte  que  S  et 
S«  étant  les  longueurs  totales  de  la  toroïde  et  de  Tellipse^ona 

S=So  +  27r>. 

La  surface  en  dehors  de  celle  de  Fellipse ,  s'obtient  par 
Tapplication  de  la  règle  de  Guldin,  elle  est  égale  à  Tare 
parcouru  par  le  milieu  de  X  multiplié  pur  cette  longueur.  Or 
Tare  parcouru  est  lui-même  égal  à  la  dcmi-sonune  de  l'arc 
de  toroïde,  et  de  Tare  d'ellipse ,  nommons  a  Taire  totale  de 
la  courbe,  nous  aurons 

a  =  n.ab  +  (-^^  )  X  =  'K,ab+  S^X  +  7cX*. 


•(^) 


Cette  surface  est  plus  grande  que  celle  de  l'ellipse,  qui 
aurait  les  mêmes  axes  que  la  toroïde,  pour  savoir  quelle  est 
la  différence ,  il  suflSt  de  refrancher  de  n  Taire  ic(a+)t)(A+X), 
on  trouve  qu'elle  est  exprimée  par  la  formule 

X[So  — 7i:(a+6)], 
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«  OD  a  dèaoïiiré*  tome  III ,  p.  S33,  qae  S«  eil  pins  grand 
qaen(a  +  b),  donc, etc.  C.Q.F.D. 

L'é?aliiatioQ  namériqQe  de  ces  différences  ne  poavant  être 
«Meniie  qœ  difiBcUement  par  les  méthodes  ordinaires,  j'in- 
sois  ici  quelques  nombres  propres  à  donn^une  idéedeleor 
mircbe.  Les  longueurs  d'ellipses  sont  extraites  de  la  table  (*} 
pribliée  dans  le  S*  volume  du  Conn  de  constructions  de 
Sganiin ,  4^  édition.  La  longue  2a  est  prise  pour  unité ,  et 
%  Turie  ée'Yingtiéme  en  vingtième  : 


b 
2a 

S. 

it(a+b) 

S,— it(a  +  ft) 

S.    ' 

0,10 

S,0iS24 

1,88496 

0,19828 

0,09518 

0,1& 

2,18660 

2,04204 

0,14456 

0,06611 

•,S0 

3,30028 

2,19911 

0,10117 

0,04422 

0,S5 

2.12272 

2,35619 

0,06653 

0,02746 

0,30 

2,55338 

2,51337 

0,04011 

0,01571 

0,35 

2,69078 

2,67085 

0,02043 

0,00761 

0,40 

^,83596 

"2,82743 

•   0,00853 

0.00301 

0,45 

2,98622 

2,98451 

0,00171 

0,00057 

0,50 

3,14159 

3,14159 

0,00000 

0,00000 

Les  deux  dernières  colonnes  expriment  les  diflB^rences 
rapportées  au  diamètre  plHncipal  et  au  périmètre  de  Fellipse. 
Les  unes  et  les  autres  vont  en  décroissant  à  mesmre  que  l'el- 
lipse approche  davantage  de  la  figure  circulaire ,  et  devien- 
nent nulles  à  cette  limite. 

7.— Tracé  m  grand  de  la  tùroïde,  La  facilité  de  tracer  une 
courbe  a  bien  plus  .d'importance  pour  les  arts  que  pour  la 
théorie.  Il  entre  donc  naturellement  dans  mes  vues,  de  re- 


(*)  Gttte  lâbto  ne  mérite,  tou»  IS  rapj^  de  l'exactilude ,  qu'une: médiocre 
conliance.  Les  rapports  qu'elle  donne ,  rapprochés  de  ceux  obtenus  par  H.  de 
SalntrGvilhera ,  en  diffèrent  quelquefois  dans  les  trois  dernières  décimales. 


eiiefflïer  potir  la  loroïde  des  moyens  dedescriptiûô  masm 
el  peu  cooipliqués. 

1^  la  coosïructîorf  peut  s'effectuer  par  points ,  an  mojeti 
des  normates  de  L'ellipse  sur  lesquelles  on  porte  la  longoeor 
constante  ï.  Ce  procédé  a  contre  lai  sa  longueur. 

2"  Dans  certains  cas  on  se  servira  avec  avantage  d*im 
procédé  iodiqué  par  M.  deProny,  leqnel  consiste  à  regarder 
la  courbe  comme  Tenveloppe  \le  ses  taDgeutes.  Il  délermnM 
1^  points  où  celles-ci  rencontrent  les  c^tés  du  rectangle 
construit  sur  les  demi-axes  a,  b.  Soit  «  la  longueur  ioter- 
ceptée  par  la  tatigeute  a  Tellipse  sur  le  eûté  du  rectangle 
parallèle  au3t  ar^  h  partir  du  sommet  opposé  à  rorigine^  p  k 
portion  de  Tautre  côté  interceptée  entre  la  même  tangente 
et  le  grand  axe  j  on  divisera  ce  dernier  côté,  parallèle  bux;|, 
en  n  parties  égales  i  pour  une  valeur  de  ^  c:oity)renant  p 
divisions,  on  aura  (je  supprime  la  démonstration}, 


P  =  P-, 


2a 


2a 


2*^ 


On  doit  remarquer  Tidentité 

(2a— a)  [b-\-^)=2ah. 

A  chaque  tangente  ainsi  obtenue  on  mènera  une  parallèle 
qui  en  soit  distante  de  la  longueur  )  \  ce  sera  la  tangente  de 
la  toroïde.  Le  point  de  contact  sera  la*  projection  du  point 
[x,y)  sur  celte  tangente. 

L'espace  nécessaire  pour  ce  mode  de  description  n'excè- 
dent pas  les  limites  du  rectangle  circonscrit  à  chaque  quart 
de  courbe ,  ce  seul  motif  pourrait  le  faire  préférer  par  les 
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ooDstmcteurs,  lorsque  ToYale  devra  présenter  de  grandes 
tfmensions. 

On  pourrait  construire  des  tables  pour  rapplication  de  cette 
méthode,  fin  les  dressant  pour  le  tracé  d'une  circonférence 
de  cercle  dont  le  rayon  serait  égal  à  Tunité,  les  longueurs  a, 
a  —  X  ^  parallèles  à  Taxe  a ,  s'obtiendraient  en  multipliant 
par  a  les  nombres  donnés  par  les  tables  ;  de  même ,  on  cal- 
culerait les  longueurs  parallèles  à  Taxe  h  en  multipliant  les 
nombres  correspondants  par  b. 

3*  La  toroïde  est  susceptible  d'être  tracée  d'une  manière 
assez  nette  par  les^intersections  successives  d'une  suite  de 
circonférences  de  rayon  X  ayant  leurs  centres  sur  l'ellipse. 

4>*  Tracé  de  la  toroïde  d'un  mouvement  conpnu.  Il  serait 
peut-être  possible  d'établir  un  instrument  qui  tracerait  la 
torctiide  par  un  trait  continu. 

Soit  OCCy  (le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure)  un  trian- 
gle isocèle  variable ,  dont  le  côté  OC  ayant  pour  longueur 

-(a -4- 6)  passe  constamment  par  le  centre  0  de  la  courbe , 

et  dont  la  base  00'  Toïncide  en  direction  avec  le  grand 
axe;  on  sait  que  le  point  n^  pris  sur  le  côté  GO',  de  ma- 

1 
nière  que  C/i  ait  pour  longueur  -(«— ^),  décrit  l'ellipse, 

et  que  si  l'on  prend  ,  sur  le  prolongement  de  OC,  CI  =  OC, 
la  droite  \n  est  normale  à  l'ellipse  menée  par  le  point  n.  Il 
suit  de  là  que  tout  point  m  de  ceUe  droite  décrit  une  branche 
de  toroïde. 

L'instrument  se  composerait  de  trois  règles  ou  tiges.  La 
première ,  CI ,  tournant  autour  du  centre  0  ;  la  seconde  ar- 
ticulée sur  la  première  en  C  et  ayant  son  extrémité  0'  con- 
stamment sur  le  grand  axe  ;  la  dernière  enfin  articulée  en  n 
sur  GO'  et  assujettie  à  passer  toujours  par  le  point  I  sur  le 
prolongement  de  OC,  au  moyen  d'un  anneau  ou  d'une />mon 


qui  lai  permeilrait  de  glisser  dans  le  sens  di'  sa  loa^^ur. 

Ud  crayon ,  ou  m^^nic  un  tire-ligDe  âltaché  en  m  trâcenH 
la  lonjïde  i  il  arriverait  naéine  que  les  lames  du  tir^-Ugne^  %f» 
fois  fixé€$  dam  le  sen^  du  traii ,  seront  toujourg  dirigée  cm- 
v€nabkmm$  pur  a  système. 

%.  Les  notions  qui  précèdent  établissent  que  la  branche 
cTttérieiire  des  toroïdes,  ou  courbes  parallèTes  à  l'elUpse, 
}ûuii^  comme  type  de  formes  oî?a/&s ,  de  toutes  les  propriélés 
reeoonncs  à  cette  derotère ,  et  qu'elle  permet  de  plus  de 
choisir  lune  des deu^ courbures  principales  ou  leur  rapport. 
Be  là  résulle  la  variation  possible  de  la  rorme  ovale  entro  la 
limites  les  plus  étendnes  qu'il  sott  nécessaire  de  considént 
dans  les  arts,  c'est-à-dire  depuis  une  portion  dû  tigiie  droite 
jusqu'au  système  de  deus  demi-circonlferences  raccordées  par 
des  perlions  de  lignes  droites. 

Nous  avons  vu  qne  les  propriétés  essentielles  descriptives 
et  métriques  de  cette  courbe  sont  întimement  liées  à  celles 
de  Fellipse^  et  que  sa  coDitructioti,  même  en  ^and ,  n'offire' 
pas  de  difficultés.  Ce  sera  peut-être  p^r  les  praticiens  une 
raison  d'en  faire  des  applications  ;  mais  je  suis  surtout  con- 
TaittCQ  que  son  étude ,  approfondie  davantage,  doit  conduire 
tôt  ou  tard  à  d'intéressantes  découvertes  qui  en  forontiB 
objet  d'attention  et  comme  un  complément  naturel  de  la 
théorie  de  l'ellipse. 

Noie.  M.  Gauchy  a  don«é  la  théorie  analytique  des  to 
roïdes  {Comptes Retidm,  2*  série,  1841,  t.  XIII,  p.  lOfâ). 

Soit— ,+^,  =  1  (1)  Téquation  de  l'ellipse, 

a       0 

l'équation  du  cercle  générateur  ;  prenant  la  fonction  prime 
de  p  dans  les  deux  équations  et  les  égalant ,  on  obtient 
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a  p 

snbfititiiant  dans  les  équations  (1)  et  (2),  il  Tient 

l.»\«  *  ♦       /A_l_  ^>\>    I     i 


En  éliminant  0,  on  obtiendrait  Féqnation  des  toroïdes. 
Passant  aux  coordonnées  polaires,  en  faisant  j:=rcos(p, 

r=rsiny,  il  Yient/-=  [^-^%os-7+^^^-^  ', 

(^_a'A*)(6  +  i7cos*(p+(e-— ft*Â»)(e+aysin>  =  0. 

Le  tœre  est  une  surface  du  quatrième  d^ré,  les  sections 
planes  sont  donc  des  lignes  du  même  ordre  ;  le  plan  touchant 
le  twe  intérieurement  et  mené  parallèlement  à  Taxe  donne 
po«r  lection  une  casrinolide.  Mais  on  n'obtient  pas  cette 
conrfce  par  d'autres  plans  coupants  parallèles  à  Taxe ,  ce  qui 
est  d'ailleurs  évident,  en  faisant  passer  le  plan  par  l'axe  : 
cm  obtient  deux  cercles  dont  le  système  ne  peut  jamais  re- 
présenter une  cassinoïde.  Nous  donnerons  incessammentune 
tbéori&de  cette  courbe  et  de  la  lemniscate ,  à  laquelle,  dans 
oerlaiM  cas ,  elle  dcTient  identique. 

Dans  la  dissertation  de  M.  Reiss ,  dtée  ci-dessus,  on  trouve 
toutes  les  fcnrmules  différentielles  relatives  aux  lignes  équi- 
distantes ,  planes  et  à  double  courbure ,  et  aussi  pour  les 
snrCsces  équidistaÀtes.  Tm. 


DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE 

De  iii  farmuk  de  ingonométrie  -■  ■     =: ■. 

proFesa^ar  de  malbémaliques. 


Pour  résoudre  un  triangle  reclIll^Qe  quelconque,  dam 
lequel  deux  côtés  é^  et  e  et  Tangle  compris  Â  sont  donnés  f 
on  a  recours  à  la  proportion 

^_pc:è--c::taDg.i(B  +  C]:taàg.J  (B-C). 

Pour  arriver  a  cette  formule,  on  fait  usage  de  proportions 
dont  on  a,  il  est  vrai,  une  demonslratton  géométrique ,  mais 
qui  n'apparaissent  qu'à  titre  d^au^iliaires.  On  pourrait  en 
éviter  remploi  de  la  manière  suivante  à  Taidc  de  la  géomé- 
trie. 

Soit  le  triangle  ABC  {fig.  61),  dont  nous  représenterons  les 
côtés  par  a^  b,  c  et  les  angles  par  A,  B,  C.  Prenons,  après 
avoir  prolongé  b ,  à  droite  et  à  gauche  de  A ,  une  longueur 
AD  et  AD'  égale  au  côté  c  Joignons  BD  et  menons  la  bissec- 
trice AE  de  Tangle  BAD.  Enfin  joignons  D' et  B,  et  élevQDS 
D'F  perpendiculaire  à  BD'. 

Les  droites  AEetD'B  partageant  DD'  cH  DB  en  deux  par- 
tics  égales  sont  parallèles ,  donc  D'B  est  perpendiculaire  à 
DB.  Mais  de  ce  que  D'F  est  perpendiculaire  à  D'B,  DT  et  DB 
sont  aussi  parallèles. 

Les  deux  triangles  semblables  CD'F,  CDB  donnent  la  pro- 
portion 

CD:  CD'   ::DB:  D'F, 
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ou  bien 

b-\-c:b—c::ïiB:D'F. 

et  en  divisant  les  deax  deniers  termes  par  BD', 

DB    lyp 

b  +  c-.b-c::^:^. 

Mais 

^  =  tang  DD-B  =  tang  DAE  =  tang  ^  (B  -f  C) , 

^=(langFBiy)=tang  (B-iyBA)=tang|B-i(B+C)  j  = 

=  tang*(B— C), 
donc  enfin 

^^'      tangî(B-C) 


THEOREME  SUR  LES  MEDIANES. 

VAR  M.  MATBIXV  (AUGU8TB), 
élève  du  collège  StanislaF. 


Si  on  mène  les  trois  médianes  d'an  triangle  rectiligne 

quelconque . 

l""  On  pourra  toujours  avec  ces  trois  lignes  construire  un 

triangle; 

3 
^  La  surface  de  ce  triangle  sera  égale  aux  -  de  la  sur- 

face  du  triangle  proposé. 

3*  Les  médianes  de  ce  triangle  seront  respecliTement 

3  " 

égales  aux  ,  des  côtés  du  triangle  proposé  (*). 


(*)  Ce  tbèortme  est  de  M.  Gergonne  (Annales ,  t  II ,  p.  18-94). 

ARR.  DE  M\tb£m.  m.  31 
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Soil  ÂfiC  (^g.  6'^},  un  triangle  quelconque,  CQ,  AP  dêm 
médianes;  par  le  point  C  je  mène  udc  parallèle  à  AP,  insqu'à 
la  rencontre  de  OB  en  D  et  je  tire  AD  ,  je  dis  que  AD  est 
parallèle  à  CQ  r  en  effet  dans  lo  triangle  CBD ,  OP  est  paral- 
lèle à  la  base  et  passe  par  te  milieu  de  BC  ^  donc  le  point  0 
est  le  milieu  de  BD;  donc  dans  le  triangle  BAB,  OQ  paffîe 
par  lêf  milieux,  des  deux  eûtes  BD  et  AB  est  parallèle  à  h 
hase*  Ainsi  la  figure  OCDA  est  un  parallélogramme ,  ce  qm 
dèmoûtrerait^  si  déjà  cela  ne  Tétait  pas,  que  les  médianB 
d'un  triangle  concourent  en  un  même  point  et  se  coupent  en 
leurs  tiers  k  partir  de  ta  base. 

De  ce  que  la  figure  OCDA  est  un  parallélogramme  ,  il  ré- 

suite  que  CD^OA  ,  d'ailleurs  0D=  OB,  donc  le  triangle 

OCD  qui  est  toujours  possible,  a  ses  eûtes  respectircment 

2 
égaux  au^  ^  des  niédianeâ  du  triangle  ABC,  donc  1%  etc. 

B^après  ce  que  je  viens  de  dire,  le  triangle  formé  aTCC  le^ 
médianes  du  triangle  ABC  est  semblable  au  tï^ianglc  OCD  et 

le  rapport  des  côtés  est  - ,  par  conséquent  en  désignant  par 

9 
s  la  surface  du  triangle  en  question ,  j'ai  ^  =  r  OCD  ;  mais 

4 

le  triangle  OCD,  est  équivalent  au  triangle  AOC  et  le  triangle 
A  OC  est  le  tiers  du  triangle  ABC,  puisque  ces  deux  triangles 
ont  même  base  AB  et  que  la  hauteur  du  second  est  triple  de 
celle  du  premier,  donc  en  désignant  par  S  la  surface  do 

i  3 

triangle  ABC ,  j'aurai  OCD  =  -  S  et  par  suite  5  =  -  S ,  donc 

î2%  etc. 

Dans  deux  triangles  semblables,  les  médianes  sont  propor- 
tionnelles et  leur  rapport  est  égal  à  celui  des  c6tés  ;  si  donc 
je  fais  voir  que  dans  le  triangle  OCD ,  les  médianes  sont 
égales  aux  moitiés  des  côtés  du  triangle  ABC,  il  sera  prouvé 
que  dans  le  triangle  construit  avec  les  médianes  de  ABC>  les 


—  469- 

3  1 
médianes  sont  les  -  des  côtés  de  ABC  ;  or  CRs?  •>  AC;  comma 

4  2 

le  point  O  est  le  milieu  de  BD,  si  on  joint  ce  point  au  milieu 
de  GÔ,  la  droite  de  jonction  sera  la  moitié  de  BC  -,  enfin  si  Ton 
joint  le  point  D  au  milieu  M  ^e  OC,  comme  OC=s A0=2AQ^ 

la  figure  MDAQ  est  un  parallélogramme  et  MD:=AQ=-  AB, 

donc  3°,  etc. 

On  voit  parce  qui  précède  que  si,  considérant  un  triangle, 
on  mène  les  trois  médianes ,  qu'avec  ces  trois  médianes  on 
construise  un  second  triangle ,  qu'avec  les  médianes  de  ce 
second  triangle,  on  en  construise  un  troisième,  et  qu'on 
continue  ainsi  indéfiniment,  les  surfaces  de  ce3  triangles 
successifs  seront  les  termes  de  la  progression  géométrique 
décroissante 

''\^'p 

S  étant  la  surface  du  triangle  duquel  ott  part;   on  voit 

aussi  que  tous  les  triangles  de  rang  impair  seront  semblables 

entre  eux ,  ainsi  que  tous  les  triangles  de  rang  pair. 

On  peut  encore  remarquer  que  les  sommes  des  carrés  des 

côtés  de  ces  triangles  suivent  aussi  une  progression  géomé- 

'3 
trique  décroissante  dont  la  raison  est  encore  -  ^  car  en  por- 

tant  dn  théorème  de  la  médiane,  on  reconnaît  facilement  ^ue 

dans  un  triaogle  quelconque,  la  somme  des  carrés  des  mé- 

3 
dianes  est  égale  aux  -  de  la  somme  des  carrés  des  côtés. 

Gomme  applications  du  théorème  démontré,  je  vais  donner 
la  solution  d'un  problème  et  la  démonstration  de  deux  théo- 
rèmes ,  par  rapport  au  triangle  équilatéral. 

Problème.  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  les  trois 
médianes. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'avec  les  trois 


ronJ 


lignes  données  on  ptusie  former  cm  Irlangk  :  o^te  Gondldoir 
élant  rcmpUe,  œï  mène  les  médianes  de  ce  triangle  ^  H  pre- 
nant des  Mgnei  égales  aux  -  de  ces  tnédiaiies  ^  oo  a  les  cûtà 

au  iriangle  efao^hé;  donc  lorsque  le  problèine  est  possîUe, 
il  n'admet  qo'nne  seule  solntion. 

De  la  ^lotion  de  ce  problème  od  petit  coticliir^  que  deoi 
triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  onl  les  médianes  égales,  la- 
cune à  chacane.  àà 

Théorème.  Le  triangle  éqnilatérat  ml  de  tons  les  triantes 
dans  lesquels  la  somme  des  médbnes  élant  antstantc»  le  ma^^^ 
œnni  est  une  sorface. 

Cardans  ce  triangle  madmnm.la  sorfice  dn  triangle  fû 

aTec  les  médianes  deTra  être  aussi  on  nsaxitûnm ,  {m^qn'eS^ 

3 
es4  égale  aux  -•  de  ta  surface  de  ce  trian^  -,  mais  ta  sûtnine 

d^  médiane  oH  do&iiée>  donc  ces  médianes  dûarent  être 
égales ,  or  il  est  facile  de  toïf  que  lorsque  k*!^  tmis  médïanei 
d'un  triai^Ie  sont  égales ,  ce  triaD^esl  éqoiiaténl,  donc  le 
triangle  maTJmnm  est  éqoiUténl. 

Tlbéoràne.  Le  triangle  éqidlaténl  est  de  kmskilrîaa^ 
égaox  en  surface,  cdm  dansleqndlasoiiiBedes  méi&anes 
ot  on  miiiimiiiiu 

Car  siPoQ  oonsidm  le  triangle  dans  lequel  la  sonne  des 
BèdianescstiinmiiiimoBi,  cooinielasorfiM%de  ce  triangle 
est  donnée, odk  dn  triangle  forméaTec  les médiaiies,  lésera 
aussi  ;  donc  la  somnM  de  ces  médianes  ne  peut  être  on  aii- 
mmom,  qu'autant  q^'dles  sont  égales  entre  cUes ;  éoÊtk 
triangle  doat  il  iTagit  est  éqnilatéral. 
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PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE. 


9AWL  M.  TBXAU , 

élève  de  llntUtulIon  Goodounéche. 


Ékmê  donnés  un  eereh  ei  irm  poiniî  dans  le  plan  de  ee 
cercle,  y  inscrire  un  triangle  dont  les  côtés  passent  par  NI 
iroispainis. 

Avant  de  résoudre  ce  problème  général ,  qui ,  pris  à  part , 
cOre  de  grandes  difficultés ,  et  que  les  plus  illustres  géomè- 
tres n'ont  pas  regardé  comme  indigne  de  fixer  leur  attention, 
je  Tab  donner  la  solution  d'un  autre  problème  assez  facile , 
el  duquel  le  premier  se  déduira  immédiatement.  En  voicL 
l'énoncé  : 

Étant  donnésun  cercle  et  deux  points  prishors  dececercle, 
par  ces  deux  points  mener  deux  sécantes  qui  se  coupent  sur  la 
circonférence ,  et  telles  que  la  ligne  de  jonction  de  leurs  deux 
autres  points  dHntersection  avec  la  circonférence  soit  parallèle 
à  une  ligne  donnée. 

Sdt  0  le  centre  du  cercle  donné  (fig.  65),  A  et  B  les  deux 
points  donnés  et  MN  la  ligne  donnée  ;  supposons  le  problème 
résolu  et  soient  lA  et  IB  les  deux  droites  chcrcbées ,  alors 
DG  est  parallèle  à  MN.  Far  le  point  D ,  je  mène  DG  parallèle 
à  AB,  et  je  joins  le  point  G  au  point  G  par  une  droite  GK, 
qui  coupe  AB  au  point  E.  Si  la  ligne  KG  était  connue,  il  est 
dair  que  tout  le  serait  ;  or  je  peux  déterminer  la  ligne  KG 
au  moyen  des  seules  données  de  la  question. 

En  effet ,  KAC  et  lAB  sont  semblables  comme  équiangles , 

car  Vangle  en  A  est  commun ,  l'angle  GKA  =:GGD  comme 


I 


Iteroes  mlernes  ;  or  CGÛ  el  CID  sont  ^aax  eoname  éiani 
lous  l<^  deux  compris  dans  le  oAitie  segment  CD;  doue 


CKA  =  AlB.  Noua  aurons  donc 

AGx  AI 


^^^~J^ 


« 


Mais  le  produit  de  chaque  sccânte  partant  d'uû  même  point, 
par  ta  partie  extérieure,  étant  une  quantité  CûnstâDle,  il 
i>ii»uii  que  AC X  Al  e&t  connu,  par  conséqueni  le  poial K 
eit  détermlué. 
Nous  avons  donc  déjà  un  point  de  la  ligne  KG  ;  de  plus, 

l'âûgle  GD€  est  égal  à  l'angle  ABM  ,  qui  est  connu ,  donc 
nous  connaissons  la  corde  GC^  et  par  conséquent  la  droite  GK 
est  déterminée ,  puisque  c*est  une  sécante  passant  par  un 
point  donné  et  dont  la  partie  interceptée  par  la  eirconférence 
est  connue. 

La  ligne  GK  étant  connue,  je  mène  une  parallèle  à  Afi 
par  le  point  G  ;  celte  parallèle  va  couper  la  circonférence  en 
uti  autre  point  D,  qui  est  par  conséquent  déterminé,  ainsi 
que  le  poiût  C.  Alors  je  connais  deux  points  de  chacune  des 
sécantes  demandées  ;  le  problème  est  donc  résolu. 

D'après  la  manière  dont  j'ai  traité  le  problème,  on  pour- 
rait être  porté  à  croire  qu'il  est  nécessaire^  pour  que  les 
deux  sécantes  aillent  se  couper  sur  la  circonférence ,'  de 
joindre  le  point  A  au  point  C  et  le  point  B  au  point  D  ;  mais 
cela  serait  une  erreur,  car  si  je  join's  le  point  A  au  point  D 
et  le  point  B  au  point  C  {fig.  65  bis],  je  dis  que  les  deux  sé- 
cantes se  couperont  encore  sur  le  cercle.  En  effet ,  les  deux 
triangles  ADK  et  AIB  sont  semblables,  car  Fangle  en  A  est 

A      ,      41^      AIXAD       .. 
commun ,  et  nous  avons  de  plus  AK  =  — -- —  ou  bien 

AU 

AK:  AD  ::  Al:AB.  * 
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DoDcranglelB  A  doit  être  égal  à  l'angle  ADK  ;  or  IBA»BCG  ; 
donc  ABK=BGG;  donc  le  point  I  doit  se  trouva  sur  la 
circonférence. 

Ge  problème  résolo ,  celui  que  nous  ayons  à  traiter  ya 
s'en  déduire  immédiatement. 

Fig.  65  {ter).  Soit  un  cercle  ioùi  le  centre  est  en  O  et  trois 
points  A-,  B ,  G.  Supposons  le  problème  résolu  et  soit  IML  le 
triangle  demandé ,  je  joins  le  point  A  au  point  B ,  et ,  par  le 
point  L,  je  mène  une  parallèle  LG  à  la  droite  AB  ;  je  mène 
k  dn»te  IG,  qui  va  couper  la  droite  AB  en  R.  Il  est  clair 
que  si  nous  pouvions  déterminer  le  point  R,  le  problème 
serait  résolu ,  car  il  se  trouverait  ramené  au  proUème  que 
nous  venons  de  traiter. 

Or,  pour  déterminer  le  point  R ,  nous  nous  y  prendrons 
aomme  dans  le  problème  précédent  pour  déterminer  le  même 
point  9  car  il  jouit  tout  à  fait  des  mêmes  propriétés.  En  efibt  » 
les  deux  triangles  IBR  et  ABM  sont  semblables  par  la  même 
raison  que  dans  le  problème  ci-dessus  ;  donc  nous  aurons; 
à  cause  de  cette  similitude, 

BR:BI::  BM:AB, 
BIxBM 


ou  BR 


AB 


Or  BI X  BM  est  connu ,  nous  connaissons  aussi  AB  ;  donc 
le  point  R  est  eonnu.  Le  problème  est  donc  ramené  au  sui- 
vant :  Étant  donnés  deux  points  R  e<  G ,  mener  par  ces  deux 
points  deux  sécantes  RG  et  GL  qui  se  coupent  en  I  sur  le  cercle, 
et  de  manière  que  la  ligne  GL  soit  parallèle  à  AB ,  pro* 
blême  qui  ne  diffère  en  rien  de  celui  qu'on  a  traité  ci-deasos. 

Par  là ,  nous  déterminons  deux  sommets  I  et  L  du  trian- 
gle ,  le  problème  est  donc  résolu. 

Note.  Pappus  résout  le  problème  où  il  s'agit  d'inscrire 
dans  une  circonférence  un  triangle  dont  les  côtés  passent 


respeetivemenl  par  trois  points  doiinéâ  m  ligne  droite  (tib,7, 
prop.  ex  Vil  ).  11  ramène  C€  problème  à  celai-ci  î  Jnicrire 
dam  une  circonfèrmce  un  triangle  donî  deux  côtés  pmsml  par 
deux  poinU  donnê$  el  dont  h  tromèmû  côté  soii  parullèk  â  la 
droite  qui  réunit  les  deux  points  donnés  (Ijb.  7,  prop.  CVll }. 
Gabriel  €ramer  ^  Tauteur  des  fornaulcs  de  ce  nom  (  /^.  1. 1 , 
p.  1^5  ) ,  généralisant  ce  probième  pour  trots  points  de  po&i- 
lion  quelconque,  le  pmposa  à  M.  de  CastiUon  (*) ,  très-vem 
dans  la  géométrie  des  anciens  ;  CastiHon  en  donna  une  solu- 
tion synthétique ,  déduite  du  problème  de  Pâppus ,  que  nous 
venons  d'énoncer  ;  elle  est  insérée  dans  les  Mémoires  de 
TÂcadémie  de  Berlin,  177S.  La  môme  année  et  dans  le 
ii]émû  recueil ,  Lagrange  en  donna  une  solution  analytiquo 
très-simple  ^  elle  est  fondée  sur  ce  Ihéorème  t  Si  dans  im 
triangle  isocèle^  on  mène  du  sommet  une  droiie  quelconque 
à  la  base ,  cette  droite ,  plus  un  des  côt^,  est  à  cette  droite, 
moins  un  des  côtés,  comme  ruûité  est  au  produit  des  tan- 
gentes des  demi -angles  que  forme  celte  droite  avec  les  côtés  j 
menant  du  centre  du  cercle  trois  droites  aux  points  donnés 
et  trois  rayons  aux  sommets  du  triangle  supposé  construit, 
ce  triangle  sera  partagé  en  trois  triangles  isocèles  ;  prenant 
pour  inconnues  les  angles  que  forment  les  rayons  avec  ks 
droites,  on  aura  eu  tout  trois  inconnues,  et  le  théorème 
appliqué  à  chaque  triangle  fournit  trois  équations  entre  \é 
produits  des  tangentes  des  angles  inconnus,  dont  on  tire 
facilement  les  inconnues.  Mais  la  construction  est  moins  élé- 
gante que  celle  qui  a  été  donnée  géométriquement  d'abord 
pér  Annibale  Giordano  di  Ottaiano ,  jeune  Napolitain ,  et 
ensuite  par  Malfatti ,  dans  la  collection  intitulée  :  Memorie 


(*)  Jean-François  Saivemini,  né  en  1709  è  Castrglione,  en  Toscane;  (Tdù  il 
a  pris  son  nom;  professeur  à  TËcoie  d'artillerie  et  membre  de  l'Académie  <le 
fterlin ,  auteur  de  plusieurs  traductions  ;  mort  en  iTOi. 
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di  fi$ica  e  di  matematica  délia  jocieta  Ualiana  ,    t.  lY. 

Ces  MdQtions  sont  générales  et  comprennent  des  polygones 
quelconques);  on  les  trouve  légèrement  modifiées  dans  les 
Élànents  d'analyse  géométrique  de  Simon  Lhuilier  (1809), 
p.  280;  nous  en  avons  extrait  ce  qui  précède.  De  là,  ces 
solutions  ont  passé  dans  plusieurs  recueils.  —  M.  Servois  a 
construit  les  mêmes  problèmes  pour  les  coniques  en  général, 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  {Ann.  de  Gergonne , 
1. 1,  p.  357, 1810).  C'est  à  cette  occasion  que  ce  savant 
géomètre  a  introduit  la  dénomination  de  pôle  d'une  droite^ 
M.  Poocdet  s'est  aussi  occupé  à  diverses  reprises  de  ce  pro-- 
Uème  dans  le  recueil  cité  et  dans  les  Prapriéiés  projecHves 
(  R*  349  )  ;  les  constructions  sont  basées  sur  les  théorèmes  de 
Bïtickenridge  et  de  Madaurin  relatifs  aux  polygones  dont 
les  côtés  pivotent  sur  des  points  fixes ,  tandis  que  les  sonunets 
parcourent  des  lignes  données. 

A  Taide  de  la  magnifique  théorie  des  polaires  récipro- 
ques ,  dont  on  doit  aussi  le  développement  à  N.  Poncelet,  le 
pioldènie  de  la  circonscription  des  polygones  dont  les  som- 
mets doiTcnt  se  trouver  sur  des  droites  données  se  ramène 
au  problème  de  l'inscription,  et  vice  versa.  On  sait  d'ailleurs 
que  la  polaire  d'une  conique ,  prise  par  rapport  à  un  cercle 
décrit  d'un  foyer  comme  centre,  est  un  second  cercle;  par 
là ,  les  problèmes  d'inscriptions  et  de  circonscriptions  de  po- 
lygones dans  les  coniques  se  ramènent  aux  problèmes  analo- 
gues dans  le  cercle.  Il  sufiBt  donc  de  savoir  résoudre  ce  genre 
de  problèmes  pour  le  cercle  seulement. 

On  a  lieu  d'être  surpris  qu'une  doctrine  si  facile,  si 
abrériatrice,  si  riche  en  applications,  n'ait  pas  encore  trouvé 
fdace  dans  l'enseignement  classique.  Toutefois ,  s'il  le  fallait , 
j'en  dirais  la  raison.  Tm. 


éUft  fnieme  au  eolk^c  de  Saïnt-Lonii  (classe  de  M,  Ymcenij 


<k»Tisidéra[is  la  branclte  AM'B  {fig,H  )  d'une  ellipse  ajanl 
poar  grand  axe  la  ligne  OA^a  et  pour  petit  axe  la  ligne 
ÛB  =s^  ;  cetle  branche,  en  Lournant  autour  de  Taxe  OA,  en-  | 
gèndrera  la  moitié  de  la  surface  d'un  eltipsoïde  de  révolu- 
tion  ;  je  représente  par  S  celte  surface,  quHl  s'agît  de  ilé- 
terminer. 

Supposons  que  nous  ayons  ûhiwé  Tare  AB  du  cercle  pria- 
cipal  circonscrit  en  nn  trés-^ând  nombre  /  de  parties  égalei, 
dont  je  représente  la  valeur  commune  par  k;  k  aura  pour 

valeur  —  et  deviendra ,  quand  /  sera  infini ,  l'élément  du 

cercle,  en  un  certain  point  M. 

Soit  K'  l'élément  de  Tellipse  qui  correspond  au  point  M', 
ayant  même  abscisse  OP  ;  menons  par  les  pointa  M  et  M' 
deux  tangentes  qui  viendront  couper  l'axe  OA  en  un  même 
point  G.  et  représentons  par  m  la  tangente  de  l'angle 
MCO  =  MOD  =  a ,  nous  aurons 


233). 


La  demi-surface  de  rellipsoïde  est  égale  à  la  somme  des  sur- 
faces élémentaires  engendrées  par  les  éléments  de  la  branche 


\M!B.  Sdt  s  la  surface  eorrespondante  à  rélément  k',  il 
riendra 

i\  /?'"'+* 

=.«*.^«^   -^?Tr=='' TV  «•"■'*' 

car  on  a 

M'P:=MP.  -  =  âC08a.   -  =  6c08a. 
a  a 

Représeotons  par/?  et  ^  le  sious  et  le  cosinus  de  Tangle  a, 

l^oaona  -^=r*=s  coa'  0,  ce  qai  est  possible,  puisque  b  est  <a, 

et  désignons  par  25  la  somme  de  toutes  les  surfaces  élémen- 
taires ,  nous  aurons 

Sa  *  » 

,  KH-  iï-'*')  /G->^ 

1.2 71  r"*-' 


1;  tango 

/  y^      ^  sm 


KH-G-H  jG-) 


-+"'"    lia....:» ^''  ^'  *'^-:^i^+-  I  Uetci 


Xlette  expression  devient,  «n  posant  <=tang  6  et  remarquant 
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2  M  ^^     sine 


9  l  ^ 


"»^|"^'j|_ TJZZ^ ^         ^  "^.j 


+1 


+n 


•H«+l) 


1.2 (n+2)         '^  y.      ^  2 


] 


Représentons  par  Tan-i  et  Ts»^i  les  coeflBcients  des  deux 
termes    ainsècutifs    qui    contiennent    /   aux    puissances^ 

(2/1  —  \f^^  et  (2/1 -|- <)*"*'.  nous  aurons 


—  MO  ~ 


,  ,,  .îa-)-(î— 0.^ 

T»»,+T«-,_ ,., „ l 

''  ^    ^  1.2.3  ••  J' 

et  fonarqnant  que  la-qoantité  entre  parenthèse  reyient  à 

on  à  9*",  en  verta  de  la  relation p'-f-^* =1, 


1G-')-(î— ) 


z  ^-—  repréikitela  somme  de8(ân4- 1)^"»«  puissances  de  tous 

les  éMnns  des  angles  compris  entre  0  et  90'',  divisée  par  le 
nombre  des  angles ,  et  Ton  sait  <)a'elle  a  ponr  valeur 

1.2 n        2*+' 


il  viendra  alors ,  en  simphfiant , 


1.3 (2n+l)'    ir  ' 

d*où 

^'^^  ^  (2n-l) (2/1+1)  ^  ;  ~  ^^-'' 

le  signe  +  correspondaaf.au  cas  où  n  est  impair  et  le  signe 
—  à  celui  où  n  est  pair. 

Revenons  maintenant  à  la  valeur  de  -  S ,  nous  avons 


r  est  le  cosinus  de  Tangle  0,  e  la  tangente;  alors  la  série  qui 

1 
est  multipliée  par  -—  représente  le  développement  de  Tare  6 

en  fonction  de  sa  tangente  ;  nous  aurons  ainsi  définitivement 

S 


2 


^ab  <  cos  6  + 


Sz=27cab  |cosô4- 


—  ! 

sin  e  )  ' 

sm  9  ) 


ou 


Note,  Cette  belle  méthode,  qu'il  serait  facile  d'abréger, 
est  analogue  à  celle  que  Wallis  emj^yait ,  avant  Tinveotion 
du  calcul  intégral,  pour  la  quadrature  des  aires;  le  calcul 
suivant  fait  ressortir  Timmense  avantage  des  nguvmux 
calculs. 


^   1»  Aire  de  Vellip»&ide  allongé.  On  a  pour  expression  inté- 
grale de  cette  aire 

(jc  V/«*  — c"j:*  +  — arctang  —  V 

faisant  j:=  a  et  doublant  le  résultat,  on  a  pour  la  surface 
tolaleâic^xW  cose-f-— )i  lorsque  a=^h^  alors  0  =  0   et 

-r*-  s=  1  ;  Taire  devient  4ira%  qui  est  celle  de  la  sphère, 
sin©  ^  ^ 

^  Aire  de  Vellipsoïde  aplati. 

Si  on  détermine  la  constante  pour  que  Tint^ale  soit  nulle 

pour  ^ = 0 ,  on  obtient  C = log  ^' ,  faisant  ensuite  y=b 

c 

et  doublant  le  résultat ,  on  obtient  pour  Taire  totale  de  Tel* 
lipsoïde  aplati 

ârwifr    sécô+coldlogtang45<»+-0    . 

{T.  1. 1,  p.  521');  faisant  a=zb,  on  a 

logtang45«+-« 

G=0,     sécô=i,        ==^. 

'  tango  0 

La  dérivée  du  numérateur  est  .   ,^^^  ,  ^^  et  celle  du  déno- 

8m(9O*-f0) 

minatenr  est  — ^  ;  donc  ce  rapport  est  égal  à  Tnnité.  Ainsi 

Taire   devient  49^%  qui  est  encore  celle  de  la  sphère. 
{r.  Moigno ,  t,  II,  p.  160.)  Tm. 


NOTE  RELATIVE  A  UN  THÉORMe 
iur  la  Cissùtde^  Hm  géoméiriqm  (t,  II ,  p,  488)  J 


élére  do  coUége  de  BesAiiçon^ 


M.  Tcrquem,  dans  une  Qate  à  la  fm  de  ce  Ibéorëtne.fait  li 
nîmarque  suivante,  "  Ijor^ue  R  derient  négatif,  les  cir- 
mnférenccs  se  toucbeat  inlérieuremeiit^  et  n'ont  qu'âne  tao- 
gente  commune^  toutefois  la  cissoKde  reste  réelle  ;  que  sigDiûe* 
t-elle  alors?  »  Pour  tronTer  cette  sî^oificalioû ,  il  faut 
généraliser  ainsi  renoncé  du  probléme^ 

SoioDt  deus  circonrérences  qui  se  toucbenl  en  un  point 
fixe,  Tune  de  ces  Girtonférences  est  donnée  de  position  etdi 
grandeur,  Tautre  est  d'an  rayon  i^ariable  ;  prenons  le  centre 
de  similitude  autre  que  le  point  de  contact  (qui  est  direct, 
lorsque  les  deux  cercles  se  toucheot  extérieurement,  et  in- 
verse lorsqu'ils  se  touchent  intérieurement)  ;  de  ce  centre, 
menons  le  rayon  moyen  C)  ;  et  cherchons  les  lieux  géométri- 
ques des  extrémités  de  ce  rayon  moyen  dans  les  deux  circon- 
férences. Pour  la  circonférence  fixe  ce  lieu  est  évidemment 
la  circonférence  elle-même ,  et  pour  la  circonférence  variable 
le  lieu  est  une  cissoïde. 

Si  les  deux  circonférences  se  touchent^xtérieurement ,  on 


n  Prenons  un  point  quelconque  sur  le  diamètre  d'une  circonférence  donnée, 
de  ce  point  comme  pôle  menons  des  rayons  vecteurs  i  la  circonférence;  cela 
posé,  je  désigne  sous  le  nom  de  rayon  moyen ,  le  rayon  vecteur  qui  fait  le  plus 
grand  angle  aigu  avec  le  diamètre  fixe  ;  lorsque  le  point  est  intériear,  le  rajon 
moyen  est  perpendiculaire  au  diamètre;  lorsque  le  point  est  extériear,  le  rayon 
moyen  est  tangent  à  la  circonférence. 
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a  le  problème  qne  j'ai  discaté;  je  vais  résoudre  la  seconde 
partie  du  problème,  lors(|ae  les  circonrérences  se  touchent 
intérieurement. 

Je  prendrai  pour  inconnue  la  distance  du  point  de  contact 
au  centre  de  similitude  inverse  ;  les  calculs  sont  plus  ra- 
pides qu'en  suivant  la  méthode  qne  j'ai  employée  pour  ré- 
soudre la  première  partie  ;  qne  Ton  peut  aussi  résoudre  plus 
simplement  en  prenant  pour  inconnue  la  dislance  du  point 
de  contact  des  deux  cercles,  au  centre  de  similitude  di- 
recte. 

Conservant  les  mêmes  notations  que  dans  la  première 
partie ,  /^.  60 ,  les  deux  triangles  semblables  ACD ,  BC'A  me 
donnent 

R  :  a  ::  CA  :  CA 
R4-a:R  — a::a:AG 
2R  :  OA  ::  R  +  a  :  », 
d'où 

— 2Rà 


OA  ou  Jc"  = 


R  +  a 


combinant  cette  valeur  de  x^'  avec  réqnation  du  cercle  G' , 

4R  a^ 
qui  est  y  +  j:'  +  2aj:  =  0 ,  il  vient  ^"*  = ;  éliminant 

(K  +  a) 

bi  entre  cette  équation  et  la  valeur  de  x'' ,  on  aura  une  équa- 
tion qui  représentera  le  lieu  des  points  m.  De  x" ,  je  tire 

—  Rjc 
2R  +  x' 

substituant  cette  valeur  de  a  dans  y  ^  il  vient  Téquation  de 
la  dssoïde 

'^"■2R4-Jc' 

Si  on  veut  avoir  le  lieu  des  points  m' ,  il  Tant  combinier  ?a 
valeur  de  od'  avec  l'éqaation  du  cercle  C ,  qui  est  y  +  a?*  + 

Ann.  de  Mathémat.  III.  33 


^  H*  — 

âlLr  =  0 ,  pois  éliminant  a  comiiïe  précédenaiiiefit ,  on  Irout c; 
réquâtion  da  cercle  C. 

Si  R  csl  aussi  variable ,  et  qa*on  donne  entre  £t  cl  R  la  re- 
lation 

a  :  R  *:  lîi  :  t     ou     a  =  /nR, 

il  viendra^  poar  le  lieu  géonaélrique  des  points  de  eootact  au 
cercle  ot,  T équation  y  =^±vm.jr  ^  qui  représente  deui 
droites  passant  par  l'origine;  pour  le  cercle  R  ^  on  trouve 
aussi  deux  droites  passant  par  Torigme, 


NOTICE  BIBLIOGRAPHIQUE  SUR  APOLLONIUS, 


7.  Les  Coniques  en  huit  livres  ;  ouvrage  principal  dont 
nous  allons  nous  occuper. 

•  8.  Eutocius,  dans  son  Commentaire  sur  Archîmède,  cite 
encore  un  autre  ouvrage  d'Apollonius  sous  le  titre  inintelli- 
gible de  (Lxuxépoov  ',  il  s'agit  d'une  approximation  de  r.  plus 
approchée  que  celle  d'Archimède  ;  Halley  conjecture  qu'il 
faut  lire  û)xuT(5xiov  ;  moyen  d'obtenir  vile  les  produits  de  la 
multiplication  des  grands  nombres;  ce  qui  serait  une  non- 
velle  preuve,  s'il  en  fallait,  que  les  Anciens  ne  connaissaient 
pas  notre  numération  écrite,  c'est-à-dire ,  le  caractère  zéro 
qui  en  est  la  vraie  base. 

9.  Sur  la  spirale  (Cochlea),  mentionné  par  Proclus,  II  ad 
EucL,  p.  29. 

10.  Sur  la  comparaison  de  l'icosaèdre  et  du  dodécaèdre  in- 
scrits dans  la  môme  sphère,  cité  par  Hypsicles,  liv.  XIV,  Eucl. 

1 1 .  Sur  les  stations  et  les  rétrogradations  des  planètes ,  an 


I 
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moyen  des  Épicycles ,  Ptolémée ,  liv.  Xtl,  ch.  I,  aocôm^ 
meoteemenl. 

12.  De Pyramidihus j  manasc.  de  la  bib.  du  Vatican, 
MontfaacoD,  Gat.  manuscript. ,  1. 1 ,  p.  28. 

Pappus  dit  (liv.  YII  )  que  c'est  Aristée  (  —  350} ,  qui  le 
premier  a  publié  en  cinq  livres,  un  traité  des  Coniques;  en- 
suite Euclide  en  a  publié  quatre  auxquels  Apollonius  a  ajouté 
quatre  autres.  Les  quatre  premiers  livres  du  texte  grec  exis- 
tent manuscrits,  à  la  bibliothèque  royale,  Bodleyenne,  an 
Vatican,  à  Munich,  à  Milan.  Apollonius  n'a  commencée 
être  connu  que  vers  le  milieu  du  quinzième  siècle,  et  Regio- 
montanus  (1)  le  traduisit  et  en  projeta  une  édition  qui  ne 
parut  point. 

La  première  traduction  latine  de  ces  quatre  livres  a  pam 
à  Venise,  en  1537;  on  la  doit  à  Jean-Baptiste  Menonius,  pa- 
tricien de  Raguse;  publiée  par  son  fils ,  elle  est  très-défei^ 
tueuse,  et  fourmille  de  fautes. 

La  seconde  traduction  est  du  célèbre  Frédéric  Gommam 
din  ;  elle  porte  ce  titre  -.  j4polhnii  Pergœi  Conicorum  lihti 
quaiuor  unà  cum  Pappi  Alexanêrini  kmmatihus  et  eommen- 
tarUs  EfUocii  Ascalonitœ^  Sereni^  Antinensis  philosophie  lihri 
t2tio  ,*  nuinc  primùm  in  bicem  édita  quûs  omnia  nuper  Fedmcus 
Cùmmandinus  Urbinas  expurgaia  è  grœco  convertii  et  commen- 
tariisiUmtravU^  cumprivilegio  PU  IIII^  inannoè  X.  Bùnoniœ^ 
in  offUinà  Alexandri  Benatii^  MDLXVI  ;  in-folio  de  134 
feuillets  numérotés  au  verso  seulement  ;  l'ouvrage  est  dédié 
À  Guido  Ubaldo,  duc  d'Urbin.  On  a  deux  autres  éditions, 
Paris  1626,  et  Pistoie  1696;  c'est  la  meilleure. 

n  y  a  encore  une  traduction  latine  de  Claude  Richard , 
jésuite,  année  1655 ,  avec  un  ample  commentaire  extrême- 
ment prolixe  et  peu  profond. 

C)  Son  nom  est  MuIIer  ;  il  fut  surnommé  Rrgiomontanns ,  de  se  YÏKe  natale 
Konigsberg;  ce  qui  veut  dire  Mont  royal. 
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Nous  citerons  encore  r  JpoUonii  i  ùnkorum  Hk  IF'^  me- 
ihodo  nova  iliustraM  et  mccinelè  àemomtrati  per  haa€um 
Barrouî.  Extant  cum  ^rûhimedis  opmbus^  et  Theodosii  sphœ- 
rids,  per  eumdem  Barrow  eadem  mado  ûdornatb^  Lond.  1675, 
4.  On  sait  que  Newton  a  été  le  disciple,  et  ^suite  le  succès- 
«eur  iie  Barmw ,  dans  l»  cbaîrc  Zucmîenne  de  géométrie  » 
fondée  par  le  clievalior  Lucas,  h  rUniversilé  de  Cambridge. 

Ces  quatre  livres,  longtemps  seuls  connue  en  Etirope, 
ne  pou?aienrdonuer  une  idée  juste  du  géoie  d'ÂpolloDJns. 
Aussi  Descartes  u'eo  fait-il  pas  grand  état.  Toutefois^  les 
Arabes  possédaient ,  depuis  le  neuvième  siècle ,  une  version 
des  sept  premiers  îîvres.  Ainsi  dès  830 ,  sons  le  calife  Alma- 
moun,  on  traduisit  les  trois  premiers  livres;  les  livres  V, 
IV,  Vil  furent  ajoutés ,  pendîint  le  même  siècle,  par  Tbebit 
Ben-Cora,  et  le  tout  fut  soigneusement  revu  par  Nassir- 
¥éA'm,  vers  1250. 

EuGn  Golios,  célèbre  orientatiste  géomètre ,  professeur  à 
Leyde,  rapporta  de  son  voyage  en  Orient,  une  version  aral>e 
des  sept  livres  d'Apollonius. 

Il  en  écrivit  au  père  Merseone ,  en  lui  indiquant  les  com- 
mencements des  livres  sixième  et  septième  (  Geomet.  uni- 
versœ  Synopsis^  p.  274);  c'était  en  i644;  Golius  eut  même 
ridée  d'en  donner  une  version;  mais  il  parait  que  la  nouvelle 
de  cette  découverte  ne  se  répandit  pas ,  car  on  contînaail  à 
regarder  comme  perdue  la  fin  d'Apollonius ,  et  d'émînents 
géomètres  travaillaient  à  la  restituer.  Enfin  le  célèbre  mé- 
decin mathématicien  Joseph  Alphonse  Borelli,  trouva  dans 
la  bibliothèque  de  Florence  un  manuscrit  arabe ,  qull  con- 
jectura, d'après  les  figures  qui  raccompagnaient,  devoir  être 
les  derniers  livres  du  grand  géomètre.  Ayant  obtenu  la  per- 
mission de  l'emporter,  il  se  rendit  à  Rome  auprès  d'Abraham 
Echellensis  (*) ,  Maronite,  arabisfe  :  possédant,  l'un  la  con- 

•)  Ainsi  noraraé  d'Ekel,  fa  ville  natale. 
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naissance  de  la  langue,  et  l'autre  celle  de  la  matière,  ils  en 
firent  ensemble  une  traduction  qui  fut  imprimée  à  Florence» 
on  1661  ;  mais  le  maiiuscrit  n'est  qu'un  extrait  de  la  version 
de  Nassir-Eddin ,  fait  par  le  persan  Abalphat;  la  traduction 
est  augmentée  des  précieuses  notes  de  fiorelli. 

Yen  le  même  temps ,  le  célèbre  Rau  découvrit  un  Apol- 
looios  arabe  dans  la  bibliotbèque  de  Kiel ,  et  ignorant  ce  qui 
s'était  passé  en  Italie,  il  publia  une  traduction  sous  ce  titre  : 
Conicorum  secUonum  libri  /^,  P^I,  m,  in  Grœdà  deperdUi^ 
jam  vero  ex  arabico  MS.  IcUinitate  doncUi^  d  Ckmtiano 
Rapio^  1670,  Kilone;  mais  ceci  n'est  encore  qu'un  extrait 
{ait  par  le  Persan  Abdalmelec  Scbirazita,  et  très-mal  tra- 
duit par  Rau.  En  Angleterre ,  un  ouvrage  venu  de  la  collec- 
tion des  manuscrits  de  Selden»  déposée  à  la  bibliothèque 
Bodleyenne,  tomba  entre  les  mains  de  Edouard  Bernard, 
professeur  Savilien  d'astronomie,  et  savant  orientaliste  ^  il 
reconnut  une  œuvre  d'Apollonius,  et  Halley  prouva  que 
c'était  une  traduction  du  grec,  parce  que,  dans  les  6gures, 
les  lettres  ne  suivent  pas  l'ordre  de  l'alphabet  arabe  ;  et  il 
conjectura  que  la  traduction  remontait  à  830,  sous  les  auspices 
du  calife  Almamoun.  Bernard  entreprit  la  traduction,  et  il 
fut  à  peine  à  la  dixième  partie ,  qu'il  mourut.  D'après  les 
exhortations  d'Aidrich ,  professeur  de  théologie  et  doyen 
du  collège  de  Christ-Church,  le  célèbre  David  Gregory  cor- 
rigea la  version  de  Bernard,  et  entreprit  de  donner  une  des* 
cription  soignée  et  élégante  de  tout  l'ouvrage. 

Dans  cet  intervalle,  Wallis  étant  mort  en  1703,  etÉdouard 
Halley  l'ayant  remplacé  dans  la  chaire  Saviiiennede  géomé- 
trie (*) ,  Aldrich  lui  communiqua  la  version  de  Bernard. 
Narcisse  Marsh ,  archevêque  d'Armagh  et  primat  d'Irlande, 
lai  envoya  le  texte  arabe  de  Golins,  celui  de  Nassir-Eddin , 

(*)  Fondée  par  le  chevalier  Savile. 


ce  haut  (UgDÎËâtirè ,  fauteur  des  sciences  malbématiquei, 
avait  acquis  des  héritiers  du  professeur  de  Leyde,  Muni  de 
tous  ces  secours  ^  Haïley ,  quoiqtte  ignoraot  presque  I*idîome 
arabe,  eiitreprîi  la  version  âm  livres  en  arabe ^  en  deTùant 
le  sens  d'après  les  Q^ures.  On  lit  ces  détails  daos  ronvragt 
suivant  -  Hki^rla  mafkâmis  unitersœ  à  munéo  candiSû  ad 
JienliirtX^/.auctore  Jos >Chmt,IleilbronneoJT6l  ^.9*72]; 
k*  ri^le  est  raconte  par  Halle j  Im-m^me  ;  Gregor;  (Itafidj, 
astronome  et  pbilotof^ue ,  ayant  succédé  à  Bernard  en  1691, 
se  charçea  de  ia  révision  do  texte  grec  et  de  !a  versiOD  ktiiic 
de  Coninuiiidiii  :  tuais  Gre^ory  fut  aussi  enlevé  en  170S,  à 
pcliR'  arrive  à  ta  page  6i;  de  sentie  qoe  c^lte  partie  de  la 
tesogoe  retoffitM  aussi  sur  Halley  seot^  et  Jean  Hmlsdii. 
eunief  valeur  de  la  bihlmtbèqae  BoéLevniiie.  lui  éoaoA  qud- 
que»  serours.  Llllut^tre  géomètre,  astroocmie  et  litténleQr, 
duuoa  la  ataUeure  et  la  plus  complète  édition  que  nous 
iftDS  d'Apolkiniiisj  et  il  fTfHimts  le  livre  VIII ,    d*âprts 
certaines  dontiées  fournies  par  Pappuf .  On  lit  eu  arabe  4 
la  fin  du  nianuscrit  de  Golius  :    «^  Le  huitième  lÎTre  n*a  pas 
été  traduit  en  aral>e.  pan^  qu'on  ne  le  trouve  plttsefig:rec  : 
ainsi  ce  livre  avait  déjà  disparu  an  13'  siède:  il  reste  peu 
d'espérance  de  le  recouvrer. 

Herbelot,  dans  sa  bMkHhèqoe  t»rieiitale«  p.  119^ dit: 
^  Depuis  le  temps  du  khalife  Almamoun,  jusqu'en  Tan  iOOO 
et  plus  de  THèfire.  ce  huitièBie  livre  n'a  point  été  trouvé, 
et  1  ou  C7>i>it  qu'il  est  caché  dans  quelques  bîhiîotlièques  des 
Grecs,  i«  il  est  conservé  préciett^meut  à  cause  de  sa  ra- 
reté, •  Aben-Moœîsa  <ht  qu'outre  les  sifptBvres,  on  a  trouvé 
esowe  quatre  ferures  du  huitîèBie .  elr. .  etc. 

UéditMide  Halley  est  trè^-rw^  eu  FrawY.  elle  n'existe 
pas  à  la  MMiiMhèqut  royale.  11  u  y  a.  à  sa  connaissanoe  que 
iivWs  eieBftpla3>Ps  à  Pans  L'ua  jqpfUffVaust  à  M.  Olivier, 
rrf*f<iîeur  à  î  Ecx^  fv4ys<vànàque .  ie  «^•.^««l  à  la  hihlîo- 
î*>.>qiK^  df  ^^î:  l^:v^f .  cî  V  îrvesKuaf  a  ït  ^'-h!K«llrfq4ie  de 
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rioslitul,  que  Ton  a  eu  la  bonté  de  me  comimuiiqiier. 
Nous  allons  en  donner  une  suffisante  description. 

Yoici  le  titre  :  Apollonii  Pergœi  Conicorum  lUni  oeio  ei 
SertmAntissenm  de  sectiorucylindri  et  eani  libriduo^Oxomœ^ 
e  theatro  ScheldonianOj  MDGCX,  in-folio  lY.  Cet  édifice 
magnifique  appartient  à  TUniversité  et  a  été  élevé  par 
le  célèbre  Wren,  aux  dépens  de  Scheldon,  archevêque  de 
Gantorbéri. 

On  ne  sait  rien  de  ce  Sérénus ,  sinon  qu'il  était  d'Antissa , 
ville  de  File  do  Lesbos,  et  qa'il  a  vécu  avant  Marinus,  disciple 
de  Proclus,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  préface  de  ce  Marinus 
aux  Data  d*£uclide.  Il  a  composé  un  livre  sur  la  section  du 
cylindre,  et  un  autre  sur  la  section  du  cône ,  qu'on  trouve 
ici  avec  la  version  latine;  le  commentaire  du  même  géomètre 
sur  Apollonius  est  perdu. 

Le  commentaire  d'£utoce  sur  les  trois  premiers  livres , 
déjà  traduit  par  Commandin ,  est  donné  avec  le  texte  grec 
dans  l'édition  de  Halley. 

'  Eutooe  était  d'Ascalon  en  Palestine  et  florissait  sous 
Justinien,  vers  540^  car  il  a  dédié  son  Commentaire  sur 
Apollonius  à  Anthemius  Trallianus,  et  son  Commentaire  sur 
Arcbimède,  à  son  précepteur,  Isidore  de  Milet;  or  c'étaient 
les  architectes  de  la  célèbre  église  de  Sainte-Sophie ,  érigée 
selon  Procope,  en  532. 

Les  quatre  premiers  livres  contiennent  250  pages.  En 
vmci  le  titre  particulier  : 

AicoXXovîou  n&pYttiou   Ka>vîxâ>v  ^i^lla  à! y   irpdrepa  {ASTa  Ilonncou 

AXcÇovSpéwç   XY){JL[JLaTt»)V  Xal  EUXOXTOU  AffXoXwVtTOÛ  67CO(XV7){JLàT(OV.    — 

Apoilonii  PergtBi  Conicorum  libri  IF^  priores  cum  Pappi 
jilexandrini  lemmatis  et  Eutocii  Ascalonitœ  commentariis. 
Ex  Codd,  Mss.  grœcis  edidit  Edmundus  HalleiuSy  apud  Oxo^ 
niensee  geometriœ  professor  Savilianm. 
Le  te!Lte    complet  de  Pappus  n'a  malheureusement  pas 
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Bumrùèié  publié;  mais  an  trouve  ici  le  texle  des  lemmes, 
que  Pâppu»  a  donoé  pour  servir  d'éclaircissement  à  Âpollo- 
ûius;  le  premier  livre  d'ApoUanius  est  dédfé  à  Eadème. 

11  lui  djL;  M  Lorsque  je  me  &uis  trouvé  avec  votis  à  Per- 
game^  vous  avez  mafiiresté  le  désir  deconnâttrc  mes  travaui 
sur  [qé  coniques  j  je  vous  envoie  le  premier  livre  corrigé,  ei 
qiiaod  je  serai  mieux  disposé,  vous  aurejE  les  sept  autres.  Yoas 
n'avez  pas  oublié  à  quelle  occasion  je  les  ai  composés  i  c'élaità 
Alex^andrie  et  à  la  prière  du  géomètre  Naucrale,  lequel  étant 
pressé  de  s'embarquer,  je  mis  par  écrit  les  huit  livres,  très 
à  la  hitie  et  sans  les  revoir,  Ayant  maintenant  le  temps,  noos 
les  éditerons,  à  mesufc  qu'ils  sen^nt  corrigés.  IMais  il  est 
arrivé  que  le  premier  et  le  second  livre  ont  Qté  dauQés  à 
quelques-unes  de  mes  connaissances,  avant  d'être  rc^ns^ 
vous  ne  devez  donc  pas  être  surpris  de  trouver  des  thange- 
monls  dans  certaines  propositions  de  ces  huit  livres.  Les 
quatre  premiers  contiennent  la  partie  élémentaire  ;  le  pre- 
mier livre  reij ferme  lus  générations  des  trois  seclions  du  côue 
et  des  sections  dites  opposées  (*j  ;  le  second  livre  traite  dès 
diamètres ,  des  axes  et  des  asymptotes,  et  contient  diverses 
propositions  utiles  pour  les  diorismes  (**)  ;  le  troisième  livre 
contient  beaucoup  et  d'admirables  théorèmes  utiles  pour  la 
synthèse  des  lieux  solides ,  et  pour  les  diorismes  j  la  plupart 
sont  beaux  et  nouveaux.  Par  occasion ,  nous  devons  faire 
observer  qu'Euclide  n'a  pas  bienfait  la  synthèse  du  lieu  aux 
trois  et  quatre  lignes  (***) ,  il  n'en  a  traité  qu'une  petite 
partie  et  cela  sans  beaucoup  de  succès.  Cette  synthèse  ne 
peut  même  bien  se  faire  sans  les  théorèmes  que  nous  avons 

(•)  Nom  donné  à  l'hyperbole  siliiée  sur  ia  seconde  nappe  du  cône. 

('*)  Nom  donné  par  les  Grecs  aux  problèmes  déterminés,  de  Siopi^w,  dister- 
mino;  les  Grecs  necullivaient  même  les  lieux  géométriques,  qu'en  vue  de  leur    . 
utilité  pour  les  diorismes. 

("•)  Problème  célèbre.  Étant  données  trois  ou  quatre  droites,  trouver  le  lieu 
du  point  telque les  distances  satisfassent  à  une  relation  donnée,  ne  déparant 
||)a8  le  second  degré. 
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ioTentés.  Le  quatrième  livre  apprend  do  combien  de  manières 
les  coniques  pcovent  se  rencontrer  entre  elles  et  avec  la 
circonférence,  et  beaucoup  d'autres  propositions  appartenant 
i  une  théorie  complète  ;  ce  qui  n'a  jamais  été  publié  par 
aucon  de  nos  devanciers  ;  il  en  est  ainsi  du  nombre  dfs  points 
d'interaections  que  peuvent  avoir  les  sections  opposées.  Les 
quatre  autres  livres  appartiennent  à  la  science  la  plus  rele* 
vée,  car  le  cinquième  traite  des  maxima  et  minima  ;  le 
sixième,  des  sections  coniques  égales  et  semblables }  le  sep* 
tièiue  contient  des  théorèmes  dioristiques  ;  le  huitième  con- 
UeDtdesn^blèmes  dioristiques.  Lorsqu'ils  seront  tous  édités» 
il  aeralœsible  à  chacun  d'en  porter  tel  jagement  qu'il  trou- 
vera convenable.  » 

On  voit  qp'Apollonius  avait  une  opinion  très-haute  mais 
trè»-juste  de  ses  découvertes.  Pappus  taxe  Apollonius  d'ar- 
rogance, et  trouve  qu'il  ne  parle  pas  avec  convenance 
d'Euclide,  son  prédécesseur  ,  tandis  que  celui-ci  s'est  mon- 
tré très-juste  envers  Aristée,  qui  avait  écrit  sur  les 
coniques  avant  £uclide;  voici  les  paroles  de  Pappus,  au  com- 
mencement du  septième  livre  des  collections,  ^  Euclides 
caUemsecuiw  Aristœum^  scriptorem  luculentum^  in  iis  quœ  de 
conicis  tradiderat,  neque  antevertms,  neque  volem  eorum 
traciaiionem  destruere^  cùm  mitissimus  essetet  benignm  erga 
amneSf  prœsertim  eos  qui  mathemaiicas  disdplinoè  aliquà  ex 
parte  augere  et  amplificare  possent^  ut  par  estj  etnullo  modo 
infensus ,  sed  accuratus^  non  arrogans  ;  velut  hicce  est  Apol- 
lonius.  »  Pappus  fait  cette  sortie  à  cause  de  la  manière  dont 
Apollonius  parle  ci-dessus  d'Ëuclidc,  à  Toccasion  du  pro- 
blème des  trois  et  quatre  lignes. 

11  est  bien  possible  qu'Apollonius  n'ait  pas  toujours  rendu 
justice  sufSsante  à  ses  devanciers  et  ait  cherché  à  les  primer 
et  à  démolir  leurs  travaux  (  antei?cr/ere  et  destruere);  cela 
^'est  vq,  même  chez  d'éminents  géomètres,  en  tout  temps. 
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Valet  cotniuent  Us  s'y  prennent  de  nus  jours.  Youê  skvvi  dé*' 
couvert,  p  snppose  ^  une  propriété  du  irîaogleiinportaDtc, 
încciaDue  ;  ils  eirconscrivent  votre  triaugle  dans  on  poly- 
gone^ s  évertuent  à  gèiiéraliseF  votre  propriété ,  et  îa  signa- 
lent ensuite  comme  un  petit  cas  particulier^  et  touteftM, 
sans  le  triangle ,  jamais  ne  leur  serait  venue  Tidée  du  poly- 
gone. C'est  ce  qu'on  peut  appeler  la  passion  absorbante^  une 
des  jntiooibrables  ramifications  de  la  cupidité.  Apolbuioi 
peut  avoir  eu  celle  faiblesse  :  le  génie  n'en  exempte  pasi 
oiaii  le  passage  tacriminé  par  Pappus  ne  prouve  rien,  et 
même  plutôt  le  contraire^  car  Apollonius  dit  expressément 
que  les  quatre  premiers  livres  sont  cousacrés  à  l'esposition 
des  éléments ,  et  oa  nlu vente  pas  les  éléments  ^  il  dit  seule- 
ment avoir  perfectionné  certaines  parties,  ee^ut  n'a  rien 
d'e^ttraordtnaire  j  mais  il  fait  ses  réserves  poar  les  quatre 
derniers  livres,  ou  se  trouvent  en  effet  des  découverles 
capitales  et  qui  loi  appartiennent  încontestablemeat  i  et  m 
il  a  créé  la  théorie  des  diamètres  conjugués;  et  même, 
moins  la  dénomination ,  la  théorie  des  développées  des 
coniques,  encore  aujourd'hui  plus  complète  que  chez  les 
modernes,  et  où  son  génie,  devançant  dix-huit  siècles, 
marche  de  niveau  avec  le  génie  d'Archimède. 

Le  second  livre  est  dédié  au  même  Eudème  ;  ApoUonios 
renvoie  par  son  fils  ,  de  même  nom  que  le  père ,  et  il  recom- 
mande à  Eudème  de  le  communiquer  aux  personnes  qui  lai 
eu  paraissent  dignes ,  et  surtout  au  géomètre  Philooide ,  s'il 
vient  à  Pergame,  et  avec  lequel  il  avait  contracté  amitié  à 
Ephèse.  On  voit  quelle  importance  les  auteurs  attachaient, 
avant  l'impression,  à  des  communications  ofiScieuses,  alors 
Tunique  moyen  de  publicité. 

Le  Iroiâiènie  livre  n'a  pas  de  dédicace,  mais  le  quatrième 
est  dédié  à  Attale  ;  on  ne  sait  quelle  ville  il  habitait.  Apollo- 
nius dit  qu'Eudème  avant  trépassé  (asTr.XXayoro^  Se  èxs'.vou) , 
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il  enverra  les  autres  livres  à  Atlale.  «  Dans  ce  livre ,  je 
»  traite,  dit-il:  i^  des  intersections  des  sections  coniques 
>  entre  elles  et  avec  la  circonférence  ;  2*  des  intersections 
»  des  sections  coniques  avec  les  branches  opposées ,  avec  les 
»  secondes  branches  de  Thyperbole  ;  3*^  des  intersections  des 
»  branches  opposées  entre  elles.  »  Conon  a  écrit  sur  la  pre- 
mière partie,  mais  ses  démonstrations  ne  sont  pas  exacies;  il 
a  été  en  cela  justement  critiqué  par  Nicotéle  de  Cyrène  ;  le 
dernier  fait  mention  de  la  seconde  paVtîe  comme  d'une  chose 
facile,  cependant  ni  lui  ni  d'antres  n'ont  rien  donné  là- 
dessus;  quant  à  ta  troilsième  partie,  elle  n'est  même  venue 
à  l'idée  de  personne.  Nicotèle,  dans  sa  discussion  avec 
Gonon,  avance  que  les  inventions  de  Conon  ne  peuvent  servir 
aux  diorismes,  ce  qui  est  faux,  elles  sont  au  contraire  très- 
utiles  pour  cet  objet.  » 

xal  ou  5t*  âXXo  Ti ,  fli7ro8£^(5[xs6a. 

«  D'ailleurs,  indépendamment  d'une  telle  utilité,  les  dé- 
monstrations sont  dignes  d'être  admises  pour  elles-mêmes^ 
car  nous  admettons  de  même  beaucoup  d'autres  propositions 
dans  les  mathématiques  pour  elles-mêmes  et  non  pour 
d'autres  raisons.  » 

Apollonius  vent  qu'on  cultive  aussi  la  science  pour  la 
science,  et  non  toujours  en  vue  d'une  utilité.  En  effet,  qui 
est  juge  de  cette  utilité,  à  quels  caractères  la  reconnaître? 
Qui  aurait  pu  prédire,  au  siècle  d'Apollonius ,  que  les  pro- 
priétés focales  des  coniques  joueraient  le  rôle  le  plus  impor- 
tant  dans  la  construction  de  l'univers?  Pouvait-on  prévoir 
que  des  propriétés  de  nombres  amèneraient  à  des  divisions 
du  cercle,  que  quarante  siècles  de  méditations  géométriques 
n'ont  pas  su  et  ne  savent  pas  encore  effectuer  ? 

Pans  l'édition  de  Halley,  la  pagination  recommence  pour 
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\ea  trois  livres  traduits  de  rarab€  et  pôur  le  quatrième^  rgâ- 
lîtué,  on  tout  171  pages.  Voici  le  litre  •.  Ap,  Perg.  Comcorum 
libri  tre»  pûBteriorêB(gc.  F,  f^I  ei  Fil) ,  ex  arabico  $€rmm 
in  lafinum  cont'ersi ,  mm  Pappi  j4kiËandnni  temmath  ;  suh- 
jicitur  liber  Conicorum  oclavm ,  re$titutus  operâ  t;t  ?tudk 
Edtnundî  Halkii^  apud  Oxonienses  geometriœ  prùfes^om 
SamlianL  —  ?laUey  â  dédié  ks  quatre  premiers  livres  à  Jean 
Holt ,  chef  de  la  justice  eu  Angleterre  ^  et  les  quatre  demien 
k  Marsh,  archevêque  d'Armagh,  primat  dlrlande,  artium 
mathemalicarum  faulori  summo^  $uique  ordiniê  propè  unicoi  m 

HaUej  dorme  la  descriptioD  du  luanuscHt  de  Gotîos^  de^| 
vena  la  propriété  de  cet  archevêque.  On  lit  co  marge  ce 
litre  ;  Livre  dca  Coniques,  selon  Nassir  Ëddia,  de  Téua  ('). 
Au  commeacement  et  à  la  fio  du  livre ,  on  trouve  ces  mots 
Livre  des  Coniques  d'Apollonius-  Thebil  ben  Corah  a  tra* 
duit,  mais  Benî  Moses  a  corrigé.  ^Ê 

On  y  lit  aussi  que  le  manuscrit,  commencé  le  16  août  1247, 
a  été  lermiiîé  à  Maraga  (**)  le  30  mars  1303.  Ces  renseigne- 
ments ont  été  traduits,  dil  Halley,  par  Sike,  professeur  de  lit- 
térature orientale  à  Cambridge  ;  ainsi  Halley  ne  savait  pa^s 
l'arabe. 

Le  cinquième  livre  est  adressé  à  Attale.  Le  trait  qui  est 
en  tête  de  la  première  ligne  fait  présumer  que  cette  dédicace 
n'est  pas  complète,  en  voici  la  traduction.  «Nous  avons 
écrit  dans  ce  cinquième  livre  les  propositions  des  maximaet 
minima.  Il  est  à  savoir  que  ceux  qui  ont  vécu  avant  nous  et 
ceux  de  notre  temps  n'ont  que  légèrement  effleuré  la  doctrine 
des  minima ,  ils  ont  seulement  démontré  ce  qui  concerne, 
sous  ce  rapport,  les  droites  qui  touchent  les  coniques,  et 
vice  versa  ^  c'est-à-dire  ce  qui  arrive  lorsque  ces  lignes  sont 


(*)  Teus  est  une  ville  de  la  Perse.  Latitude  37o,  longitude  92o. 
(")  Ville  entre  la  Médie  et  l'Assyrie.  Latitude  37o,  lonf^itude  82« 
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des  Umckanies;  Diais  nous  avons  parlé  de  ces  lignes  dans  le 
premier  livre,  si  ce  n'est  que  dans  Texposillon  nous  avons 
omis  la  doctrine  des  minima  ;  nots  avons  résolu  de  suivre 
encore  le  même  ordre  que  dans  les  trois  premières  parties 
des  éléments,  ayant  égard  aux  divers  diamètres  quclcon- 
eonqnes;  mais  comme  les  propriétés  sont  innombrables, 
nous  avons  seulement  cherché  pour  le  moment  à  montrer 
comment  les  choses  se  comportent  relativement  aux  axes  ou 
aux  diamètres  principaux.  Nous  avons  arrangé  avec  soin  les 
propositions  sur  les  minima  et  nous  les  avons  distinguées 
selon  leurs  classes;  nous  y  avons  joint  la  doctrine  susdite  des 
maxima,  car  c'est  nécessaire  à  ceux  qui  cultivent  la  science, 
tant  pour  l'analyse  et  les  diorismesdes  problèmes  que  pour 
leur  synthèse  ;  en  outre,  que  ces  choses  sont  du  nombre  de 
celles  qui  par  elles-mêmes  ne  paraissent  pas  indignes  de  de- 
▼enir  un  objet  de  méditation.  » 

Ce  cinquième  livre,  honneur  de  l'esprit  humain,  est  le 
(rina  beau  reste  de  la  géométrie  antique  :  nous  en  donnerons 
toutes  les  propositions  dans  les  Annales,  en  indiquant  le 
mode  de  démonstration. 

Le  sixième  livre ,  adressé  à  Attale ,  débute  ainsi  :  «  Je 
t'envoie  le  sixième  livre  des  coniques ,  qui  contient  des  pro- 
positions sur  les  coniques,  sur  les  segments  de  ces  coniques, 
égaux  et  inégaux,  semblables  et  dissemblables,  et  encore 
d'antres  propositions  omises  par  nos  prédécesseurs  ;  car  c'est 
dans  ce  livre  que  tu  trouveras  spécialement  comment  il  faut 
couper  un  cône  droit  donné  pour  obtenir  une  section  égale 
à  une  conique  donnée,  et  comment  on  peut  construire  un 
cône  droit  semblable  à  un  c6ne  donné  et  passant  par  une 
conique  donnée ,  objet  que  nous  avons  traité  avec  plus  d'a- 
bondance et  un  peu  plus  clairement  que  ceux  qui  en  ont 
écrit  avant  nous.  » 

Voici  la  dédicace  du  septième  livre ,  toujours  au  même  : 
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Vf  Sq  l'envoie  avec  ccax-€Î  Ç}  le  septième  livre  des  soi^twat 
(^OEiiques  i  U  Jfa  plusieurs  propositions  neuves  relatives  aai 
diamètres  et  aux  Of^uri^  cooslruites  sur  ces  diamélrjïs, 
propositions  ulUi s  en  beaucoup  d'espèces  de  problèmes,  et 
principalement  dans  leurs  diorbmes.  Ou  en  rencontre  pîu- 
sienrs  exemples  dans  les  problèmes  coniques  déterminés  qut^ 
nous  avons  résolus  et  démontrés  dans  le  huitième  Livre,  qui 
tiendra  lieu  d'appendix.  Nous  lâcherons  de  te  renvoyer  k 
plus  tôt  possible.  »  Par  Ggure  conslruilc  sur  un  diamètre, 
Apollonius  désigne  le  rectangle  ayant  pour  côtés  lo  diaiuèire 
et  son  paramètre,  ou  ^  en  termes  modernes,  le  carré  du 
diamètre  conjugué. 

€'cstdans  ce  dernier  livre  qu'on  rencontre  non-seulement 
tes  propriétés  fondamentales  des  diamètres  conjugués ,  mats 
t)eaucaup  d'autres  propositions  importantes  dont  nous  don- 
nerons renoncé. 

Le  huitième  et  di^rnicr  livre  est  entièremfïnt  Touvragc  de 
Halley,  il  contient  treote^trois  problèmes  diorisUque»  (déter- 
minés) sur  les  diamètres  conjugués,  leurs  paramètres i  leurs 
angles  maxime,  minima,  etc.,  etc.;  les  sdutioDS  sontfoa- 
dées  sur  diverses  propositions  d'Apollonius,  et  principale' 
ment  sur  ce  que  ce  géomètre  nomme  %nes  hatnologî£es(Ym 
p.  345) .  Les  problèmes  sont  faciles  par  les  méthodes  modernes^ 

La  pagination  recommence  pour  Sérénus,  qui  contient 
88  pages  ;  il  est  dédié  à  Aldrich  y  doyen  du  collège  de  Christ- 

Church  ,  le  litre  est  :  Sspi^vou  Avxidaétoç  «ptXoaécpou  TCEpl  TO|jL^< 
■xuXivopou  xai  xwvou  ^tôXia  Suw.  —  Sereni  philosophi  Antissensii 
de  sectione  cylindri  et  coni ,  lihri  duo  ;  ex  codd,  Mss.  grœeis 
edidit  E,  Halleius ,  etc. 

Sercnus  adresse  ces  deux  livres  à  son  ami  Cyrus.  Le  pre- 
mier livre  a  pour  objet  de  démontrer  que  les  sections  qa'on 

(*)  On  ne  dit  pas  avec  quoi. 
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oblienl  dans  le  cylindre  oblique  sont  identiques  à  celles  qu'on 
obtient  dans  le  cône  oblique,  ce  qui  n'était  pas  encore  géné- 
ralement admis. 

Le  second  livre  est  uniquement  consacré  aux  diverses 
propriétés  du  triangle  qu'on  obtient  en  menant  un  plan  par 
le  sommet  du  cône;  par  exemple,  il  cherche  quel  est  le 
triangle  d  aire  maxima ,  quel  est  le  triangle  mené  par  l'axe 
ayant  Taire  minima ,  comment  il  faut  mener  un  plan  pour 
avonr  un  triangle  isocèle  d'une  aire  donnée;  il  ne  résont  ce 
problème  que  pour  le  cône  droit ,  et  Halley,  par  la  méthode 
algébrique ,  résout  le  même  problème  pour  le  cône  oblique. 
La  construction  exige  qu'on  mène  une  normale  par  un  point 
donné  à  une  parabole  donnée ,  Apollonius  résout  ce  dernier 
problème  en  faisant  couper  la  parabole  par  une  hyperbole, 
mais  Halley  remplace  l'hyperbole  par  une  circonférence;  il 
dit  avoir  trouvé  cette  construction  il  y  a  une  vingtaine  d'an- 
nées, par  conséquent  vers  1690.  (  V,  t.  II ,  p.  186.  )  Sérénus 
termine  le  volume. 

Nous  n'avons  point  de  traduction  française  ni  d'ApoUo* 
nius ,  ni  de  Sérénus ,  ni  de  Pappus  ;  ce  seraient  des  travaux 
qui^  exécutés  par  des  professeurs  de  l'École  normale,  jette- 
raient quelque  lustre  sur  une  institution  toujours  primée  par 
l'École  polytechnique  ;  et  toutefois  on  aurait  droit  de  s'at- 
tendre à  un  résultat  opposé;  car  à  l'École  polytechnique, 
destinée  à  former  des  hommes  pratiques,  les  mathématiques 
sont  des  sciences  auxiliaires  ;  tandis  qu'à  l'Ecole  normale , 
où  doivent  se  former  des  professeurs,  des  théoriciens,  les 
mathématiques  sont  des  sciences  essentielles ,  devant  être 
développées  dans  toute  leur  étendue ,  didactique ,  philolo- 
gique ,  historique.  Si  donc  les  produits  des  deux  institutions 
se  présentent  dans  un  ordre  inverse ,  cela  doit  tenir  à  quel- 
que vice  d'enseigijiement  qu'il  serait  utile  de  faire  connaître. 

L'Académie  des  inscriptions  ou  la  Société  asiatique  ren- 
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i)raH*rit  un  faraud  service  en  s'ocmpanl  de  la  pdlihYalion  dtl 
leittL»  uriibe  d'ApoUonios;  cVsl  rudqtie  wioyen  de  contrôler 
In  traduction  de  Halley.  On  peut  compier  d  ailleurs  stir  les 
<*ncfniraîrement!t  d'un  {gouvernement  protecteur  desBcîences, 
qui  n  ordonné  la  réimpression  de  Laplacc  et  de  Fermât, 
réimpressions  sans  contredit  très-patriolîques ,  mais  ^mù 
dispendieuses  ei  moins  nécessaires  que  les  publications  que 
nous  avons  indiquées,  Mulliplîer  un  ouvrage  exii^tanl  à  U 
porlée  de  tons  n'i^st  pas  aussi  indispensable  que  de  mellre  en 
lumière  uo  ouvrog^e  iT^àccessïble  ménne  au  petit  nombre*  Pey- 
rard,  dans  sa  traduction  d*Euclide  (t.  Tï,  préf.  Vil),  annonce 
avoir  reraisà  l'Académie  des  sciences,  lo  traduction  latine  et 
franfaise  des  sept  livres  d'Apollonius  et  le  texte  grec:  qu'est 
devenu  ce  précieux  travail  ?  s'il  eiiislc  encore ,  ce  qoi  est 
probable»  pourquoi  ne  pas  en  hâter  la  publîfcation?  Les  fonds 
accordés  [ïar  le  gouvernement  pour  T impression  d'ouvrages 
ioêdits  seraient  ici  aussi  frucmcusement  employés  qu'à  étliter 
tant  de  factums  du  moyen-âïïïe,  qui  souvent  ne  nous  appren- 
nent autre  chose  que  telle  église  ruinée  d'un  village  inconnu 
a  eu  pour  fondateur  non  un  nommé  Abogard,  mais  uil 
nommé  Hincmar.  Quel  progrès  pour  la  science  historiqae 
en  particulier  et  pour  Tcsprit  humain  en  général  !         Tm. 

ANNONCE. 


Géométrie  élémentaire,  suivie  de  la  trigonométrie  rectiligne 
et  spbérique,  à  Tusage  des  candidats  aux  écoles  spé- 
ciales ^  par  P.  J.  E.  Finck,  docteur  es  sciences,  etc.  Auto- 
risée par  le  conseil  royal  de  Tinstruction  publique, 
troisième  édition  revue  et  améliorée,  Strasbourg,  Paris, 
chez  Carilian-Gœury  et  Y^^  Dalmont,  1844. 
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GRAND  CONCOURS  (année  1844). 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  la  circonférence; 
on  décrit  un  cercle  tangent  à  la  courbe  en  ce  point,  et 
l'on  mène  au  cercle  et  à  rellipse ,  les  deux  tangentes  com- 
munes ,  autres  que  celle  qui  toucherait  les  deux  courbes  au 
point  A. 

On  demande  quel  est  le  lieu-géométrique  du  point  d* intersection 
de  ces  deux  tangentes ,  quand  on  fait  varier  le  rayon  du 
cercle, 

x'     y' 
Note.  Si  on  représente  l'ellipse  par  réqtMtion  -;  +  f;= i ,  on 

3  D 

pourra,  si  F  on  veut,  exprimer  les  coordonnées  du  point  A  eti 
fonction  d^une  seule  constante  <p,  de  cette  manière  x  =  a 

PRIX  D'HONNEUR. 


BITABB  (  AaSKAlTD-VICO&AS) . 

Né  le  27  janYier  182S,  à  Paris. 
(  Inttitotion  Goûtant.  ^  Collège  royal  Gharlemagne.  Professeur  :  M.  Rouby.J 


Première  solution. 

Étant  donnés  une  ellipse  et  an  point  sur  sa  circonfé- 
rence, on  mène  par  ce  point  un  cercle  tengent  à  Tellipsc, 
et  on  demande  le  lieu  géométrique  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  communes  au  cercle  et  à  l'ellipse,  autres  qae 
celle  qui  passe  par  le  point  donné. 

Prenons  pour  axe  des  j^  la  tangente  commune  à  Fellipse  et 

au  cercle  au  point  donné  A ,  et  pour  axe  des  x  la  normale  à 

CCS  deux  courbes  en  ce  point;  Fellipse  aura  pour  équation 

r' +B.rr  +  Cx" +Er  =  0 , 

AîiK.  UB  A!\TiiÉ>r.  HT.  33 


—  hm  — 

et  en  désignanL  par  R  ia  rayon  variable  dy  cercle,  rèqu&Uja 
de  ce  cercle  sera 

j'  +  x'  +  2R^'  =  0. 

Nommons  «,  p,  les  coordonnées  inconnues  du  poiiil  de  ren- 
contre  des  tân^^^n(es  commones  à  lellipse  et  âu  cerelei  ao 
tri'sqtiti  la  langcnte  au  fioioî  A-  G(*s  deux  tangentes  pet^r* 
roni  éjre  représentées  par  Téquation 


(1) 


^r— p  =  mfx— a). 


m  ayant  une  valeur  partienlière  ponr  chaeQue  des  tanft^ntpft. 
Cela  posé,  la  droite  qoi  a  pour  équation  (0,  ou 

y=/7r,r-j-8 — ma  ùu  y  =  mx-^n^  en  posant  |3  —  mx=:n^ 

èlaiît  tang^entc  à  rellipse  et  au  cercle,  lescqnalions  proicnam 
de  la  substitution  de  m^-\-  «  à  la  place  dc^  dans  les  éqna- 
tions  de  ces  courbes^  devront  avoir  leurs  racioes  égales,  a- 
qui  nous  fournira  deux  relations  entre  m^  a,  ^  et  K .  pnisqai' 
n=p  — ma.  Or,  en  considérant  R  comme  une  quantité  con- 
nue, ces  deux  relations  seraient  deux  équations  en  m,  qui 
devront  par  conséquent  avoir  les  mêmes  racines,-  donc,  en 
divisant  chacune  de  ces  deux  équations  par  le  coefiBcient  de 
son  premier  terme,  les  autres  coefficients  devront  être  iden- 
tiques, ce  qui  fournira  deux  relations  entre  a,  ^,  R,  entre 
lesquelles  éliminant  R,  et  remarquant  que  «  et  p  sont  alors 
Vjc  et  1>  d'un  point  quelconque  du  lieu ,  on  aura  l'équation 
de  ce  lieu. 

La  substitution  de  /wjr-f-'ià  la  place  de  y  dans  Téquation 

y  +  Bxy  +  C:c'  4-  Ej:  =  0    donne  : 


.r  +  /i'=0, 


m' 

.r'-4-2mn 

+  Bm 

+  B« 

+c. 

+  E 
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éqaatioD  qui,  devant  aToir  ses  racines  égales,  donne  : 

(2/IÏ71  +  B/Î+  E)'—  4nW+  B/i»  -4-  C) = 0, 
ou,  simplifiant  et  remplaçant  dans  le  résultat  n  par  p  —  ma  : 

(B*—  4C)  (p — /!»«)•+  {VEm  +  2BE)  (p— ma)  +  F=  0  ; 
ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  m,  on  aura  : 

=0. 


(2)(B'-4C)«* 

m*— 2(B"— 4C)aP 

»t4-{B*— 4C)p* 

—  4Ea 

+4EP 

+2BEp 

—  2BEa 

+  E» 

De  même ,  la  substitution  de  mx  -j-  n  à  la  place  de  ^  dans 
Féquation  du  cerclej^  +  j:*4-2Rj:=0  ,  donne  : 

+1  +2R  I 

Or  les  deux  racines  de  cette  équation  doivent  être  égales  ; 
donc  on  aura  : 

(m/i+R)'  — /i"  (m'+  i)  =  0 , 

ou ,  simplifiant  et  remplaçant  n  par  p  —  ma  : 

(p  —  nuiy  —  2mR  (p — /wa)  —  R»  =0  j 

ordonnant  par  rapporta  m,  il  viendra  : 


(3)  a"    I   m*— 2ap 

+2Ra  I     — 2Rp 


-R" 


=  0. 


Divisant  chacune  des  deux  équations  (2),  (3),  par  le  coeflS- 
oient  de  m%  et  égalant  alors  les  coefficients  des  autres  termes, 
il  viendra  : 

(B'— 4C)  aP  — E  (2P— Ba)  __  p  (g+R) 
(B^— 4C)a  — 4E         ""  a+2R  ' 
(B'~  4C)  p*+E(2Bp  +  E)       P'—R^ 


(B»— 4C)a  — 4E 


«4-2R* 
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La  première  de  ces  deux  relations  élant  du  pr«niier  degré 
en  R ,  on  en  tire  : 

«  I  (B'-  4C)  «p  ~E  l2p  — B«)  +  2E?  { = 

=n  j (B'— 4C)a?  — 4E,3  — 2(B' -  4C)«p-j-2E(2p— B«)| , 

H-«A  R-  Ef2P+B«) 

***"*  ^— tB'-4C}?-f2BE' 

subsiiluanL  cette  valeur  à  la  place  de  H  daos  la  seconde  re- 
lation,  âprèa  avoir  ihassè  les  déoomiQateurs,  on  aura  i 

d'où  Ton  lire,  en  réduisant  : 

[(B'-4C)aP^  Ep3  j  (B'— 4C)p*+2BE?+E'  |  [(B'-4C)p+2BE]= 

= t(B'— 4C)!i— 4E]  I  ?'  [[B*— 4C)  p+âBFr-E*(2p  +B^)'  j . 

Divisant  de  part  el  d'autre  par  (B*  — 4C)(ï  — 4E^  suppri* 
mant  dans  les  deux  membres  ?'[(B'  —  4C)?4-2BE]%  et  divi- 
sant alors  par  £'  qui  devient  facteur  commun  aux  deux  mem- 
bres ,  on  a  : 

P((B*-4C)?  +  2BE)=-(2^  +  Bar; 
développant  et  remplaçant  a  et  ^  par  x  et ^,  il  viendra  : 

(4)   (B-  — 4C  +  4)r'.f4Ro+B'x'-f2BEr=0, 

qui  est  Tèquation  du  lieu  cbercfaé. 

Cette  équation,  étant  indépendante  du  terme  en  x  et  ne 
renfermant  pas  de  terme  tout  connu ,  représante  une  courbe 
tangente  à  Taxe  des  x  à  lorgne;  cbercbons  maintenant  la 
nature  de  cette  courbe. 

Pour  que  Téquation 

v'  -f  Rn  +  Cx'4-  Er  =  0 
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représente  ▼éritablcment  une  ellipse ,  H  faut  que  Ton  ait  la 

condition 

B-  — 4C<0. 

Or  aucune  hypothèse  n'a  été  faite  jusqu'è  présent  sur  la 

quantité  B*  — 4C;  donc,  déjà,  on  obtiendra  l'équation  (4) 

quelle  que  soit  la  nature  de  la  courbe  représentée  par  l'équa-^ 

tion 

^'-f  B:r^ -f  Cx*  +  Er  =  0. 

Mais  cette  équation  peut  représenter  les  trois  courbes  du  se- 
cond degré  :  voyons  donc  pour  chacune  de  ces  courbes  ce  que 
représentera  l'équation  (4). 

Si  nous  supposons  B'  -r-  4C  <<  0,  ce  qui  nous  porte  au  pro  - 
blême  énoncé ,  l'équation  (4)  donne  : 

16B'  — 4B*(B'— 4Ct|-*)>0; 

carB*  —  K'\-i  est  alors  négatif,  ou  positif  et  plus  petit 
que  4  ;  donc,  le  lieu  répondant  à  l'énoncé  du  problème  est  une 
hyperbole  tangente,  au  point  donné,  à  la  normale  à  l'ellipse 
en  ce  point, 
^i  nous  supposons  B*  —  4C  >>  0,  nous  aurons  : 

16B'-.4B'(B*  — 4C+4X0, 

car  B*  —  4C  -f  4  est  und  quantité  positive  plus  grande  que  4  ; 
donc,  lorsque  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole,  le  lieu 
cherché  est  une  ellipse ,  qui  de  même  que  précédemment  est 
tangente,  au  ppint  donné ,  à  la  normale  à  l'hyperbole  en  ce 
pcHnt. 
Enfin ,  supposons  B*  —  4C  =  0,  noas  aurons  : 

i6B*  — 4B*(B'  — 4C-}-4)  =  0; 

donc,  dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  parat)o1e ,  on 
obtient  encore  une  parabole  pour  le  lieu  cherché. 
On  peut  remarquer  aussi  que,  si  le  point  donné  était 
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Teiitréoiité  de  ïuxk  des  axes  ^  quelle  que  soit  la  natttre  de  la 
courbe  doonée ,  le  lieu  cherché  serait  cet  axe  lui-méaie  î  ce 
qui  se  conçoit  alors  parfaitemeut,  à  c^u^  de  la  sjmétrîe^  par 
rapport  à  cet  axo ,  des  deux  courbes  auxquelles  oo  mène  des 
tangeutes  mmmuaes. 

Eu  d^ter mîDaut  les  coordouDées  du  centre  et  celles  4ei 
foyers  dans  la  courbe  donnée  et  dans  la  courbe  cherchée,  on 
-        trouve  qae  ces  points  sont  les  mêmes  daos  les  deux  courbes. 

■  Supposons  que  TèiuatioD  de  l'ellipse  soil  donnée  de  la 

M      forme 

W 


Seconde  solution. 


6'  ^  a^         ' 


tin  pctorra  alors  rcprèsi'iilér  les  ooordoniiées  du  point  donné 
au  moyeu  d'une  seule  constante  9,  ainsi  qu'il  suit  : 

x'^^^sin?,      y  =  6cos?, 

f  étant  une  constante  qui  varie  ayec  la  position  du  point 
donné  sur  l'ellipse  ;  car  alors ,  on  a  : 


a  sm  9 


^"COSç 

6' 


=  sin'ç-t-ccs^o  =  l, 


le  cercle  tangent  à  Tellipse  ayant  pour  rayon  R  :  comme 
son  centre  se  trtxiTe  sur  la  normale  à  l'ellipse  au  point 
donné ,  en  a|  polaut  /»  el  «/  le<  0.»^^^  kninees  de  ce  centre ,  on 
aura  . 


1 


i\><  i  = 


.:  i\^  i 


^  — .:  sin  f 


.^  >1  U  ; 

et ,  pui>quo  k  ctTde  e^a  laup^nt  à  1  ellipse,  on  aura  > 
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Maintenant,  si  nous  représentons  les  coordonnées  du  point 
du  lieu  y  correspondant  au  cercle  dont  le  rayon  est  R ,  par  a 
et  p,  nous  aurons  pour  la  tangente  conunune  à  ce  cercle  et 
à  l'ellipse  passant  par  ce  point,  Féquation 

^=mx  +  (3  — ma). 

Or,  cette  ligne  devant  être  tangente  à  l'ellipse ,  on  aura  : 

(3)  (p— ma)*==a*/w*  +  6*î 

de  plus ,  devant  être  tangente  au  cercle ,  cette  droite  devra 
être  distante  du  centre  de  ce  cercle  de  la  quantité  R ,  donc  il 
faudra  poser  ' 

Éliminant  p  ei  q  entre  les  équations  (1),  (2),  (4),  Téqua- 
tioa  résultante  en  m ,  devra  donner  pour  cette  inconnue  les 
mêmes  valeurs  que  celles  qu'on  tirerait  de  Téquation  (3)  ; 
donc  si  on  divise  chacune  de  ces  deux  équations  par  le  .coeffi- 
cient de  son  premier  terme,  les  coefficients  des  autres  termes 
devront  être  identiques  dans  les  deux  équations ,  ce  qui  don- 
nera deux  relations  entre  lesquelles  éliminant  R ,  on  aura 
Féquation  du  lieu  cherché  en  remplaçant  dans  le  résultat  de 
l'âimination  de  R,  a  par  Xj  et  p  par  ^. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

DES  QUESTIONS  PROPOSÉES  AU  CONCOURS  DE  1844. 

(V.p.877.) 


MiTHÉMATlQDKS   SPÉCIALES. 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  la  circonférence  i 
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on  décrii  un  cercle  kimjenî  à  la  courbe  en  ce  point  ^  et  Pon  mêm 
au  cercle  ei  â  l*diipse  les  deux  langmies  communes^  autres  !| 
qm  celle  qui  toucherait  ks  deux  cùurhes  données  au  point  A,  1 1 
On  demande  quel  €»t  le  liai  géométrique  du  point  d'inlersec-  1 
Itou  de  ces  deux  tung€nfe$^  quand  on  fait  varier  le  ratfon  du 
cerele? 

La  lolttlloii  que  nom  attons  donner  est  fondée  sur  les  pfo- 
pôsiUDUâ  suivantes  : 

i,  Le  cen^e  du  cm-cle  imcrit  dans  un  triangle  ABC 
(%.  66)^  €Bt  situé  mr  ta  droite  ML,  menée  du  milim  M 
d'un  de^  cûté$  Bil  du  trianglt ,  au  miVmt  h  de  la  droite  AD 
qui  joint  te  umimct  A  ^  opposé  au  cùie  considéré  BC,  au  point 
de  iangmce  B  dece  côté  et  du  cercle  imcrit.  El  de  même,  k 
rentri  <y  du  cercle  qui  touche  un  cùté  BC  d*un  irmngle 
H  k$  prolongements  des  deux  autres  cêtés  AB,  AC,  est  mr  If 
ppotongêmml  de  ta  droite  ML',  menée  du  milieu  M  du  pre- 
mim-  tôté ,  au  milieu  de  la  droite  AW  qui  jmni  le  sommet  op- 
posé A  au  point  déjtangencel^  de  ce  côté  et  du  cercle  ex-inscrit. 

En  effet ,  concevez  une  hyperbole  dont  les  foyers  soient  B  et 
C,et  qui  passe  par  le  point  A;  elle  aura  pour  sommets  D et  IX, 
car  DC  — DB  =  AC— AB ,  et  (J'ailleurs  D'C  =  DB.  Les  droites 
DO ,  D'O',  perpendiculaires  à  BC ,  aux  points  D ,  D',  seront 
tangentes  à  l'hyperbole,  à  ses  sommets  ;  et  la  bissectrice  AO(y 
de  Tangle  BAC  des  rayons  vecteurs  AB  ,  AC,  touchera  aussi 
h  courbe  au  point  A.  Les  droites  ML,  ML'  sont  les  diamètres 
de  rhyj>erbole ,  menés  par  les  milieux  des  cordes  de  contact 
AD,  AD*;  donc,  la  droite  ML  passe  par  le  point  O  d'inter- 
seciion  des  rangenles  DO,  AO  :  et  de  même,  la  droite  ML'  doit 
passer  parle  point  d'iulerseciion  O  des  tangentes  AO',  lyo. 

La  même  proposition  s'applique  aux  ellipses  inscrites  dans 
un  triangle,  et  aux  ellipses  ex-inscritcs  c'est  ce  que  l'on  re- 
ix>nuait  immédiatement  en  plaçant  a^>  e]li|>sos  sur  des  cyliii- 
«iî  1^  droits  à  bxiscs  circulaires. 
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2.  La  droite  qui  unit  les  milieuœ  M,  L  des  diagonahs  d'un 
quadrilatère  ABCD(fig.  67)  ^  circonscrit  à  un  cercle^  passe  pan 
le  centre  O  de  ce  cercle. 

Les  sommes  des  côtés  opposés  d'an  quadrilatère  circonscrit 
étant  égales  entre  elles ,  on  a  :  AC  —  AB= DC — DB  ;  et  par 
conséquent  Thyperbole  dont  les  foyers  sont  B  et  G,  et  qui 
passe  par  le  point  A ,  contiendra  aussi  le  point  D.  Les  bis- 
sectrices AO,  DO  des  angles  BAC,  BDC,  seront  tangentes  à 
la  courbe  aux  points  A ,  D.  La  droite  LM  est  menée  du  mi- 
lieu L  de  la  corde  des  contacts  au  centre  M  de  Thyperbole  : 
donc,  elle  contient  le  point  0  d'intersection  des  deux  tan- 
gentes O. 

Cette  proposition  convient  aussi  à  l'ellipse  inscrite  dans  un 
quadrilatère  ;  et  c'est  encore  ce  qui  résulte  simplement  de  ce 
qu'on  peut  placer  l'ellipse  sur  un  cylindre  droit  à  base  circu- 
laire. Je  ferai,  de  plus,  observer  qu'il  est  toujours  possible 
d'inscrire  dans  un  quadrilatère  convexe  ABCD  (fig.  68),  une 
ellipse  dont  le  centre  soit  un  point  donné  O ,  sur  la  droite  LM 
qui  unit  les  milieux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère.  Nous 
supposons  que  le  quadrilatère  ABCD  n^est  pas  un  parallélo- 
gramme, autrement  les  points  L,M  coïncideraient.  Ainsi, 
deux  des  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  se  rencontreront 
en  un  point  F,  en  formant  le  triangle  FCD.  Or^  si  l'on  inscrit 
dans  le  triangle  FCD  une  ellipse  dont  le  centre  soit  le  point  O, 
cette  ellipse  touchera  nécessairement  le  quatrième  côté  AB 
du  quadrilatère. 

Car,  si  Tellipse  ne  touchçi  pas  la  droite  AB ,  on  pourra ,  p^r 
le  point  A ,  mener  une  droite  AG ,  autre  que  AB ,  et  tan- 
gente à  la  courbe.  Le  quadrilatère  AGDC  étant  circonscrit  à 
l'ellipse ,  la  droite  LO,  menée  du  milieu  de  l'une  des  diago- 


(*)  On  peul  aussi  déduire  ce  théorème  et  le  précédent  des  propositions  de  la 
géométrie  élémentaire;  voyez  les  notes  placées  à  la  fin  de  cet  article. 


nales  AD  au  centre  O  de  reUipse^  devra  couper  l'autre  dia- 
Éfoiiiile  CG  eu  son  milieu,  au  psjint  h  Les  poinls  M  -,  1  élanl 
respectivement  les  milieux  tics  droites  CB,  CG,  il  faudra  que 
I  li>lL  soit  parallèle  à  GB.  En  menant  par  le  point  B  une  taa* 
pinte  à  rcUipse^  on  prouvorait ,  de  niéme,  que  IV] L  est  parai- 
îèli^  à  CA,  Par  eonsèquent  les  deux  droites  DB,  CA  seraient 
parallèles  ;  ce  qui  est  conU*aire  à  Vltj^pothê^e. 

Et  de  là ,  nons  conclurions  que  :  *i  les  hmtctriees  AO ,  DO 
d§  deitx  an^ièê  apposée  d*un  quadrilatère  canve^^  ABCD 
(Bg.  07)»  ««  cmpmi  m  un  point  O,  Mtué  sur  la  ^mkLU 
qui  unit  fes  milieux  dm  diagonales ,  ce  quadrilaiêre  sera  rir- 

En  effet ,  »i  Tellipge  insente  dans  le  quadrilatère  ABCD ,  et 
qui  a  mil  centre  au  point  O,  ne  se  réduisait  pas  à  une  eiroon 
fèrencc?  lorsque  ce  point  se  trouve  à  la  fols  sur  k*s  bissisctnces 
AO ,  DO  de  deux  angles  opposés  BAC ,  BDC ,  il  faudrait 
que  i:t»s  deu\  bissectrices  Tussent  perpendiculaires  Tune  à 
l'autre,  puisqu'elles  seraient  dirigées  suivant  les  deux  aies 
de  l'ellipse  (*).  Alors ,  la  somme  des  trois  angles  BAO ,  BDO , 
ABD  du  quadrilatère  convexe  ABDO  serait  égale  à  trois  an- 
gles droits.  Il  en  résulterait  BAO  +  BDO  >  90%  d'où 
CAO+CDO^^*",  et  par  suite  la  somme  des  trois  angles 
BAC,  BDC ,  ABD  du  quadrilatère  ABDC  serait  plus  grande 
que  celle  des  quatre  angles  du  quadrilatère  ABDO  ,  et  sur- 
passerait quatre  angles  droits  ;  ce  qui  est  impossible. 

3.  Si  d'un  point  M  pris  hors  d'une  ellipse  ;ûg.  69^,  on  mène 
deux  tangentes  MD,  MD'  à  la  courbe  ^  et  deux  droites  MF, 
MF  aux  foyers^  la  bissectrice  de  l  angle  des  tangentes  divisera 


,*}  Nous  sup(>o>on5  que  ie>  bi>secm«:e>  AO,  DO  >e  co«peiit;  si  elles  êuieot 
en  prolongement  Tune  de  !  autre  .  elles  ecindderaient  a^ec  la  duconale  AD, 
el  dans  ce  cas,  le  quadrilatère  ABCD  serait  oTidemmeai  ctnrooâcfiptible ,  p«i5- 
«lae  les  bisseclnces  de  trv>i>  ansles  «>n5ecatif5  de  ce  qnadnlaténr  se  i 
Jreraieol  en  qb  m*«e  point- 
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mssi  en  deux  parties  égales  Vangle  des  deux  droites  menées 
wx  foyers* 

Sur  les  prolongements  des  rayons  vectenrs  F'D,  F'D\  je 
prends  DE= FD,  et  D'E'=  FD'.  Les  droites  F'E ,  F'E'  seront 
égales  au  grand  axe  de  Tellipse  ;  et  d'ailleurs ,  les  tangentes 
MD,  MJy  étant  perpendiculaires  sur  les  milieux  des  droites 
FE,  FE',  on  aura  ME = MF = ME'  :  ainsi,  les  triangles 
FIHE ,  F\\1E' seront  équianglcflt  ^hlvc  eux,  comme  ayant 
leors  trois  côtés  ^aux  chacqf^  Ji  Aàcun.  Il  en  résulte  que 
l'angle  F'MF  =  F'ME  =  iP'ME.  t)r,  les  tangentes  MD',  MD 
divisant  en  parties  égs^s.tes  angles  F'ME,  EMF,  on  a  aussi 
D'MD  =  iE'MEyi(ftic,D'MD==F'ME,ouD'MF=DME= 
DMF,  et  par  conséquent  la  bissectrice  de  Tangle  D^MD  di- 
vise en  parties  égales  l'angle  F'MF. 

L'^alité  des  triangles  FME',  F'ME  donne  encore  FFM  = 
EFTM  ;  ainsi ,  la  droite  FM  qui  joint  un  des  foyers  au  point 
de  concours  des  tangentes  est  la  bissectrice  de  Vangle  des 
rayons  vecteurs  menés  de  ce  foyer  aux  deux  points  de  contact, 
[r.t.  Il,  p.  538.) 

4.  11  est  maintenant  facile  de  résoudre  la  question  pro- 
posée. 

Soient  F,  F  les  foyers  de  Fellipse  donnée  (fîg.  70);  A  le 
pmnt  auquel  la  circonférence ,  dont  le  rayon  AO  est  variable, 
touche  Fellipse;  et  QAR,  PQN,  PRN'  les  tangentes  com- 
munes à  ces  deux  courbes  ;  H ,  G  les  points  de  rencontre 
des  rayons  vecteurs  FA,  F'A  et  des  droites  PF',  PF.  Si  Ton 
joint  le  milieu  L  de  PA  au  milieu  M  de  QR ,  la  droite  LM 
contiendra  le  centre  O  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  PQR. 
Le  pr<dongement  de  cette  droite  passera  par  le  centre  G  de 
l'ellipse  qui  touche  le  côté  QR  au  pdnt  A,  et  les  prolonge- 
ments des  côtés  PQ,  PR  aux  points  N ,  N'  (n°  1).  La  droite 
LM  contient  encore  le  milieu  I  de  la  droite  HG ,  car  les  mi- 
lieux L,  I,  C  des  trois  diagonales  PA ,  HG,  F'F  d'un  quadri- 
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ïatèrc  compiei  PHAGF'Fj  sont  situés  sur  une  même  droîle. 
De  plus,  la  ligne  AO,  prolongement  de  la  norinalc  AS  à  Tel- 
lipse  au  polnl  A  r  divise  eu  parties  égales  T angle  H AG  opposé 
au  sommet  de  Tangle  FAF  des  rayons  vecteurs  j  et  la  droits 
PO,  bissectrice  do  Tangle  K'PN  des  tangeotes  menées  à  Tel- 
lîpïie  par  le  poinl  P,  divise  aossî  en  parties  égales  rangle 
F'fF  des  droites  PF\  PF,  menées  du  point  P  aux  foyers  de 
rellipsc  (n"  3).  Donc,  les  bissectrices  AG ,  PO  de  deux aa- 
gles  opposés  du  quadrilatère  AIIPG ,  se  coupent  en  uq  poiat 
O  de  ia  droite  Ll  qui  unit  les  otilieux  des  diagonales  deœ 
quadrilatère,  et  par  conséquent  Ib  quadrilatère  A HFGeit 
cir{y>nscriptîkle  à  uo  cercle  dont  le  centris  est  au  point  0 
(n"  2 ,  page  498).  Nommons  D>  D',  E ,  E'  les  points  auxquels 
la  circonférence  inscrite  touche  les  quatre  côtés  du  quadrï- 
lalère  AUPG ,  et  nous  aurons,  à  cause  de  réalité  des  tan- 
gentes PE',  PE  : 

PF'-PF=^F'E'— FE=FD-'FÛ'=PA-^FA. 

Ainsi,  la  différence  des  distances  du  point  P  aux  foyers 
F',  F,  est  égale  à  la  diflérence  des  rayons  vecteurs  F'A^FA; 
donc,  le  lieu  géométrique  du  point  P  est  une  hyperbole  dont 
les  foyers  sont  ceux  de  Tellipse,  et  qui  passe  par  le  point  A 
donné  sur  cette  courbe. 

La  normale  AS  à  l'ellipse  est  tangente  à  Thyperbole  ;  ces 
deux  courbes  se  coupent  à  angle  droit. 

5.  Sila  courbe  donnée,  au  lieu  d'être  une  ellipse,  était  une 
parabole  ou  bien  une  hyperbole,  la  détermination  du  liea 
géométrique  proposé  résulterait  encore  simplement  des  prin- 
cipes que  nous  venons  d'établir,  en  ayant  soin ^  toutefois,  d'y 
apporter  les  modiûcationsqui  servent  à  passer  des  propriétés 
fondamentales  de  l'ellipse  à  celles  des  deux  autres  courbes  du 
second  degré.  Quoique  celte  recherche  ne  puisse  offrir  au- 
cune difficulté ,  nous  résoudrons  encore  la  question  proposée 
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pour  le  cas  de  la  parabole,  en  étendant  à  celle  courbe  les 
tkérarèoaies  des  u^  1  et  3. 

Supposons  qu'une  parabole,  (fig.  71),  touche  la  base  BG 
fan  triangle  ABC  au  point  D,  et  les  prolong;cments  des  deux 
antres  côtés  AB,  AG ,  aux  points  E ,  £'  :  la  droite  ML  qui 
joint  le  milieu  M  de  la  base  au  milieu  L  de  la  droite  AD , 
menée  du  sommet  du  triangle  au  point  de  contact  de  la  base , 
lera  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole; 

Cette  propriété  peut  être  déduite  de  la  proposition  du  n*  1, 
en  assimilant  la  parabole  à  une  ellipse  dont  le  centre  est  à 
Tinfini ,  ou  bien  en  plaçant  la  parabole  sur  un  cône  droit  à 
base  circulaire  ;  mais  on  peut  aussi  la  démontrer  directement 
de  la  manière  suivante  : 

Par  le  sommet  A  du  triangle  ABC ,  je  mène  une  parallèle 
AO  à  l'axe  de  laparabole  ;  elle  divisera  en  deux  parties  égales 
la^Gorde  des  contacts  ££'.  Par  conséquent,  les  parallèles 
EGy  E'G'  menées  à  la  base  BG,  jusqu'à  la  rencontre  de  AO,  se- 
ront égales  entre  elles.  Soient  N,  li'  les  points  de  rencontre  do 
ces  droites  EG ,  FG'  et  de  la  parallèle  à  l'axe  qui  passe  par 
le  point  D  :  on  aura  E'J\'— EN  =  2NG=  2DI.  Mais,  la  sous- 
tangente  HN  étant  double  de  l'abscisse  DN ,  on  a  EN=2BD, 
et  de  même  E'N'  =  2CDi  donc,  CD-«BD=DIi  d'où 
CI=BD.  Il  s'ensuit  que  le  point  M,  milieu  de  BG ,  est  aussi 
le  milieu  de  DI  ;  donc,  LM  est  parallèle  à  la  droite  AIO; 
c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer,  puisque  AO  est  parallèle  à 
l'axe  de  la  parabole. 

^î  d'un  point  G  situé  hors  d'une  parabole  (Gg.  72),  on  mène 
à  cette  courbe  deux  tangentes  CD,  CE»  et  une  droite  GF  au 
foyer  F,  la  bissectrice  de  l'angle  DCE  des  tangentes  divisera 
en  deux  parties  égales  Vangle  FCL  que  forment  la  droite  GF 
dirigée  au  foyer  et  une  parallèle  CL  à  Vaxe^  conduite  par  le 
point  G  donné. 

En  effet ,  abaissez  des  trois  points  D,  G,  E  des  perpendicu- 
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laircs  DG>  CM^  EH  sur  la  dlreclncc  GH\  cl  lirez  les  drotlês 
CG,CF,CH^  les  triangles GDC.CDFscroDt  ègaax,carraiigU 
CDG=  CDF,  et,  de  plus ,  DG  =  DF.  De  même ,  les  triangle 
CEH ,  CEF  seront  égaux  entre  eux^  ainsi ,  CG^CF^CH, 
Les  droites  CD»  CE,  CM  étant  rcspectivemeot  les  bisseclricei 
des  «tnglcs  GCF ,  FCf  l ,  HGG ,  dont  la  somme  Tant  qïiatre 
angles  droits,  on  aura  GGD  +  FCE  +  GCM==  180^  d'ail- 
leurs ,  GCD  +  DCL+  GCM  =  Î80-  ;  donc ,  FCE  —  DÇL,  I! 
!«' ensuit  que  la  bissectrice  de  Vaog^le  DCE  divise  eo  deut 
parties  égales  Tanfrlc  FCL, 

fi.  Au  moyen  de  ces  remarques,  on  déterminera  facilement 
le  lieu  géométrique  cherché. 

Soient  F  le  foyer  de  la  parabole  donnée  ;  '0  le  centre  du 
cercle  tangent  à  la  pâral>ole  au  point  A  {fig.  73)j  QAR ,  PQD^ 
PRD  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes;  N,  E  tes 
points  d'intersection  des  droites  FA,  FP,  el  des  parallèle â 
Taxe  SF  de  la  parabole,  menées  par  les  points  P  et  A.  Si 
Ton  joint  le  milieu  M  de  QR  au  milieu  L  de  PA,  par  la 
droite  ML ,  cette  droite  passera  par  le  point  O  (n*"  1),  et  sera 
parallèle  à  Taxe  SF  de  la  parabole  (n'*  5)^  ainsi ,  le  point  0  est  I 
à  des  dislances  épies  OG,  OG'  des  deux  parallèlps  AE^PÎf. 
D'ailleurs,  la  droite  PO,  bissectrice  de  Fangle  QPRdes  tan- 
gentes PQD',  PRD,  divise  en  deux  parties  égales  Fangle 
NPE  (n"  5).  De  plus,  la  droite  AO,  prolongement  de  la 
normale  au  point  A,  est  aussi  la  bissectrice  de  l'angle  NAE: 
donc,  la  circonférence  décrite  du  point  O  comme  centre  avec 
OG  pour  rayon ,  touchera  les  quatre  côtés  du  quadrilatère 
NPEA,  en  des  points  G',  I,  G,  T.  L'égalité  des  tangentes 
FI',  FI  donne  FA+AG  =  FP  — -PG;  il  en  résulte  que  si  Ton 
prend  AK=AF  et  PH  =  PF,  on  aura  GK=G'H,  et  par 
suite  la  droite  HK  sera  parallèle  à  GG',  c'est-à-dire  perpen- 
diculaire à  l'axe  de  la  parabole.  La  position  de  la  droite  HK  est 
invariable,  puisqu'elle  passe  parle  point  K.  Donc,  le  point  P 
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appartient  à  une  parabole  dont  le  foyer  est  F,  et  qui  a  pour 
directrice  la  droite  HKR',  parallèle  à  la  directrice  de  la  para- 
bole donnée ,  à  une  distance  du  point  A  égale  au  rayon  vec- 
teur FA.  Les  directrices  des  deux  paraboles  sont  à  égalas  dis- 
tances du  point  donné  A,  mais  de  différents  côtés  de  ce  point. 
Les  deux  courbes  se  coupent  sous  un  angle  droit  au  point  A, 
car  la  normale  AO,  à  Tune  d'elles ,  est  tangente  à  l'antre. 

On  trouvera,  de  même,  que  si  la  courbe  donnée  est  nne 
hyperbole^  le  lieu  géométrique  demandé  est  une  ellipse  dont 
les  foyers  seront  ceux  de  Thyperbole,  et  qui  passera  par  le 
point  donné  sur  cette  hyperbole. 

MATHÉMATIOUES   ÉLÉMENTAIRES. 

Par  un  point  O  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  BA 
d'un  cercle ,  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  rencontre  le 
cercle  en  deux  points  M,  M'  (fig.  74),  et  de  ces  points  on  mène 
au  centre  C  deux  rayons  MC,  M'C  :  prouver  que  le  produit  de 
iang^MQk  par  tang  i  M'CA  est  constant^  quelle  que  soit  la 
direction  de  la  sécante. 

Au  point  O ,  élevez  sur  OC  la  perpendiculaire  ODD'  qui 
rencontre  en  D  et  D' les  droites  menées  des  points  M,  M'  à 
l'extrémité  B  du  diamètre  ACB.  En  prenant  BO  pour  rayon , 
la  droite  OD  sera  la  tangente  de  ^  MCA ,  et  OB'  la  tangente 
dei  M'CA.  Or,  les  quatre  points  M,  M',  D,D',  appartiennent 
à  une  même  circonférence ,  car  les  angles  DD'M',  BMW  sont 
supplémentaires.  En  effet,  l'angle  DiyJVL',  complément  de 
M'BA,  doit  avoir  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BM',  il  est 
donc  égal  à  l'angle  M'MB,  qui  est  adjacent  à  l'angle  DMM'. 
Puisque  les  quatre  points  M,  M',  D,  ly  sont  situés  sur  une 
même  circonférence,  on  a  OD.OD'=OM.OM'=OA.OB; 
donc,  tangi^MCAXtangfM'CA=OAxOB,  quelle  que 
soit  la  direction  de  la  sécante  OMM'. 
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N0TB»»On  i>cut  démontrer  les  théorèmes  des  n*'  I  elâ{|>,4%, 
407),  aa  moyen  des  Proposiliona  de  k  géoiuélric  ùlémentair»!. 

r  Je  suppose  que  le  cercle  inscrit  dans  ïc  IrVangle  ABC 
(%.  75),  touche  la  hase  BC  au  point  D  ;  par  ce  point  d  h 
ccnlre  0  du  cercle ,  je  mèno  kdiamolre  DOE  ;  puis,  je  joins 
le  sommet  A  du  triangle  à  reitrémilé  E  du  diamètre  DOE, 
par  la  droile  âE  dont  le  prolongement  coupe  la  base  BC  au 
poiot  ly  i  ce  dernier  puiut  sera  aîui  auqtiel  le  cercle  tangent 
à  la  hase  BC  et  aux  prolongements  des  deux  autres  côtéi 
âB»  àG,  touche  la  base  BC  du  iriaugle.  C'est  ce  quenois 
alloDâ  d'abord  démontrer. 

J'élève  sur  BC,  au  point  h\  la  perpendiculaire  D'O'E'qui 
rencontre  aux  points O^EMes  prolongements  des  droites  AO, 
AD;  et  je  mène,  des  points  0,  0',  des  perpendiculaires  OG, 
O'G^  sur  AB.  Il  eu  résulte  OG:0'G'::  A0:AO';:  OE:0T)\ 
MaisOG=:OE;  douc^  0'G'  =  0^iy;  et  par  conséquent  le 
point  O'  est  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  au  triangle  ABC. 
Ce  cercle  touche  la  base  BC  au  point  D',  puisque  le  ray^m 
0*D'  est  perpendiculaire  sur  BC. 

Maintenant,  je  dis  que  les  droites  MO,  MO',  menées  du 
milieu  M  de  BC  aux  centres  O  et  O',  passent  par  les  milieux 
L,  L'  des  droites  AD,  AD'.  En  effet,  les  tangentes  BD,  CD' 
sont ,  comme  on  sait,  égales  entre  elles  j  ainsi,  le  point  M , 
milieu  de  BC ,  est  le  milieu  de  DD'.  Là  droite  MO  divise  en 
parties  égales  les  côtés  DD',  DE  du  triangle  DD'E  :  elle  est 
donc  parallèle  à  D'EA  j  et  par  conséquent  elle  divisera  DA 
en  deux  parties  égales  au  point  L.  De  plus,  D'0'=0'E', 
puisque  EO=OD  j  donc ,  la  droite  O'M  est  parallèle  à  E'D  ; 
il  s'ensuit  qu'elle  partage  en  deux  parties  égales  la  droite 
AD'  au  point  L'. 

Je  ferai  encore  observer  que  le  produit  des  rayons  OD, 
0*0'  est  égal  au  produit  des  tangentes  BD,  BD'.  Car  les  trian- 
gles BOD,  BO'D',  semblables,  comme  ayant  leurs  côtés  pcr- 
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pendiculaires  chacun  à  chacun,  donnent   la    proportion 
^D:Biy::BD:0'D'. 

2.  La  droite  qui  unit  les  milieax  M,  L  des  diagonales 
BC,  AA'  d'un  quadrilatère  ABCA  {fig.  76) ,  circonscrit  à  un 
cercle ,  passe  par  le  centre  O  de  ce  cercle. 

En  efiet,  inscrivez  des  cercles  dans  les  triangles  ABC, 
A'BC,  ils  toucheront  la  base  commune  BG  en  un  même 
point  D.  Car,  le  quadrilatère  étant  circonscriplible^  on  a 
AC — AB = A'C— A'B  •  mais  la  différence  AC— AB  est  égale 
à  la  différence  des  distances  DC  ,  DB  des  extrémités  de  la 
base  BC  du  triangle  ABC,  au  point  de  contact  D  de  la  base 
et  du  cercle  inscrit ,  et  il  en  est  de  même  pour  le  triangle 
A'BG  ;  donc ,  les  cercles  inscrits  dans  ces  triangles  touche- 
ront la  base  commune  au  même  point.  Les  diamètres  DGE, 
DG'F  de  ces  deux  cercles ,  menés  par  le  point  D,  seront  en 
prolongement  l'un  de  Tautre ,  sur  une  perpendiculaire  à  la 
droite  BG.  Les  deux  droites  AE,  A'E'  couperont  la  hase  BG 
en  un  même  point  D',  qui  sera  le  point  de  contact  de  la  base  . 
BG  et  des  cercles  ex-inscrits  aux  deux  triangles  (note  1). 
Enffn,  si  Ton  prolonge  les  deux  droites  AD,  A'D,  jusqu'à  ce 
qu'elles  rencontrent  eu  des  points  F,  F'  la  perpendiculaire 
élevée  sur  BG  au  point  D' ,  les  droites  D'F,  D'F'  seront  les 
diamètres  des  cercles  ex-inscrits  aux  triangles  ABC,  A'BG , 
et  qui  touchent  la  base  BC  au  point  D'. 

Gela  posé,  on  aura  D'F': DE:: D'F: DE',  car  les  produits 
DE  X  D'F,  DE'  X  D'F'  sont  égaux  entre  eux ,  puisque  cha- 
cun d'eux  est  égal  à  4.BD.BD'  (note  1);  il  s'ensuit  HF':HD 
::  FH':  H'D,  et  par  conséquent  la  droite  HH'  est  parallèle  à 
F'F  et  à  E'E.  Le  milieu  de  cette  droite  HH'  sera  le  centre  O 
du  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère  ABCV,  car  les  bissec- 
trices AG,  A'G'  des  angles  BAC,  BA'C,  divisant  en  deux  par- 
ties égales  les  diamètres  DE,  DE',  devront  passer  par  le  mi- 
lieu de  HH'.  La  ligne  DG  étant  égale  à  BD,  le  point  M,  milieu 

ASN.  DE  MatHÉMàT.  III.  34i 
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de  BC,  c^t  milieu  de  D'D.  Alasif  les  trois  points  M^  0,  L 
soDl  les  milieux  des  diagonales  B'D,  E!U^  Â'A  du  quadrik* 
1ère  complet  H^iy  H  DA'Â.  Donc,  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite .  C'est  ce  qo'II  fallai  t  démontrer.  G. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  M.  CHASLES, 

sur  kê  orci semblables  d'um  conique;  et  autres  cùfmdératwns 
iur  les  arcê  cwrviligmf. 


I.  THâORÈMK  t.  Une  sécante  coupe  une  courbe  plane  cb 

deux  points  M  et  M' ,  par  ces  points  menons  des  tangentes  se 

rencontrant  en  un  point  I  ;  supposons  que  la  sécante  tourne 

infiniment  pea  autour  d'un  point  fixeO ,  situé  sur  la  sécante, 

et  que  les  points  de  reneontrc  deviennent  respectiTcmenl 

,.      Mm         OM.MI 
m  et  m  :  on  a  la  proportion  ^.,    ,  =  ^^„,  ^„,^. 
^    ^  M'm'        OM.M'I 

roir  la  démonstration  p.  183  et  184  (IV  et  V). 

Observation,  Le  théorème  est  dû  à  Newton ,  il  sert  de  base 
à  ses  applications  du  calcul  fluxionnel  à  des  questions  de 
géométrie  (*). 

II.  Une  droite  D  et  une  conique  G  étant  situées  dans  le 

même  plan,  sur  D  prenons  deux  points  I  et  i  infiniment 

voisins.  Soient  MM'  la  polaire  du  point  I ,  et  mm'  celle  du 

point  i  ;  le  point  d'intersection  0  sera  le  pôle  de  la  droite  D, 

et  le  théorème  précédent  donne  le  rapport  fini  auquel  est 

.  ,   Mw 
égal  le  rapport  différentiel  •^— ,• 


(•)  Tractatus  de  quadraiurâ  curvarum,  Jntroductio.  —  Cet  ouvrage  a  paru 
en  1706,  à  la  suite  de  Enumcratio  Linearum,  etc. 
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III.  Il  existe  encore  une  autre  relation  poar  ce  rapport 
différentiel.  Soit  N  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes 
consécutiyes  IM ,  im  :  MNm  est  l'angle  de  contingence;  por- 
tons NI  sur  Ni  de  N  en  P,  de  sorte  qu'on  a  : 

iP=iN-.  IN  =  im  — IM  —(mN  +  MN)  =£IcosaP, 

car  le  triangle  ItP  est  rectangle  en  P.  On  aura  de  même  de 
l'autre  côlé  de  li  : 

*F=iN'— IN=  W—  IM'  -KN'+M'N')=iI  côsilP. 

Les  points  analogues  sont  désignés  par  les  mêmes  lettres  ac- 
centuées. Fixons  sur  la  conique  un  point  B  entre  M  et  M'; 
soient  I/»= /,  W  =  /',  RM==5,  IUVI'  =  5',  im—lM=dt^ 
lm'-IM'=A':  /»N+MN  =  mM  =  rf5,  ni'W+M!N'=:ds\ 
car  danslelriangle/nNMl'anglediffère  infiniment  pcudedeux 

,       ,     .^     r^         .         COS.ilP        dt^ds 

angles  droits.  On  a  donc :n=îf=T7 r-.- 

®  COSiIP'      di—ds 

IV.  Si ,  au  lieu  de  la  droite  D  on  prend  une  courbe  quel- 
conque G',  les  angles  îIP ,  ilP'  sont  les  angles  que  forme  la 
tangente  à  la  courbe  C,  passant  par  I,  avec  les  tangentes  IM^ 
IM'  menées  par  ce  point  à  la  conique  C  ;  si  la  courbe  G'  est 
telle  que  le  rapport  des  cosinus  de  ces  angles  soit  constam- 
ment égal  au  nombre  r,  de  sorte  que  MI  étant  le  rayon  inci- 
dent, IM'  soit  le  rayon  réfracté  selon  le  rapport  r  de  réfrae^ 

ât  —  ds       ,,  ,         .       . 
tionjon  aura /x==-7-p— j-,,    dou    n{t—s)=;>t — 5-|-con- 

stante.  Il  suffit  de  connaître  les  valeurs  de  ^,  *,  /',  5'  répon- 
dant à  un  point  de  la  courbe  G'  pour  déterminer  la  valeur  de 
la  constante,  n  étant  donné ,  il  est  facile  de  trouver  l'équation 
differentidle.de  la  courbe  G';  nous  la  donnerons  en  traitant 
des  caustiques  par  réfraction  et  des  lignes  aplanétiques  ;  pour 
le  moment ,  il  suffit  de  remarquer  qu'au  point  où  G'  ren- 
contre G,  on  a  évidemment  n  =ifc  1  ;  donc  si  n  n'est  pas  égal 
à  1 ,  la  conrbe  G'  ne  peut  pas  rencontrer  la  conique  G  ;  sup- 
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pusuoi  dune  /4 ^  1  r  nous  saTons  qualors C  et  C  soBt  àm\ 
voiiiqui'â  bi'conrocalesi  se  coupant  ortbogofioleiiiGnt  ^  prenons 
m  point  d'interseclion  pour  le  point  fixe  R;  en  ce  point 
/,  ij  i\  y  sont  nuls  ;  donc  on  a  «'—  /^t^stmf  — i=B*^s^ 
ce  qui  démontre  le  beau  théorètnede  M.  Cliasles.  (^.p.lâS,) 
Obscrtmlion.  Le  célèbre  géomètre  donne  le  Dom  d'arcs  lam- 
blable$  k  deux  arcs  dont  la  difîërençc  est  égale  à  une  droite  ; 
œsarcB  n  étant  pas  semblables  dans  le  sens  ordinaire  du  eiot» 
il  est  à  désirer  qu'on  indique  uoe  autre  dénooiinatîon  ;  ne 
pourrait-on  pas  les  désigner  par  arci  correspondants?  Le  moi 
€orre$pôndant  a  déjà  été  introduit  par  M  J?orj  dans  la  tbénrie 
des  attractions  des  sphéroïdes,  dont  on  doit  à  M.  Ghasles 
une  exposition  ii  intuitive. 

l/es pression  homo  focale  ne  parait  pas  non  plus  couve- 
nahie  ;  outre  que  sa  formation  est  hybride ,  elle  ne  dtt  pas 
que  les  deujE  foyers  sont  communs. 

V.  Ce  théorème  donne  la  solution  de  plusieurs  problèmes 
importants. 

Problème  1 .  Partager  Tare  MN  de  conique  en  deux  arcs 
correspondants  ? 

Solution  Par  M  et  N  on  mène  des  tangentes  à  la  conique; 
soit  1  le  point  de  rencontre,  par  ce  point  on  fait  passer  une 
conique  bi-confocale  à  la  conique  donnée  ,  le  point  dlntersec- 
tion  R  des  deux  coniques  est  le  point  de  division  cherché. 

Observalion.  L'intersection  de  deux  coniques  confocales,  et 
à  fortiori  bi-confocales,  peut  toujours  se  construire  géométri- 
quement. 

Problème  2.  Étant  donnés  trois  points  M,  N  ,  M'  d'une  co- 
nique tracée  ,  trouver  un  quatrième  point  >î'  tel  que  les  deux 
arcs  MN ,  M'^'  soient  correspondants. 

Solution.  Soit  1  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes 
menées  \^v  M  cl  M'  ;  par  1  faisons  piisser  une  conique  bî-con- 
focale,  qui  sera  ronconlno  en  1'  par  la  tangente  menée  par 
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N  ;  par  ce  même  point  F  menant  une  tangente  à  la  coniqae 
donnée ,  le  point  de  contact  sera  le  point  N'  cherché. 

Problème  3.  Partager  la  demi-ellipse  en  deux  arcs  corres- 
pondants. 

SoltUion.  Soient  G  le  centre  de  l'ellipse  ;  A  et  A|  les  extré- 
mités d'un  diamètre  ;  AT,  AT  les  deux  tangentes  parallèles  » 
T  est  un  point  situé  à  l'inGni  i  construisons  une  hyperbole 
bi-confocale  ayant  pour  asymptote  la  droite  CT  ;  elle  coupe 
la  demi-dlipse  en  un  point  R ,  donc  RA'—  R A = A'T —  AT  : 
abaissons  de  A' une  perpendiculaire  A'P  sur  AT,  on  aura 
AT— AT=  AP  ;  donc  RA'  —  RA= AP,  c'est-à-dire  que  la 
différence  des  arcs  est  égale  à  la  projection  du  diamètre  sur 
la  tangente  passant  par  son  extrémité. 

YI.  Théorème,  La  longueur  inûnie  des  asymptotes ,  moins 
la  longueur  infinie  des  hyperboles ,  est  une  quantité  finie. 

Démonstration.  Soient  C,  A ,  F  le  centre,  le  sommet,  le 
foyer  voisin  d'une  hyperbole;  AR  le  quart  de  Vhyperbole , 
R  étant  le  point  situé  à  l'infini;  GR  la  longueur  infinie  de 
l'asymptote  ;  soit  encore  I  le  point  où  la  tangente  au  sommet 
A  rencontre  l'asymptote  ;  concevons  une  ellipse  bi-confocale 
passant  par  I  et  coupant  orthogonalement  l'hyperbole  en  M , 
nous  aurons  .- 

GR-AR  =  GI-}-IR  — AM— MR 

=  GI+IR— 2AM+AM— MR. 
Or,  d'après  le  théorème  de  M.  Ghasles ,  AM— MR=AI— IR, 
doncGR— AR=GI-hAI— 2AM.   C.Q.F.D. 

Observation.  Ce  dernier  théorème  et  le  moyen  de  trouver 
des  arcs  correspondants  dans  les  coniques  et  dans  d'autres 
courbes  sont  connus  depuis  longtemps  et  remontent  jusqu'au 
comte Fagnano  (1 750)  ;  Lcgendreen  a  donné  une  théorie  analy- 
tique complète  sous  le  titre  de  Traité  des  fonctions  elliptiqties 
et  des  intégrales  eulériennes,  2  vol.  in-4°,  mais  la  relation  entre 
cette  théorie  et  celle  des  coniques  bi-confocales  est  une  des 


I 
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p]uu»  belles  découvertes  de  Tauteur  de  Thislairâ  des  méihodes 
eti  g€oniêlrieC^). 

VIL  Théorème.  Deux  courbes  algébriques  De  peareat 
àvair  di'5  arc*  égaux  sans  se  conrondre. 

ÛénifmstraHon.  Ou  peut  placer  Im  deox  courbes  de  ma- 
nière à  avoir  cet  arc  eu  eommun,  aiîors  elles  âurODl  donc  une 
îtiOnité  de  points  en  commao  sans  se  confondre,  ce  qui  tû 
impossible,  donc,  etc. 

Observation  Apollonius  dèmonlre  qu'un  arc  d*ell!pse  ne 
peut  élre  égal  à  un  arc  de  cercle,  etc.,  et  en  géDèral  que 
l'arc  d'une  couique  ne  peut  être  placé  sur  un  arc  d'une  coai- 
que  différente*  (Liv.  VI,  prop.  VI.) 

Vllf.  Ou  démontre  de  la  même  manière  que  dans  h 
même  courbe  deux  arcs  ne  peuvent  être  égaux  ^  à  moii^  qae 
la  courbe  ne  sort  symétrique  par  rapporl  à  un  axe  t  les  arcs 
égaux  sont  placi^  symétriquement. 

Ùbien^îion.  Apollonius  démontre  encore  que  dans  le 
même  quadrant  d ellipse,  dans  la  même  demi-parabole  et 
dans  la  même  demi-h?perl)ole,  on  ne  peut  prendre  des  arcs 
superposables.  ^Prop.  XIX.}  Tm. 


RELATIONS  D'IDENTITE, 

Et  équations  fondamrntalcf  reiaticrs  aux  courbes  du  second 

dci/ré. 

V.  p. 4Î4 


LIV.  Théorème  de  Newton  .nrr  /<^  se^menls. 

Si  Von  prend  daiis  le  plan  d'une  ligne  de  Tordre  m  un 
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point  fixe  et  que  Ton  mène  par  ce  point  deux  sécantes ,  le 
produit  des  segments  formés  par  la  première  sécante,  divisé 
par  le  produit  des  segments  formés  par  la  seconde  sécante , 
donne  un  quotientconstant,  quelque  soit  le  point  fixe,  pourvu 
que  les  sécanles  conservent  mêmes  directions. 

Démonstration.  Soit  Pm  +  Pm-  i  + P(o)  =  0  l'é- 
quation de  la  ligne  de  l'ordre  m  ;  et  Pm  =  A^"*  + +Gr*  j 

prenons  le  point  fixe  pour  origine  et  les  sécantes  pour  axes. 

Premier  cas.  Aucune  des  trois  quantités  A,  G,  P(o)  n'est 

nulle;  faisons^  =  0;  le  produit  des  segments  fbrmés  par 

p 
l'axe  des  jc  est  égal  à  (— 1)""  tt i  de  même  le  produit  des  seg- 

p 
mcnts  formés  par  Taxe  des^  est.( — 1)*"  ---  ;  ce  produit  divisé 

par  le  précédent  donne  pour  quotient  -  ;  prenons  maintenant 

A 

des  sécantes  parallèles  aux  précédentes  et  n'ayant  pas  non 
plus  leur  point  commun  sur  la  courbe  ;  prenant  ces  nou- 
velles sécantes  pour  axes,  le  terme  Pm  no  changera  pas  (L,  co- 
roll.  1  )  j  les  coeflScients  A  et  G  ne  changeant  pas,  le  rap- 

G 
port  ~  reste  le  même. 

A. 

PM  G 

2!"  cas.  Si  A  seul  est  zéro,  alors  -~-  est  infini ,  et  -r-  est  nul  ^ 

A  A 

ce  rapport  restera  nul  pour  toutes  les  sécantes  parallèles  aux 

P() 
axes;  et  —•  restera  toujours  infini  tant  que  Py  n'est  pas 

A. 

nul  ;  donc  si  une  droite  rencontre  une  courbe  à  l'infini ,  toute 
droite  parallèle  la  rencontre  aussi  â  l'infini. 

Si  G  seul  est  zéro,  on  a  des  conclusions  analogues. 

3*  cas.  Si  P(e)  seul  est  zéro,  alors  l'origine  est  sur  la  courbe  ; 

P(  )  Pn 

•~,  -~  sont  nuls  et  leur  rapport  se  présente  sous  la 


0  (^ 

foriDé  --  i  foulefois  m  rapport  est  déterminé  et  égal  à  -  : 
0  A 

car,  supposons  Torigiûe  très- prés  delà  courbe,  alors  Py  est 

C 
infiniment  petit  et  le  rapport  segmcntaire  est  toujours  -7« 

Â 

C 
4*  cas.  SI  C  et  A  sDDt  nuls  ^  le  rapport  segmeotaire  -^  de- 

A 

0 
vrent  -  et  reste  indéterminé,  et  le  théorème  des  segments  n'a 

plui  lieu  ;  antrement ,  toutes  Jes  fois  que  les  deux  sécantes 
rencontrent  la  courbe  à  riolioî ,  la  constance  du  rapport  seg- 
meti(aire  n'existe  plus* 

5*  mê.  Si  A  et  P(u)  sont  nuls,  le  rapport  —  devient  et  reste 

A 

inltnh 

Observation  1 .  Dans  ce  qui  précède,  le  produit  des  seg- 
ments comprend  aussi  les  segments  imaginaires. 

OhmTation  â.  La  {.proportionnalité  des  produits  des  st^- 
menu  dans  les  coniques  était  connue  des  anciens.  C'est  la 
proposition  XVII  du  troisième  livre  d'Apollonius,  atasi 
énoncée  :  Les  riclans:U s  des  segments  formés  par  deux  cor- 
dt^  qui  se  coupent  soûl  proportionnels  aux  carrés  des  tan- 
gentes parallèles  à  ces  cordes;  les  propositions  suivantes 
concernent  divers  cas  particuliers.  Newton  est  le  premier 
qui,  dans  Touvrage  cité  ci-dessus  (p.  423; ,  ail  étendu  cette 
propriété  aux  courbes  du  second  genre  (  troisième  ordre  )  f 
i^te  pn>^H>silion  (  VI,  p.  4  )  ainsi  que  toutes  les  autres  qu'on 
trouve  dans  cet  ouvrage  sont  énoncées  sans  démonstration  ; 
elles  ont  élé  données  ensuite  par  divers  géomètres. 

Obsicnatiof}  c^i^cnhelh.  Vue  ligne  de  Tordre  m  comprend 
aussi  un  système  de  lignes  qucLxtnques^  situées  sur  un  même 
phm  et  dont  la  somme  des  degrés  est  égale  à  m.  Ainsi ,  les 
pn>priétés  di^  segments  s'appliquent  à  un  système  de  .m 
dn>itos  dans  un  nuniK»  plan,  oîc  ;  nous  ne  ri^pèterons  plus 
cette  otiservaiion. 


—  518  — 

LV.  Cas  particuliers.  V  Si  sur  une  droite  renconlrant 
la  courbe  à  rinfini,  on  prend  deux  points  O,  &  par  lesquels 
on  mène  deux  sécantes  quelconques  parallèles,  les  produits 
des  segments  formés  par  les  deux  sécantes  sont  entre  eux 
comme  les  produits  des  segments  finis  ^  réels  et  imaginaires 
formés  sur  la  droite  aux  points  O  et  0'  ;  car  les  segments  in- 
finis dsns  les  deux  produits,  ne  différant  que  de  la  quantité 
finie  00',  sont  égaux.  Ainsi,  dans  la  parabole,  deux  cordes 
parallèles  étant  rencontrées  par  un  diamètre  quelconque,  les 
produits  des  segments  formés  sur  ces  cordes  sont  entre  eux 
comme  les  parties  du  diamètre  interceptées  entre  les  cordes 
et  la  courbe;  il  en  est  de  même  dans  Fhyperbole  lorsque  les 
cordes  parallèles  sont  coupées  par  une  droite  parallèle  à  une 
asymptote. 

2*  Une  corde  étant  conjuguée  à  un  diamètre,  le  théorème 
des  segments  donne  directement  dans  les  deux  coniques  à 
centre  :  le  carré  de  la  demi-corde  est  au  produit  des  segments 
du  diamètre  comme  le  paramètre  du  diamètre  est  à  la  lon- 
gueur du  diamètre  ,*  et  dans  la  parabole  :  le  carré  de  la  demi- 
corde  est  équivalent  au  rectangle  formé  du  paramètre  et  du 
segment  fini  du  diamètre.  Écrites  algébriquement,  ces  pro- 
positions fournissent  les  équations  les  plus  simples  des  coni- 
ques. C'est  à  ces  mêmes  équations,  l'origine  étant  au  sommet, 
que  les  coniques  doivent  leurs  noms,  comme  nous  le  dirons 
dans  un  article  sur  Torigine  de  diverses  dénominations. 

LVI-  Problème.  Une  courbe  algébrique  du  degré  m  étant 
tracée,  mener  une  tangente  par  un  point  pris  sur  la  courbe. 

SoltUion.  Par  un  point  0  pris  dans  le  plan  de  la  courbe 
menons  deux  sécantes,  rencontrant  chacune  la  ligne  en  m 
points  réels  et  à  distances  finies ,-  chaque  sécante  fournit  m 
segments,  à  partir  du  point  0.  Soit  OM  un  segment  pris  sur 
la  première  sécante,  et  représentons  par  P  le  produit  des  w— 1 
autres  s^ments  ;  représentons  de  même  par  OM'  et  F'  des 


—  su  — 


'quantités  analogues  pour  la  seconde  sécante;  ctdésignooi 
par  R  le  rapport  constant  des  deux  prodaîls ,  oa  a  donc  : 


OM.P 
OM'.P' 


=  R, 


d'où 


OM 


RF 


prenons  sur  la  sécante  OM  un  point  N  et  sar  la  seconde  sé- 
cante un  point  N'  tels  que  l'on  ail  : 


I       il  est 


0M_  ON 
OM'  ~  ON' 


R.F 


I 


il  est  évident  que  la  droite  NN'  est  parallèle  à  la  corde  MM'. 

Supposons  que  le  point  O  se  transporte  sur  la  courbe,  le 

OM'  0  RP' 

rapport  -rr^  prend  la  forme  -,  mais  est  égal  à  -  -,  et  la 

corde  MM'  devient  une  tangente  ?  de  là  résulte  cette  cod- 
struclïOQ  i  par  le  point  de  contact  S  on  mène  deux  sécantes 
rcncoDtrant  chacune  la  courbe  en  m — 1  autres  points  réels, 
à  dislances  Onics,  faisant  le  produit  des  m — 1  segmenls, 

P' 

on  a  le  rapport  —  ;  par  un  point  quelconque  O  non  situé  sar 

la  courbe,  on  mène  deux  sécantes  parallèles  aux  cordes,  ce 

qui  fait  connaître  R;  prenant  sur  les  cordes  deux  lon- 

SN        RP' 
guenrs  SN,  SW  telles  que  Ton  ait  ^^=  —5- ,  la  droite  me- 

née  par  S  parallèlement  à  NN'  est  la  tangente  demandée. 
application  aux  coniques.  Par  le  point  S  je  mène  deux 

P'       ST' 

cordes  ST,  ST'  ;  on  a  donc  z^  =  ;^=p  ;  par  un  point  V  pris 

sur  ST,ie  mène  une  parallèle  LVL'à  la  corde  ST'j  on  a  donc: 

„  _  SV.VT  SN  _  SV.VT.ST' 

LV.VL''  SN'~  LV.VL'.ST' 


SV  VT  ST' 
prenant  SN'=ST,  il  vient  SN  =      '    ,/.,    ■  ;  ligne  facile  à 

Jj  Y .  VL 
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construire;  mais  il  faat  faire  attention  aux  signes  des  seg- 
ments pour  savoir  dans  quel  sens  il  faut  porter  SN. 

Si  les  cordes  ST,  ST'  sont  également  inclinées  sur  un  axe 
principal,  ce  qui  arrive  lorsqu'elles  sont  parallèles  à  deux 
diamètres  égaux  ou  bien  à  deux  cordes  égales  passant  par  un 
sommet ,  alors  on  a  évidemment  SV.VT  =  LV.VL';  donc,  si 
SN'  =  ST,  on  a  aussi  SN  =  ST'.  Il  suffit  donc  dans  ce  cas  de 
porter  ST  sur  ST'  et  ST'  sur  ST';  dans  le  cercle,  tous  les  dia- 
mètres étant  égaux  y  la  construction  existe  pour  des  cordes 
quelconques;  elle  est  due  ainsi  que  la  suivante  à  Maclaurin. 

LVII.  Cercles  osculateurs  dans  les  coniques.  Les  cordes  ST, 
ST'  étant  également  inclinées  sur  un  axe  principal,  le  cercle 
qui  passe  par  les  trois  points  S,  T,  T',  a  donc  au  point  S  môme 
tangente  que  la  conique;  c'est-à-dire  que  le  cercle  a  deux 
points  en  commun  avec  la  conique  au  point  S,  et  deux  antres 
points  en  T  et  T';  si  le  point  T  se  rapproche  continuellement 
de  S,  la  corde  ST  devient  finalement  une  tangente  et  ST  une 
corde  ayant  même  inclinaison  sur  l'axe  principal  que  la  tan- 
gente ;  le  cercle  qui  a  même  tangente  et  même  corde  ST'  se 
nomme  cercle  osculateur;  il  a  trois  points  en  commun  avec 
b  conique  au  point  S  et  un  autre  au  point  T'.  Le  rayon  de  ce 
cercle  est  le  rayon  de  courbure;  ainsi ,  pour  construire  le  cer- 
cle osculateur  en  un  point  donné  S  sur  la  conique,  on  mène 
par  ce  point  une  tangente  et  puis  une  corde  ayant  sur  un  axe 
même  inclinaison  que  la  tangente  ;  le  cercle  qui  a  la  même 
tangente  et  la  même  corde  est  le  cercle  osculateur  cherché. 

Cette  construction  est  impraticable  aux  sommets ,  parce 
que,  en  ces  points,  le  cercle  osculateur  a  un  point  quadruple 
en  commun  avec  la  courbure  ;  mais  on  sait  par  d'autres  con- 
sidérations qu'aux  extrémités  d'un  axe  principal,  le  rayon  de 
courbure  est  égal  au  demi-paramètre  de  cet  axe.  Nous  re- 
viendrons sur  cette  matière,  et  voir  aussi  tome  II,  p.  75  et  183. 


QUESTIONS  PROPOSEES 
au  concourt  d' agrégation  pour  les  sciences  mathématique». 


^         dt     de+   dt    -^''-},}/T+-t^ 

en  espliquant  la  méthode  qu'on  aura  suivie. 


1"  En  fS44. 
Composition  d'analyse^ 
Iniégrer  les  deux  équatioQ» 
djT  dv   , 


Composition  de  mécanique. 

Déterminer  les  lois  des  petites  oscillations  d'un  ûl  flexible 
inextensible  et  sans  masse,  suspendu  à  un  point  Gxe  et  chargé 
de  deax  points  matériels  pesants,  en  supposant  qu'à  Forigioe 
du  mouvement  les  deux  points  matériels  n'aient  pas  de  vi- 
tesse et  qu'ils  se  trouvent  avec  le  point  de  suspension  sur 
une  même  ligne  droite  qui  s'écarte  très-peu  de  la  verticale. 

Chercher  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour 
que  chacun  de  ces  points  oscille  comme  un  pendule  simple. 

T  En  1843. 

Composition  d'analyse. 

Donner  la  théorie  de  Tintégration  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  linéaires  et  du  premier  ordre. 
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Trouyer  régoation  des  surfaces  telle  que  si ,  par  un  pdnt 
donné ,  on  mène  une  perpendiculaire  au  plan  tangent ,  le 
rectangle  construit  sur  cette  perpendiculaire  et  sur  la  portion 
de  la  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et  un  plan 
fixe  mené  par  le  point  donné,  soit  équivalent  au  carré  delà 
distance  du  point  donné  au  point  de  contact. 

Composition  de  mécanique. 

Déterminer  le  mouvement  d'une  ligne  droite  pesante  et 
homogène  dont  un  point  est  fixé ,  dont  la  position  initiale  est 
quelconque ,  et  à  laquelle  on  applique  une  percussion  en  un 
point  donné. 

On  fera  voir  Tanalogie  de  ce  mouvement  avec  celui  d'un 
pendule  simple ,  on  assignera  les  circonstances  initiales  du 
mouvement  et  la  pression  variable  sur  le  point  fixe. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  la  droite  décrit  un 
cône  droit  vertical  et  celui  où  elle  s'écarte  très-peu  de  la 
verticale. 

3o  En  1842. 

Composition  d'analyse. 

Étant  donnée  une  série  de  paraboles  ayant  même  grand 
axe  et  même  foyer ,  déterminer  les  courbes  qui  coupent  ces 
paraboles  à  angle  droit. 

Déterminer  les  courbes  qui  coupent  à  angle  droit  une  série 
d'ellipses  de  même  foyer. 

Composition  de  mécanique. 

Donner  les  conditions  d'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inex- 
tensible libre  ou  placé  sur  une  surface ,  et  sollicité  par  des 
forces  quelconques. 

Démontrer  qu'un  fil  flexible  homogène  et  sans  pesanteur 
peut  tourner  autour  de  la  droite  qui  joint  ses  extrémités 


Ealer  a  donné ,  dans  son  lalrodactloti  à  rAiialj<9ê  infinik^ 
simftle  [introduciiù  in  Ânalysin  infimiorum ,  t,  t*',  p.  tlil, 
plnsiears  séries  de  sinuâ  et  de  cosinus ,  et  ce  sont  ces  séries 
qui  font  l'objet  da  mémoire  que  nons  croyons  deToî r  pubtkr 

On  sait  que  cet  illuslre  géomëlre  a  é(é  conduit  à  la  soBh 
malion  de  ces  séries  en  ayant  recours  aux  sénés  récnrrentcfi. 
ce  qui  exige  les  notions  de  TAIgcbre  supérieure ,  tandis  que 
le  procède  que  uuus  ai  ions  présenter  ici ,  pour  arriver  au 
même  but ,  nous  parait  beaucoup  plus  simple,  en  ce  qu'il  ik 
touche  nullement  aux  questions  de  F  Analyse  sopôieure. 


I. 


Considérons  d'abord  les  deux  séries  in6nies 

sintz-f-sin2û-|-sin  3a  +  sin4a+^^o  ^  •-" 

cosa4-cos2a-f-cos3fl4-^^s4a-4-cos5*j-p 

€t  proposons-nous  de  les  sommer;  fK«ar  cela  ,  représentons 
pour  plus  de  simplicité  ,  par  S  la  première  série    celle  ries 
sinus),  et  par  G  la  seconde  (celle  des  cosinus  . 


et 
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Maiotenant  si  Ton  remarque  que 

sin  a  = s\na 

sîn2a=:  sin  acosa'\-sina  cos  a 
sin  3a =sin  ^2acosa  -{-  sin  aoos  2a 
sîn  4a  =  sin  3a  cos  a -|- sin  a  cos  3a 
sin5a=sîa4a€Osa+smacos4a  etc. 

cos  a  =  . . . .  cos  a 
cos2a=cos  a  cos  a  —  sin  a  sin  a 
cos3a=cos2acosa — sin2asina 
cos4a = cos  3acosa — sin 3a sin  a 
cos5a=cos4acosa— sin4asina   etc., 


on  aura  les  équations  suivantes  : 

S  =  S.cosa  +  (i+C)sina, 
C  =  (l  +  C)cosa-S.sina. 

Ces  deux  équations ,  ne  renfermant  que  les  deux  inconnues 
S  et  C ,  donnent  les  expressions  suivantes  de  ces  deux  in- 
connues ^ 

_jina__       c  =  — ^ 

2(1— cosa)'  2' 

Ainsi,  nous  avons: 

sin  a 


(1)    Sina+sin2a+sin3a+sin4a+sin5a+....  = 


2(1— cosa)' 


(2)    cosa+cos2a-l-cos3a-HX)s4a+cos5a+...  =— ^. 


II. 

Proposons-nous ,  maintenant,  de  sommer  les  deux  série» 
infinies  : 

sina4.sin(a4-6)  +  sin(a+26)+sin(a+36)+ 

cosa+cos(a-[-6)+cos(a+2Z>)+cos(a-f  36)+ 
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êprcscntODs  toujours  par  S  la  première  série 
1  dus),  et  par  C  k  seconde  (celle  des  cosinus), 
remarquons  que 

8În  (a~|-â&)  ^  sîn  a  cos  2^  ^  sin  26  cos  a 
Bm{a'^3b)  =  s\nacm^b-\-sm^bcoBa  elc 

cos  [u-^-ù]  ==c  }B  ^ — stn  a  sîn  b 

cos(a+2ô)^C0!         \2b — ^masm^b 
cos(a+3è)^cosi2     lâ^  —  siDasinS^ctc .... 


mra 


S=sina(l  +  cos£r-fcos26+cos3^'  + )  -f- 

+  cos  a  (si        -  sîn  âô  -)-  sin  3ô + ) , 

C  =  cosa(l  +cos^-f         b-l-cmZb+ )  — 

— sina{sm£?-f-sin2^-fsia3^+ — ); 

ou  bien ,  en  vertu  des  séries  (1)  et  (2) ,  S  t"  ; 

^       .        1    .  sin^  sina  —  sin(df  —  b) 

S  =  sina.  -  +cosa.  — -•  =^ 

2^  2(1— cos^) 


1 

C=cosa.  - 
2 

mais ,  on  a  : 


sin^. 


sinZ^ 


2(1 —cos  ^) 


2(1— cos^) 
cosdf — cos  (a  —  b) 
2(1— cos  6)     ' 


sinrt  —  sin{a — 6)=2cos  (a )  sin  -  , 

cos« — cos{a— ^)=— 2sin  la l^in-. 


et 
d'où 


2(1 — cos  6)  =  4  sin' 


2' 


COS 


[a Sîn    ût 1 


C  =  — 


2sin 


2  sin 
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Ainsi,  nous  ayons  •. 

C08(a-.|) 
(3)  8iiia+sin(a+*)+sin(a+2fc)+wn(a+36)+....x5 2i — j — , 


(4)  cosa'HOs(a-¥b)'Hù^a+^b)'¥0(»(a+3b)^..i=>- 


asm- 

Nous  sommes  parvenDs  à  la  sommation  de  ces  deux  séries, 
en  ayant  recours  à  celles  da  J  !•%  mais  cm  peut  y  arriver  di- 
rectement, comme ,  dans  ce  paragraphe,  pour  les  séries  de 
sinus  et  de  cosinus  d'arcs  multiples  : 
En  effet,  si  nous  remarquons  que 
sm(a-\'b)  ^sinacosfr-f'Sin&cosa 
sin(<i+2^)  =  sin(a-f  6)  cosô  +sîn6cos(a+6) 
sin(<i+3^)  =  sin(^+26)cos6-f-sin6cos(û+2é)  etc.. 
et 

cos(^+  b)  =cosaco96 — sinasin6 

cos(^+2é)  =  cos(û-f-  b)  cos  6  —  sin(a-f*)sin6 
cos(a+36)  =  cos(«+26)cos6  — sin(a+26)sin6etc... 
on  aura  : 

S  =sin  â+S .  cos  &+  C.  sin  b\ 
C  =oosa4-  C .  cosô  —  S .  sin  6, 

et  ces  deux  équations  nous  donneront  les  valeurs  de  S  et  C, 
trouvées  précédemment. 

III. 

Dans  ce  paragraphe ,  nous  allons  nous  proposer  de  sommer 
les  séries  finies  : 

sinâ+sin2a  +  sin3a+sin4a+ +sinatf, 

cosâ-f  cos2â+co6  3a+cos4a+ +cosn^, 

sin  a  +  sin  {a+b)  +sin  {a^2b)  +sin  (a+36) -h-  sin  (a^hn^)^ 

cosa  +  cos  (df+Z>)+cos  (a+26)  +cos  (a+36) +cos  («+«*). 

ÀNN.  DI  MàTHÉII.  III.  35 
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Eula-  est  arrivé  à  la  sommation  de  ces  sériea  en  a; aot  n- 
cours  auit  séries  (^)  et  (4)  du  S  S  ;  mais  oo  peut  y  arrivera 
t^eetemenl  par  la  méthode  de  décomposition  appliquée  simuV 
taoément  à  deux  des  séries  précédentes ,  et  que  nom  avODs 
fait  canaaUre  dans  les  SS  î  et  3, 

Ainsi ,  tx>iisîdéroDs  d'abord  tes  deuiL  sériea 

sîna  H-sin2a  +  sîn  Sa  +  sm^a  +.,...+  »>"  ^^t 
€08^+cos2€i+cos3i*H-cos3a-|".*.*,  +cosiia, 

et  prDpoâoDs^DOOS  de  les  sommer. 

Poor  cela ,  représentons  la  première  {celle  des  siim»)  par 
S^  et  la  seconde  (celle  des  cosinus)  par  G, 

Si  on  décompose  les  quantités 

iina,  sinâa,  ûn^a,  sin4a...* —    Bmna 
et         cmu^  C052â,  cosSa,  cos4a*.....  ..     cosn^ 

delà  même  manière  que  dans  le  $  1",  oo  sera  conduit  aoi 

deu3i  équations 

S  =  (S  —  sin  na)  côs<î  -f-  (C  —  cos  na  -j- 1)  sîn  a^ 
C=(C  —  cosna4-l)cosa— (S — sin  mz)  sin  a 

qui ,  ne  renfermant  que  les  deux  inconnues  S  et  G ,  noos 
donneront  : 

sin^('»+i)sin^n  cos  ^(«4-l)sin -n 

S=— ^- —,  C  = ? —. 

,    a  ,    a 

sin  -  sin  - 

2  2 

Maintenant,  su|qpo6ons  qu'il  s'agisse  de  soamnerles  deux 
autres  séries 

sina-fsin(a+6)+sin(a+26)+sin(a  +  3Z?;+...+sin(a4-nZ^), 
cosa+oos(a+6)+cos(a  +  26)+cos(a+3A)+...+cos{a+/i*). 

Représentons  toujours  la  première  par  S  et  la  seconde 
parC. 
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Si  on  décompose  les  quantités 

ma,  sm{a+b)j  sin{a+2b),  An(a+9b)..^.  siD(a+R&), 
et  costf,  cos(tf+^),  co8(tf+2ft),  cos(a+36)...  cos(a+«ft), 

de  la  même  maniôre  que  dans  le  J  2 ,  on  sera  conduit  aiix 
deux  expressions  suivantes  de  S  et  G  : 

S=:sin<ï(t+cosft+cos26+cos36+ +cosn&)+ 

+C0S  ^siné^+sin  2b  +  sin  36+ +8in  nb) , 

G==cos^(l4-cos&+cos2fr+cos36+ +  C08iii)  — 

— sinâ(sin6+sîn26+sia36+ +siniifr); 

et,  par  snite, 

/       b  \      b  /      b  \      b 

sin(  a  +  -n  jsin^(/i  +  l)  cos(û+-»J8În- (n  +  1) 

S  = — ,C= — . 

sm-  sin- 

on aurait  pu  parvenir  directement  à  ces  formules  sans 

avoir  besoin  de  connaître  les  sommations  des  séries  de  sinus 

et  de  cosinus  d'arcs  multiples. 
En  effet ,  remarquons ,  conune  dans  leif  2 ,  que 

8in(â+6)  =  sin  acos  6 +sin&  cos  a 

8in(a + 2b)  =sin(a+ b)  cosb+mb  cos(a +ft) 

sin(a+2b)=m(a'¥2b)cosb+sinb  coB{a+2b) 


8in(a+ ii6)= sin  [a + (/i— 1)6] cos  6+ sin  ft  cos[a+(ii— 1)6] 

cos(a  +  6)  =  cosacos  6  — sinasin6 
oos(a+26)  =  cos(tf +6)  cos  6  •—  sin(a+6)  sin  6 
cos(â  +  36)  =  co6(a + 26)  cos  6  —  sin(a-f  26)  sin  6 


C08(a4-  n6)=cos[a+(n  — 1)6]  cos 6  —  sin[a  +(n— 1)6] sin  b, 


d'où  on  déduit  les  deax  éqaaUoas 

S  ^  riû  a  +  [  S  —  sin(a+  îî6)]  cos  è  -^[0  —  co©(a + nb)}  m  ST 

lesquelles  donnerout  pour  S  ei  C  les  valeurs  IrouTées  prècé- 
demmcoL 

Des  séries  que  uotia  venoasde  doQAer,  il  est  facile  de 
déduire  celles-ci  i 

(!)  C08  â+cûS3^4-COS  5^+ C0S7â •!-,,, ,.+ 

^^    ,^^        t  siû(n  +  fJ2a 

2        sm  a 

(2)        cos2a+cos  2,2^+ cas  3.2a +  cos4,2a+...,.+ 

1     1   sfn  (2/tH-3)a 
+  C08(n4-112a^--+-.       ^.^^        , 

(3}  C(»a4'cos3a+cos5a4-cas  7a  + -f 

1    siD  ^na 
+  COS  {ira  — !)«=-*  — . * 

(4)        çQi  2it.d-C0fi  2.2a  -h  COS  3,2dt  +  cos  4.2a  + + 

*    *   siD(2»— l)a 
^  2    2  sina 

Maintenant,  ir  désignant  la  demi-circonférence  dootle  rayon 

est  1  f  faisons  dans  les  séries  (1)  et  (2),  $  4  :  a  =  — !L^ 

2/1  +  3 

et  dans  les  séries  (3)  et  (4) ,  S  ^  •  ^  =  ::-  «  on  aura  : 

2/1 
cosç+cos3^+cos59+cos7f+ +cos(2n+ l)r=-, 

cos2f+cos2.2ç+cos3.2y+cos4.2^ +cos(iH-i)^=s— t, 

cos^/+cos3^+cos5a|/+cos7++ +cos(2«— 1)^=0, 

cos2^/+cos2.2Hcos3.2^;/-4-cos4.2^î'+ +C08(jt~l)aj»=0, 

en  représentant  - — -  par  ?  et  r—  par  ^, 
2it+3  Su 
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Ces  dernières  séries  sont  très-imporlantes,  ainsi  qoe  nous 
le  TWTons  dans  on  mémoire  que  noos  publierons  prodiaine- 
ment ,  et  qni  est  relatif  à  la  tliéorie  des  nc^bres  et  à  la  géo- 
métrie de  situation. 

Si  dans  la  série 

COSf+COS3f+COS5f-hCOS7f+ +  C0S(2/l+l)f=-, 

nous  posons  ?=s— on  Sn-f  3  s=?  17,  nous  aurons  la  série 

cosffeos  3(p-|-cos5f+cos7?+cos  9f+cosl  !  ?+cosi  3?+cosl5f  sa-. 

(  Legendre,  Théorie  des  nombres  j  3*  édit.,  t.  II,  p.  221,  et 
Géoméirie  y  p.  429.  ) 

Maintenant,  si  dans  la  même  série  nous  posons  2it-i<  3=7, 
nous  aurons  : 

COSf +  C0S  3^  +  C0S  5f  =r  -^ 
3 


OU  bien 


1 

C08?+OOS3?  — 00S2f  as  -, 


d'où,  en  remplaçant  008  3f  par  4cos'f— 3gos7  et  oosS^ 
par2eos>— 1,  en  déduit  : 

(2co8  y)' —  (2co8<p)' —  2(2cosf)  + 1  =  0. 

Cette  équation ,  qni  donne  l'inscription  du  polygone  régu- 
lier de  sept  côtés ,  est  la  même  que  celle  donnée  par  Legen- 
dre  dans  son  traité  sur  la  thécNrie  des  nombres ,  t.  II ,  p.  214^ 
exoqpté  que  l'inconnue  a  été  cbangée  de  signe. 

Si  dans  l'équation  précédente  on  remplace  cos<p  par 

Kl  — sin'ç,  on  aura  l'équation 

(2sin  <?)•— 7(28in  y)*+i4(2  sin  ç)'— 7a=  0, 
qui  est  cdle  donnée  par  Kepler  dans  sra  Harmonique  du 
monde  ( Harmoniees  mundi ,  1619,  in-fol.  ). 


L&gFânge  â  doimé ,  daos  les  Mémoire  de  rAcadémle  ûv 
fiétliû ,  la  formule  suiYante  % 


£,***siiiftftsiiinf= 


smm^Bln[m — 1)9  ^sin  (m— IJipsînmJ 


2(oostp— cmO) 


n  étant  onc  variable,  de  telle  sorte  que  i^  'sin  nO  sin  Wf  DOUf 
représente  la  série  fiaie 

sin  Osin  f+3tEi26sin%+sf  ii36stD3<|H-.. ,.  .-l-sia(m^ — l)ftsmC«i—  l)f » 

et  c*est  cette  formule  que  nous  allous  démontrer. 
BêmomtraUon.  On  a  la  relation 

Bm  a  sîn  6  =  "  cos  {â—  i?)  —  -  cas  (a+  b) , 

^d'où,  en  posant  e—ç=l,  0+^=», 

^  *"'  sin  nôsin «f =î  -[cos^^fcos 2^+co  35+ +cafi{jn  —1)5] — 


— -[C0Sw  +  C0S2«+C0S3a)+ +  COS  (m — 1)«]  j 


mais  on  a ,  d'après  le  §  3  : 


cos^+cos  254-eosM+ +COS  (m— 1)^= 


cos-i?isia-(/7ir— 1) 


cos  w+COS  2«+cos  3*1+ +  oos(m — 1  )<o  : 

d'où 


sm- 
cos-/72sin-(m— 1) 


sin- 


1^  '  sin  nô  sin  W(p  = 

cos~/nsm:-(/;i  —  1)sm-  —  cos-/wsm-(m — i)  sm  - 
12  2  ^2  2  2  2^ 

2  .      ^     .      (D  ' 

sm  -  sm  - 
2       2 


—  SKT- 


cos^ m sin |(to  —  1)  =  j [»"§  (2»»— D— nn|"], 
d'où 

8in-(2m— i)8îii-  — sîn-  (2m—i)ûn^ 

2,*^8iii/tO  sin  nff  = r » 

4  sin  -  sin  -~ 
2       2 

oabien 

2,**^8mA6  sinn^s 

.i.(!!r!)(ite>-.).i„(^)-^.(!!a)g^.)^.,(^) 

or,  nous  avons  : 

«.(î=î),^-.,*.(îi!)  = 

*.(îiî),^-,,d.(V)  = 

==-COs[(m— l)0  +  i?iç]— -  C08  [mO  +  (m—  l)f], 

et  2  sin  (^ -^  j  sin  (  ^ j  «  cos f — cos  0 , 

d'où 

2,**^sin»9  8in/iy  = 

4(coS(p — COS0) 
ipais 

cos  [  (wi— 1)6 — my]=  CCS  (m— 1)0  cos  mff+  sin  (m— 1)6  sin  my , 
cos  [mO— (m— i)<p]  ss  GOS  mO  cos  (m— l)^sin  mO  tin  (ut— l}f , 


cos  [{m—i  )$+m(p]=  C508  {m^ijfi  cmmf — sîn  {m — 1  )S  sifli  r^f  » 
cos  [mH<^'— 1)^]  —  cos  mQ  cos  (m— l)f  —  sio  Wl9  sîo  (m— t)f  ^ 

â'oà  on  déduit  enûn  : 

1^^'  BÏSk  nùmn  n«  = 2 i _-' L^,^ iJL ^^ 

2(cos  f -i-œs  &) 

AÎQS]  la  formule  de  Lagrange  se  troave  démontrée. 


SUR  LES  COURBES 

ùû  h  ra^on  de  courbure  a  un  rapport  consiani  avec  la  partit 
d«  la  normale  interceptée  entre  la  courbe  et  une  ârùite  fixe. 

wAm  m.  AB^MAiro  wab.^t, 

imci«n  Éïëve  dÊ  TÉcalê  ppijtÊCbtiique. 


Dans  toute  parabole ,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  h 
portion  de  normale  interceptée  entre  la  courbe  et  sa  directrice. 
Celte  propriété  a  été  signalée  (t.  II,  p.  185)  et  démontrée 
par  des  considérations  de  géométrie  analytique^  Nous  l'éta- 
blirons par  le  calcul  différentiel  ainsi  qu'il  suit  : 

I.  La  parabole,  rapportée  à  son  axe  et  à  son  sommet, 
ayant  pour  éqaation^*=  2pjç ,  si  on  transporte  l'origine  au 
pied  de  la  directrice ,  cette  équation  devient 

y=-2p(^j:^Ç^^2px^p% 

ou  plus  symétriquement  ^'^-^'s 2/1  j:.  Il  en  résulte,  en 
différentiant  une  première  fois , 

jy=Py  d'oùy=^, 
puis  en  différentiant  une  seconde  fois , 
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par  sojte  leqoarré  da  rayon  decoorbore,  aa  poiot  x^y  •• 

B._(«+.r'')»_(j-'+py_8x' 

y  ~~'      7"' 

et  le  qaarré  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  et  sa 
directrice  prise  poar  axe  des  j'  : 

y       /^        p 

Donc  R*  =  4.N%  ou  bien  R  =  2N.  C.  Q.  F.  D. 

II.  Soit  encore  (^  —  &r=2/>fx—'|j  l'équation  collec- 
tive de  toutes  les  paraboles,  ayant  pour  directrice  l'axe  des 
y  et  pour  axe  une  parallèle  à  l'axe  des  x\  en  la  différeu- 
tiant  deux  fois ,  on  obtient  successivement  : 

(1)  équation  primitive  {y—^Y  =  2^x— /i% 

(2)  {y^h)y=p, 

(3)  {y—h)y'+y*=o. 

y'»  y'3 

De  (3) ,  on  tire  y  —  A  =  — *^,  puis  de  (2) ,  /? = — -^j  qui , 

y'*           2:ry5     y* 
substituées  dans  (1) ,  donnent  "^ = j-, ~    (4). 

Cette  relation ,  résultant  de  l'élimination  de  ^  et  de  p 
enire  (1),  (2),  (3),  exprime  une  propriété  commune  de 
toutes  les  paraboles  données  par  l'équation  (1)  ;  mais  en 
transposant ,  divisant  par  y*y  multipliant  par  y\  puis  par 

\/i  +y%  la  relation  (4)  devient  : 
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bleu. il^i^P^—- 2.1/ x'  +  ^,  cest-à-dir^  ce 

qu*îl  faUnît  démoQlrcr. 

HT.  Réciproqaemcnl,  si  dam  um  courbe  U  rayon  de  cour- 
5ttre  e$î  en  chaque  pùint  double  [U  de  $ens  contraire)  dû  k 
normale  eomprise  entre  ce  point  et  une  droite  fixe ,  cette  courk 
est  une  parabole  mfant  la  droite  fiœe  pour  directrice.  —  La 
dm! te  fixe  étant  prise  pour  are  des  ^,  larelalicm  supposée 
doaae  eu  chaque  poitit  de  k  coorbe 


par  la  suppression  de  \^\  -\-y*  ■ 
t+y" 25 

y"   ~    y 

équation  différeDlielle  de  Ift  courbe  proposée.  Ou  a  tu  ei-de»^ 
SOS  que  Téquation  en  termes  unis  (j-— Af  =  2/?jr — p\  dans 
laquelle  il  entre  deux  constantes  arbitraires,  satisfait  en 
chacun  de  ses  points  à  Téquation  différentielle  du  second 
ordre  actuellement  proposée;  elle  en  est  donc  l'intégrale 
générale,  mais  on  la  retrouve  aussi  comme  il  suit. 

1  _L  ^"           2a: 
L'équation  différentielle       ,';    = j-  donne,  en  ayant 

dy'  dx  dy' 

égardày'=;^,   __  =  _-p-^^,d'où,enintégrant. 

introduisant  une  première  constante  A ,  et  repassant  des  lo- 

1  y 

garithmes  à  leurs  nombres -z.=  ,  de  là  résulte  : 

1  dx 

:  ,c'esl-à-dire  dyz=  ,  d'où,  intégrant  et 


[/h^x^-i  |/A^ 

introduisant  une  nouvelle  constante  h  :  ^=A+ — I/a'jc— 1 , 
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3  4  2 

oa  bien  :(^— ^)*=2--î  J^— -T-i»  ^^  ^^^^  ^^  remplaçant  ~ 

par  p  j  autre  constante  arbitraire  :  Cr  —  A)*  =2/?j:— />'j  ce 
qu'il  fBdlait  démontrer. 

lY.  Nons  avons  dû,  dans  la  réciproque  précédente ,  intro- 
duire cette  restriction ,  que  le  rayon  de  courbure  était  de  sens 

contraire  à  la  normale^  etc Pour  en  faire  comprendre  la 

nécessité,  nous  traiterons  cette  question  plus  générale  : 
DMerminer  la  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de^courbure  est  d 
la  normale  comprise  entre  la  courbe  et  un^  droite  fixe^  dans  un 
rapport  constant? 

Soit  m  ce  rapport  constant  :  l'énoncé  donne  de  suite ,  en 
prenant  la  droite  fixe  pour  axe  des  y  • 

^.      i+y      mx  ^  ^    dx  dy 

OQ  bien       „    as  — r ,  ou  autrement  :  —  = . 

y  y  mx      yl/Tj^' 

1          y 
d'où  en  intégrant  :  Aj:*  =     ,J_ ,  A  étant  une  constante 

arbitraire^  de  là  résulte  d'abord  : 

L  r  ' 

y  = z=:    puis  enfin     J^  =  \      <■  —  ^• 

V  1  — A'x*  JV  1~A'j:* 

L'intégration  de  cette  dernière  formule  donnera,  en  termes 

finis,  l'équation  du  lieu  demandé  pour  cbaque  valeur  de  m; 

mais  il  importe  d'observer  ici  toute  l'influence  du  signe 

de  m. 
Si  le  rayon  de  courbure  doit  être  de  même  sens  que  la 

normale  considérée,  il  faut  prendre  m >>0,  et  la  formule 

2 

conserve  la  forme  ci- dessus  :  r  =  V ■  dx. 


-\ 


V    l-A'jr* 


Mous  intégrerons  l'une  et  Taiitre  dans  les  i^s  de  1»  =  f  «t 
de  m=^2. 


d'où  en  iut^râiit  :  y  ^  ^  —  ^ ^ — -  ,    oa   bien 

{r—Py  +  ^'  =  Ji  i  **"  remplaçaot  j;  par  R" .  (y—  f\  + 

-f-  jr^=  R^  Équatioii  qui ,  à  cause  de  ritidélerintDatio»  des 
coostantcs  R  cl  p^  appartient  à  un  cercle  de  rayon  qnelcon- 
que  ayant  son  centre  en  nu  point  quelconque  de  Vaxe  àmj^. 
Résultat  facile  à  prévoir  et  à  justifier. 

Dans  le  même  cas ,  si  m  =s  2 ,  on  a  :  ^  =  |  , 

d'où  en  intégrant  : 

jr=:e4.1arc  [sin=:A  V/x]  — ^A  {/x  —  A'x'. 

Famille  de  lignes  transcendantes  fort  différentes  comme  oa 
voit  des  paraboles  considérées  ci-dessus  ;  dans  lesonescomme 
dans  les  autres,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  nor- 
male; mais  dans  les  unes  il  est  de  même  sens,  dans  les  autres 
de  sens  contraire. 

Dans  le  second  cas,  si  mr=  l ,  on  a  :  ^=  1  —  , 

J  V/x*— A- 

d'où  en  intégrant  :  >'  =  P  +  M  ^  +  V/   T".  ""  *  1  •  N^" 
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▼«Ile  famiUe  de  coarbes  transceodantes  fort  difEirentei  des 
eerdes  trooTés  d-destu«- 
Enfin  dans  le  même  second  cas,8im=2,  on  a: 


—  f      AAc 


d*où  OD  tire  par  intégration  : 


oabien 

oa  en  remplaçant  2A*  par  p  : 

Équation  collective  des  paraboles  étndiéesdans  cet  article. 


NOTE 

fur  la  eanstructian  des  racines  de  VéqtMian  complète  du 
quatrième  degré. 


Dans  les  Traités  d'application  de  Valgëbrc  à  la  géométrie , 
on  indique  le  moyen  de  oonstrnire  les  racines  d'une  éqna- 
tkm  à  une  seole  inconnue, /(x)  =  o,  par  l'intersection  de 
deux  lignes  dont  les  équations  f{x,  y)  =  0,  ^Kx,  ^)= 0,  con- 
duisent à  la  proposée,  y(x)=0,  par  l'élimination  de  Tin- 
connue  y.  On  a  soin  de  faire  observer  que  le  cboix  des 
équations  <p(j:,^)=:0,  4<j:,  j^)  =  0,  peut  être  fait  d'une 
infinité  de  manières  différentes  :  la  condition  essentielle  con- 
sistant en  ce  que  l'élimination  de  y  donne  pour  résultat 
f(x)=zO^  ou  bien  une  équation  qui  contienne  toutes  les 
racines  réelles  de /(j:)  =  0.  A  cela,  j'ajouterai  une  obser- 
vation qui ,  sans  doute ,  a  paru  trop  simple  aux  auteurs  des 


Traités  où  elle  ne  se  trouve  pm  t  €mi  qa'il  faol  mmn 
choiiNiir  les  équations  ^ (x  ^  y)  =  0 1  f  (jr ,  ^)  =^  0 ,  de  manié» 
que  les  lignes  représentées  par  ces  équations  aient  aulanl  it 
points  communs  que  la  proposée  J'{jl')^^Q  a  de  rârinei 
réelles  ;  et  cette  condition  est  loi»  d'être  remplie  par  tons  les 
systèmes  ?(-^î^')  =  *^i  't't^j  J')  =  ô  ^  qai  donnent  /(jt*)  =Q  m 
éliminant  j%  puisqu'il  est  facile  de  former  une  équatioa 
/(^):=0,  dont  loutes  les  racines  soient  réelles,  et  qui  s'oh* 
tienne  enélimin^intjr  de  deuiL  autres  f[.r^^)==^0  j  H^^7)^% 
représentant  des  tourbes  dont  le  nombre  des  points  com- 
muns soit  inférieur  an  degré  de  la  proposée.  Ainsi,  par 
exemple ,  l'équation  jt*  —  4r^  +  3â'+  4jï  —  4  ^  0  a  pour  ] 
racines  !,-*!,  â,  2,  et  elle  résulte  immédiatement  de 
jc*— 4^V=  $y  +  1 ,  By  +  3x'  +  4x  —  G  =  0 ,  par  l'élimi- 
nation de  j^.  Or,  les  lignes  que  représentent  ces  deux  dernières 
équations  n  ont  aucun  point  commun  du  c6tè  des  nbsci&^a 
positives ,  car  les  abscisses  positives  des  points  de  la  premiè|||l 
sont  toujours  plus  grondes  que  le  nombre  4 ,  et  ces  yaleur»^' 
substituées  à  x  dans  la  seconde,  donnent  pour  rordonnéej 
des  valeurs  imaginaires  (*).  ^ 

Je  ne  me  propose  pas  de  présenter  ici  une  discussion  com- 
plèle  du  moyeu  de  construire  les  racmes  des  équations  de 
tous  les  degrés;  je  m'occuperai  seulement  de  l'équation  du 
quatrième  degré  :  a:*4-Aj:'+Bj:*4-Cj:+D  =  0.  On  peut 
construire  ses  racines,  d'une  infinité  de  manières  différentes, 
par  Finterscction  de  deux  courbes  du  second  degré  :  afin 
que  ces  courbes  aient  autant  de  points  communs  que  l'équa- 
tion proposée  a  de  racines  réelles ,  il  suffit  de  choisir  pour 
Tune  des  deux  équations  auxiliaires  une  équation  du  pre- 
mier degré  en  y ,  par  exemple  x^  =y  ;  la  seconde  sera 
jr*4-Aj:^+By+Ca7  +  D  =  0.  A  chaque  racine  réelle  a  de  la 
proposée,  correspondra  un  point  commun  aux  deux  courbes, 
dont  les  coordonnées  seront  .-  j:=a,jK=a'-  En  effet,  ce 
point  est  évidemment  sur  la  parabole  jr'=^,    et  il  ap- 


{')  Les  deux  courbes  ont  d'ailleurs  deux  points  communs  correspondants  à 
une  abscisse  négative  égale  à  —  i . 
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pirtient  aussi  à  l'hyperbole ^•+Aj:r+Br+Cx+D=  0  j  car 

en  aobstitoant  a  et  a*  à  or  et  ^  dans  cette  dernière  éqoation , 

on  parvient  à  l'égalité  a*  +  Aa'+B2*+C2+Dr=o ,  qui  a  lien 

par  hypothèse. 

On  peut  aussi  construire  les  racines  réelles  de  l'équation 

(I) x^+kJc^  +  Bx'-\-Cjc+J}=0  par  Vinterscction  d'une 

circonférence  et  d'une  parabole.  Les  éqtiations  de  ces  deux 

courbes  s'obtiennent  facilement  an  moyen  du  calcul  suivant. 

Ax  A 

Posons  x*=y — — -...  (2j ,  il  en  résultera  j:»+Aj:==x+--jr, 

et  x*+Aa:^=y — j-x*.  Par  suite  Téquation  (1)  devient 

y+^B— — j  x'+Cj:  +  D  =  0...  (3).  On  aura  toutes  les  ra- 
cines réelles  de  la  proposée  en  déterminant  les  abscisses  des 
points  communs  aux  courbes  représentées  par  les  équations 
(2)  et  (3),  puisque  l'une  déciles  est  du  premier  degré  en  y. 

Actuellement,  je  multiplie  l'équation  (2)  par  1— B+-7-, 

4 

et  je  l'ajoute,  membre  à  membre,  à  l'équation  (3),  il  viendra  : 
j,.+;e+[c+^  + ^-^]  x_[l+i* -B]r+D=0(4). 

Les  axes  des  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires, 
l'éqoation  (4)  représente  une  circonférence  dont  les  points 
communs  avec  la  parabole  (2)  ont  pour  abscisses  les  racines 
réelles  de  l'équation  proposée. 

Je  reprends^  comme  exemple,  l'équation  jc^—  4j:^+3j:'+ 
+4a7 —  4  =  0.  Le  coefficient  du  second  terme  étant  —  4 ,  je 
poae  j:^=^+2j:,  d'où  x* — 4x==^ — 2j:etj:*— 4j:^s=y*— 4a:^. 
En  substituant^ — kx*à  jc^^-J^x^,  l'équation  donnée  devient 
y— j:'+4jr— 4=0  ;  je  multiplie  par  2  l'équation  x*=:y-{-2x^ 
et  je  l'ajoute  membre  à  membre  ky —  j:*+4j: — 4=0,  il 
enrésultey+j:*— 2y— 4=0,ouj:'+(y  — ir  =  5.  Ainsi, 
on  obtiendra  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  donnée 
en  construisant  les  abscisses  des  points  communs  à  la  circon- 
férence x'My  —  1)*=  5  et  à  la  parabole  x'  =x+2x.  C'est, 
au  reste ,  ce  qu'il  est  facile  de  vériGer. 
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Eu  effet ,  la  parabole  x'  =r -*■  2x  a  poar  aie  une  droiie  àB 
parallèle  à  l'aie  des  ordonDées  OY ,  et  sitaée  à  une  i\i-%] 
tance  OB  de  OY,  égale  à  Tuoité  î  le  sommet  de  la  courbe  est 
QD  point  A  de  la  droite  AB ,  à  une  distance  égale  à  —  1  de 
FaxeOX  des  abscisses  j  enfin  celle  parabole  passe  par  l'ori- 
gine O  des  coordonnées  et  coupe  Taxe  des  ^  eu  pq  second 
point  C,  dont  la  distance  à  rorigiiie  est  égale  au  nombre  â. 
La  circonférence  ^'  +  (j'—i)^=â  a  son  centre  sur  laie 
des  j'  en  na  point  1>,  à  une  dislance  OD  de  Torigine  égale 
à  1  ;  le  carré  de  son  rayon  est  5.  Or,  OD  =  1  »  CO  ^  2  don- 
neot  DC  =î  5  î  donc  la  circonférence  contient  le  point  C ,  el 
Ton  voit  déjà  que  l'un  des  points  cotniDuns,  C.aux  deux  cour- 
bes a  ponr  abscisse  le  nombre  2;  d*aîlleurs,  les  coordonum 
dn  centre  B  de  la  circonférence  étant  Jr=  0 ,  jr'^  I  el  celb 
du  sommet  de  la  parabole  :  y=^ — 1 ,  x=l  ^  la  distance  DÂ 
est  c^ale  à  k  5.  Aiosi  le  sommet  de  îa  parabole  est  sur  la 
eîrooriférence ,  et  par  eonséquent  rabscisse  du  second  point 
commun  aux  deux  courbes  est  runité.  De  plus ,  prolongez k 
droiie  AD  d'une  longueur  DG  =  AD,  de  Taulre  c6té  de  Taie 
4es  ^  r  le  point  G  appartiendra  évidemment  à  la  circonfé- 
rence, et  il  sera  aussi  sur  la  parabole,  car  l'axe  des  ^  est  le 
diamètre  de  la  parabole  qui  divise  en  parties  égales  les  cord^ 
parallèles  à  AD  ;  donc  les  deux  courbes  se  coupent  en  on 
troisième  point  dont  Tabscisse  est  —  1 .  Enfin ,  si  par  le  point 
C  on  mène  une  tangente  à  la  parabole,  elle  touchera  aussi  la 
circonférence;  car  nommons  L,  M  les  points  auxquels  cette 
droite  coupe  Taxe  AB  de  la  parabole  et  Taxe  àes  y  qui  lui 
est  parallèle,  on  aura,    d'après  une   propriété   connue, 
AL  =  AB = 1 ,  d'où  LB  =  2 ,  MO = 4 ,  et  comme ,  d'ailleurs , 
CO  =  2  et  OD  =  1 ,  la  droite  CO  sera  moyenne  géométrique 
entre  MO  et  OD.  Donc  CM  est  perpendiculaire  sur  CD, 
c'est-à-dire  que  CL  est  tangente  à  la  circonférence.  Alors,  les 
deux  courbes  doivent  être  considérées  comme  ayant  en  G 
deux  points  communs  dont  l'abscisse  est  le  nombre  2;  et  l'on 
trouve,  de  celte  manière,  par  une  construction  géométrique, 
les  valeurs  des  quatre  racines  de  Téquation  proposée.       G. 
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PROBLÈME  DE  œMBlNAISON. 

»Aa  A.  OHBVn&ARD, 

professeur  à  Soréze. 


Diverseê  personnes  en  nombre  qtielconque  s^étant  distribué 
différents  objets  connus^  trouver  à  Vaide  d*une  seule  donnée 
Vordre  de  la  distribution  des  objets. 

l.  p-i-i  personnes  prennent /^-f-l  objets  connus  dans  un 
ordre  inconnu,  qu'on  veut  deviner.  Pour  cela,  on  donnera 
à  la  !••  1  jeton ,  à  la  2»'  2  jetons,  à  la  3»«  3,  à  la  4»«  4,...  à 
i^p+i^^p^^  jetons.  Posant  ensuite  G  jetons  sur  la  table, 
TOUS  ordonnerez  qu'à  votre  insu  la  personne  qui  a  le  l^*^ 
objet,  prenne  x  fois  autant  de  jetons  qu'elle  en  a  reçu ,  que 
celle  qui  a  le  2"**'  objet,  prenne  j^  fois  autant  de  jetons  qu'elle 
en  a  reçu,  S""  objet  z  fois  autant,...  /?  +  *"**  objet ,  f  fois 
autant.  Demandant  ensuite  combien  il  reste  de  jetons  sur  la 
taUe,  il  faut,  àTaide  de  la  réponse,  déterminer  Tordre  de  la 
distribution  des  p+i  objets. 

Si  la  l**  personne  a  pris  le  1"  objet ,  la  2-«  le  2«%  la  3"' 
le  3**,  etc.»  le  nombre  de  jetons  pris  sur  les  G  jetons,  sera 
x-f-S{r  +  32  4- ••+(/'  +  l)^îsila  2"«aprislc  !•%  la  l'*, 
le  SP^,  la  3"*  le  3"',  etc. ,  le  nombre  de  jetons  pris  sera 
2x+^4-3«+...+  (/?  + i)>'etainsi  de  suite,  ce  qui  fait 
1.SL3...  (/y-fl)  P^i'o^u^^îo^  diverses  suivant  lesquelles  les 
p^t  personnes  peuvent  se  distribuer  les  /^-f-  ^  objets.  Si  je 
parviens  à  déterminer  x,y,  Zy,..  t^de  manière  à  ce  que  les 
i.2.3...(/7-j-l)  sommes  enlevées  soient  toujours  différentes, 
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les  TCBim  qu'elleâ  laiâs<^roiit  sur  la  table  seront  toujoiirf  dit* 
rérents,  et  l'on  ecnçolt  que  la  coimaissaDce  du  reste  pouvant 
amener  celle  de  la  permutâtioo  correspoodanle ,  précise 
ainsi  Tordre  de  la  distribution.  Et  d'abord ,  les  nomlireâ  x, 

,  ^,  Zt,.,  v  doivent  tons  différer,  car  si  l'on  avait  sealemeut 
r=>',  les 2  perinntalions^'f%-j-35+.,.  et  2jc4-jk+3ï+... 

I  répéteraient  la  même  somme  et  causiTatent  incertitude  sur 
â  des/?+  t  objets  distribués.  Je  supposerai  donc  ^^Xf  h^*^ 

[croissants,  savoir  * 

i  =  x  +  H 


X  a^  i^-,*  l  étant  des  entiers  quelconques,  et  «,  b,,.A 
^  CPûtssants.    Une  permutation    quelconque  ^   par  exemple 

^j,^-^^2jJ^z^..,-{-{p^iW  dt! viendra  .r(3-f2+l+.,.-f-;74-ij 

étant  un  arrangement  sommatoire  formé  en  multipliant 
/-}-...  -f^+^+*  P^^  P  des/?-|-l  nombres  1,  2,  3,.../?-fi. 
2.  Pour  que  les  permutations  primitives  diffèrent,  iIsufiSt 
que  tous  ces  arrangements  différent  :  avec  les  /?  +  1  nom- 
bres 1,2,3;.../?+*  •>  ^^  ^^  peut  faire  que  (/?+1)/?(/i— •1)...3.2 
arrangements  divers  de  p  d'entre  eux ,  arrangements  dont 
le  nombre  devait  en  effet  équivaloir  à  celui  des  permutations 
primitives.  Pour  disposer  ces  arrangements  sommatoires  de 
manière  à  ce  qu'ils  forment  des  valeurs  croissantes ,  il  est 
clair  qu'on,  doit  commencer  par  la  plus  faible  somme 
1.i-f2/i-f-...-f-  (/?— 2)  ^+ (/?—!)  ^+/?>  et  s'élever  progres- 
sivement de  manière  à  faire  porter  d'abord  les  plus  faibles 
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multiplicatears  1,  2,...  sur  les  plus  forts  nombres  i,  ^  v* 
D'après  cela  je  placerai  tés  (/?  +  1  )/?(/;—  1)...  3.2  arrange* 
ments  en  p-^-i  colonnes  de  1.2.3...  /;  lignes  horizontales 
diacone,  chaque  horizontale  contenant/?  des  p-^-i  nombres 
1,  2,  9,...p'^i.  Ces  /7  +  1  colonnes  où  le  nombre  initial 
est  le  rang  même  de  chacune  ne  formeront  qu'une  colonne 
générale  commençant  par  les  coefficients  de  la  somme  mi- 
nima,  et  terminée  par  ceux  de  la  somme  maxima/?-]-!  ,  p, 
p^i,,..  3 ,  2.  Voici  les  lois  de  la  composition  de  cette 
colonne: 
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p-l 

P 
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p-l 
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p+1  p  p— 1 
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La  1**  yerticale  se  compose  àep+i  périodes  de  1.2.3.../» 
nombres  égaux  successifs.  La  2"*''  yerticale  se  compose  de 
(P+^)P  périodes  de  1.2.3...  (/? — 1)  nombres  égaux.  La 
3««  verticale  comporte  {p  +  i)p  {/'—  1)  périodes.  La  v^*™' 
verticale  comprend  (p+l)P(P — i)--(P — y +2)  périodes 
chacune  de  1.2.3...  (p^^v+ 1)  nombres  égaux.  Ainsi  la 
(p — ly^^  verticale  comprend  {p-\'i)p{p'-i)  ..S-. 3  périodes 
de  2  nombres  égaux ,  la  p*^'  verticale  contient  {p  +  1) 
p{p — 1)...4  3.2  nombres  non  périodiques. 

La  loi  fondamentale  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  écrire 
tous  les  nombres  de  la  colonne  générale  consiste  en  ce  que 
les  nombres  qui  manquent  horizontalement  jtuqu' au  V'  nom- 
bre d'une  période  quelconque  de  la  v**«>«  verticale  sont  ceux 
qui  doivent  former  par  ordre  de  croissance  les  p— v+i  pé- 
riodes de  la  v+1**"®  verticale  en  regard  de  la  période  consi- 
dérée. Ainsi  pour  écrire  les  nombres  de  lap—i^'^  verticale, 
en  regard  de  la  2°*®  période  de  la/i — ^2"*'  verticale,  comme 
la  ligne  horizontale  qui  commence  cette  période  est  1 ,  S  « 
3,...p — 3,/?  — i,  j'écrirai  3  périodes  formées  avec  les 
nombres  manquants  successifs p—2yp,p'{-i. 

Dans  tonte  verticale  d'une  desp-^\  colonnes  partielles  se 
trouvent  tous  les  nombres  1  »  2, .-•/'+  ^  »  excepté  celui  qui 
marque  le  rang  de  cette  colonne  qui  ne  se  trouve  qu'à  la  f* 
verticale.  Si  l'on  observe  dan$  une  verticale  les  nombres 
croissants  d'une  suit^de  périodes,  ce  sont  les  mêmes  qui 
conyK)sent  dans  un  autre  ordre  la  môme  portion  de  Ja 
verticale  suivante.  Ainsi  dans  la  p — !"•  verticale,  la2"* 
suite  de  périodes  croissantes  esip^2,pyp'^i^  et  ce  sont  les 
seuls  nombres  qui  composent  la  même  portion  de  la  p**^ 
verticale.  Une  correspondance  reniarquable  des  suites  de 
périodes  croissantes  dans  2  verticales  successives  consiste  en 
€c  qme  la  l'"*  suite  de  péripdes croissantes  de  la  i^*^*  verticale 
étant  épuisée,  la  2"^*  suite  commence  avec  le  renouvellement 
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de  la  1'^  suite  croissante  de  la  t^^- 1'^^  verticale  et  de  tons 
les  termes  qui  prolongent  celte  suite  dans  les  verlîcales  m- 
Tantes;  la  3^'  suite  commence  ayec  le  renou¥elleaient  de 
la  2r*  suite  de  k  l'+i™*  yerticale,  et  de  tous  les  termes  qtii 
la  proloogent  à  droite^  et  diosi  de  suite. 

I^  loi  {budamentale  de  croissaocc  des  périodes  Tcrtkalcs, 
permet  de  calculer  facilement  leUc  ligne  horizoutale  qu'on 
voudra  de  la  colonoe  générale.  Sait  à  former  la  42^2™*'  hori- 
lanlale  par  exemple,  on  divisera  successivetnent  422  par 
1.25  i-2.3,...  jusqu'à  ce  quMl  n'y  ait  plus  d'entier  au  quo- 
tieat ,  ce  qui  donnera  It's  quotients  et  les  restes  ci-dessous 

ws 

2  2il     teste  0         p  —  l 

3,3.4  17  14  f—A 

3.34-9  3  ea  p~4 

|j  — 5      p  —  h      |**-3       P  — 3       p  —  1  fi 

jï— a 

p—  2 

p—1      p  —  u 
p-3 

p  — 2      p  — 4 
p-3 
p         p  —  U       p  -f  1 
422*  horizontale. 

....p  —  6      p  —  5      p  —  1      p  —  2      p      p  —  4      p  +  1 

Puis  observant  que  les  verticales/?*^****,  p — 1°^*,  p — 2" 
commencent  par  des  périodes  de  1,  1.2  =  2,  1.2.3=6, 
1.2.3.4=24, 120,  720,...  termes,  on  en  conclura  que  la  422°* 
horizontale  commence  par  le  422™*'  nombre  de  la  période 
initiale  /?— 5  de  la/? —  5*"^  verticale,  et  que  pour  les  verti- 
cales/?— 4°% /?— 3™%/?— 2"%/?— 1"%/?*°%  cette  horizontale 
se  continue  dans  les  périodes  4°%  18"%  71"^%  211"%  422°*. 
Pour  trouver  les  chiffres  de  ces  périodes ,  on  observera  que 
la  période  p—  3  comprend  6  périodes  de  la  droite,  p —  4,  5 .: 


»Bie 
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p  —  3,  4  ^  et  /i  —  1,  3.  Si  donc  pour  faciliter  rapplîGalioD  de 
la  loi  de  croisianoe  »  on  représente  les  périodes  croissantes , 
chacune  par  an  terme,  la  suite  initiale  de  la  /i-^4'°<'  yerti- 
cale  sera 

p  — 5,    //— 4, 

p-i, 

et  comme  c'est  par  la  i""^  que  passe  Thorizontale- cherchée, 
on  arrêtera  cette  suite  kp—i.  Les  3  premières  périodes  de 
la  p—V^  verticale,  en  font  5  x  3  ou  15  de  la/?— 3"%  for- 
mant par  la  loi  de  croissance  les  périodes  de  la  /?  —  3'»' 
verticale  en  regard  de  la  période  p —  1  dans  la  p —  4°*'»  ver- 
ticale, comme  il  en  faut  18  on  s'arrêtera  h  p  —  2.  Les  17 
premières  périodes  de  la  p — 3™*  verticale  en  font  4x17=68 
de  la  ^—2"".  Formant  les  périodes  de  la  />— 2"®  verticale  en 
regard  de  la  période  p—  2  dans  la  /? — 3""  verticale  ;  comme 
il  en  faut  71,  on  s'arrêtera  à  p.  Les  70  premières  périodes  de 
la  p — 2"*  verticale  en  font  210  de  la  p—  1"*®  ;  ce  qui  donne 
p  —  4  pour  la  211*%  et  comme  c'est  le  dernier  terme  d'une 
période  de  la/? — 1»%  on  doit  terminer  par  le  plus  haut 
terme  manquant /y-f^  •  ^^  calculs  se  rangent  commodément 
comme  ci-contre,  et  Ton  a  ainsi  très-rapidement  la  422*°* 
horizontale  ..../?— 6,  p — 5 ,  /?— 1 ,  /?— 2 ,  /?,  /?— 4,  p-\-\, 
3.  Passons  à  la  recherche  des  conditions  de  croissance  de 
l'arrangement  variable  Ji-|-I^*+H^4- •-fD^+CZ^+Ba+A, 
depuis  la  somme  miAima  en  tête  de  la  colonne  génc^rale  jus- 
qu'à la  somme  maxima  (/?+l)i+/?^+(/?— !)§•+... +4^+3a+2, 
qui  la  termine  et  qui  fournit  évidemment  le  minimum  de 
jetons  à  poser  sur  la  table,  savoir  • 
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"^diapositions  déjà  prises  pour  la  ctoismdcg  des  sommes 
étâfit  favorûbkâ  le  plus  possible,  il  suffîl  pour  qtie  cetk 
croissauce  soit  assurée  qu'on  ait  cODStainmenl 


j',  r,  H',-.,  désignant  les  nombres  qai  dgDS  la  colooQe  g|é- 
nérale  sont  placés  au-dessous  de  1,  I,  H...  Pour  que  celle 
relation  subsiste  toujours,  i!  faut  que  les  diverses  opposî- 
lions  que  peut  y  apporter  ia  variation  descoefficieots  A,  Bj.„ 
A\  BV-  y  soient  toujours  annulées  par  les  viilenrs  d^ 
constantes  a,  6,  c^.,.  i.  Or,  d*après  rorganisatîon  delà 
colonne  générale  des  arrangements^  les  deux  sommes  suc- 
cessives de  la  relation  (1)  ne  peuvent  se  trouver  placées  que 
dans  les  eircoas tances  suivantes  dont  chacune  est  suppléée 
exclure  les  précédentes 


I 


1"*  B  et  B  'périodiques  ^  d  uù 
B=B'  n,  C=C',  D  =  D',....      H  =  H',  1  =  1',  J=J-, 

2^  C  cl  C  périodiques  ;  d'où 

C  =  C,         I)  =  D,  E  =  F,...    H  =  H',  I  =  r,  J=:J, 
transition  de  période  dans  la  /?— l*"*  verticale; 

S^jy  et  D'  périodiques  j  d'où 

D  =  D\        E=E',  F  =  F,  ...      H  =  H',  1=1',  J=J', 
transition  de  période  dans  la  /?— 2™-  verticale. 


(/?—  3)°  H  et  H'  périodiques  ;  d'où  H  =  H',  \=V,  }  =  J\ 
transition  de  période  dans  la  4°"®  verticale; 

Cj  La  réciproque  n'est  pas  vraie,  car  on  peut  avoir  B—B'  sans  que  ces  cocffi- 
cienls  forment  période,  de  raôme  que  A-^A'  sans  qu'il  y  ait  aucune  périodt 
*1an»  la  verticale  A.  Même  observation  pour  les  hypothèse»  suivantes. 


—  615  - 

{p  —  5tT  I  et  r  périodiques;  d'où  1=1',   J  =  J',  transi- 
tion dans  la  3*  verticale  ; 

Ip  —  !)•  J  et  J'  périodiqaes  ;  d'où  J  =  J',  transition  dans 
la  ^  verticale  ; 

p^      J  <C  J',  transition  dans  la  1**  verticale  on  passage 
d'âne  colonne  partielle  à  la  suivante. 

Dans  rbypothèse  t°,  la  relation  (1)  se  réduit  à  A  *<  A', 
et  d'après  la  loi  de  croissance  (2) ,  ellç  est  toujours  satisfaite; 
fiais  dans  les  hypothèses  suivantes  cette  relation  ne  peut 
subsister  que  pour  les  valeurs  attHbuées  aux  nombres  a , 
6,  c,...  et  comme  elle  devient  successivement ,  pa^  les  hy- 
pothèses, i  /^ 

Ba4-A<B'a+A', 
C6+Ba  +  A<  06+^^4- A', 
Dc  +  W4-Ba+A<iyc+C'i+B'a+A', 


Hg^+. .  .+Dc+C^+Ba+A<  H'^+. .  .+D;c+C'é+R'û+A', 
!*+%+. .  .+Dc+Cé+Ba+A<rM-H'^+. ..  +D'c+C'6+B'a+A', 
Ji+lh+....  +Ba+A<JÏ+rA+....  +B'a+A', 

on  trouve  alors  que  a^  &,  c,...  doivent  satisfaire  aux  rela- 
tions 

^   A— A'       ,       Ba  +  A-B'//— A' 


B'  — B'       -^  C  — C 

C^  +  Ba+A— C'6— B'/ï—A' 


Les  dénominateurs  de  ces  fractions  sont  toujours  positifs, 
parce  qu'ils  commencent  la  transitipn  de  2  périodes  dans 
une  suite  de  périodes  croissantes.  Quant  aux  numérateurs , 
ils  le  sont  toujours  aussi,  mais  il  est  inutile  de  le  prouver, 
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>  que  la  soppositîûQ  qu'ils  soient  posilif^  eât  précisémctit 
la  seule  défavorable  â  rexisteuce  de  la  relation  (1).  Pat 
exemple ,  dans  le  cas  de  B  el  D'  périodiques ,  la  relalioa  (i) 
se  réduit  à  Cù^Ba-{'A<:iC'ù-{-Wa-\-A'  i  on  a  nécessaire- 
oienl  C<;  C,  et  cette  réduction  de  la  relation  (1)  ne  néc^sile 
une  détermina  lîotî  pour  b  que  s!  Ton  a  B-|-A  ^B'-J-I'î 
autrement^  cette  réduction  serait  identiquement  satisfaite^ 
quels  que  fussent  b^  a. 

4.  Oti  déterminera  facilement  des  limites  inférieures  ponr 
les  nombres  a^  b^  c^,,.  si  Ion  observe  que  les  nombres  de 
toute  horizontale  devant  tous  différer  et  être  choisis  parmi 
P+i^p^p^i ,,,.  3,2^1,  tl  suffira  de  remplacer  dans  la 
numérateurs  les  termes  positif^î  par  les  plus  hauts  maidma 
décroissants,  les  termes  négatifs  par  les  plus  faibles  minîtia 
croissants  et  les  dénominateurs  par  leurs  minima  qui  oc  pou- 
vant être  0  se  réduisent  k  1 .  Par  exemple ,  pour  délcrmiocr 
la  limite  de  C^  les  maxima  décroîâsanls  de  C^  B,  A  étant 
p-\~i,p,  p— 1  et  les  mînima  croissants  de  C\  B\  A'  étant  t, 
'2,  3,  on  aura  donc  : 

c>(/7+l)^-}-/7ût-f/>— 1— ^— 2^-  3==/?^^+  (p--2)  a-^-p—L 
C'est  ainsi  que  les  relations  (2)  donnent  : 

1a>Py  b>pa-\-p—2,  c:>pb  +  {p  —  2}a+p^^, 
d>pc+{p  —  2)b+(p^^)a-{-p  —  6, 
e>pd+{p--2)c+{p^^)b+{p  —  6)a+p  —  S,eic. 

ce  qui  donne  une  loi  de  formation  très-simple  pour  les  limites 
inférieures.  Si/?  =2,  a  est  la  seule  constante  ;  si  ^  =  3, 
a  et  b  sont  les  seules  constantes.  Pour  j»  =  />,  il  y  a  y?  —  i 
constantes.  Les  relations  (3)  montrent  que  si  p  croît,  les  der- 
niers termes  des  seconds  membres  deviennent  de  plus  en  plus 
néiî:atifs,  ce  qui  arrive  dès  que^>4.  Cela  lient  à  ce  que 
les  nombres  les  plus  élevés t,  A,...  correspondent  dans  laco- 
lj>nne  générale  à  d'aulant  plus  de  périodes  que/?  est  plus 
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^nd,  et  ont,  par  conséquent,  besoin  d'anc  augmentation 
inriiis  rapide  pour  la  croissance  des  sommes  horizontales. 
ainsi ,  on  pçsera  : 

J  =^c  +  (/;— 2)  6  +  (/;  —  4)  tf +/;  —  5 ,  etc., 
et  il  sera  plus  commode  dans  la  pratique  de  calculer  a,  b^  c,-. . . 
en  fonctions  successives  les  uns  des  autres  qu'en  fonction 
4e/i.  Le  minimum  de  jetons  à  poser  sur  la  table  sera  connu 

€t  pour  résoudre  entièremement  la  question ,  il  ne  reste 
<pi'ft  expliquer  comment  la  connaissance  du  nombre  de  jetons 
laissés  sur  la  table  fera  trouver  Tordre  de  la  distribution  des 
^-|-i  objets,  car  j:,^,  z,...  ^  sont  maintenant  connus.  Sup- 
posons qu'il  reste  M  jetons,  on  aura  donc  : 

cequiseréduità  A+Ba+C6+Dc4-...=T,  où  a^  b^  c,... 
sont  des  entiers  connus ,  /=  1 .  Cette  équation  doit  être  ré- 
solue en  nombres  entiers  positifs  pour  A,  B,  G,  D,...  et  Ton 
sait  par  les  discussions  précédentes  qu'il  n'y  a  qu'un  seul 
système  de  p  nombres  choisis  parmi  1,  2,  3,.../?  +  1  qui  y 
satisfasse.  On  emploiera  donc  les  méthodes  connues  de  l'ana- 
lyse indéterminée  du  premier  degré  par  suite  desquelles 
B,  C,  D...  seront  calculés  en  fonction  de  plusieurs  indé- 
terminées dont  A  fera  partie.  Examinant  chacun  des  sys- 
tèmes A  =  i,  A  =  2,  A  =  3,...  A  =  />  +  !,  et  limitant 
i  chaque  fois  les  valeurs  de  B,  G,  D,...  par  les  relations 
0<;B  </?-hl,  0  <  C  <p-\- 1,  etc.,  on  trouvera  définiti- 
vement A,  B,  C,  D,...  Si  maintenant  on  se  reporte  à  la  nota- 
tion A4*  B0-|-G6-f-I^^+**-7  ^°  se  rappellera  que  celui 
des  p+  1  nombres  qui  est  omis  parmi  A,  B,  G,  D,...  pro^ 
vient  du  rang  de  l'objet  pris  par  la  pro miorc  personne. 
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Feriotmcsp^l,  p^  p  —  I,    .  -  ,  ,    5t  *i  \  ^^  ^ 
Objets  J,      ï,      H,  D,  C,  B,  A 

ËcrÎTânt  donc  sur  deux  horizontales  les  oombresp+l 
p,  p—\  ...  3,  2,  1  et  J,  I ,.,  B,  A, on  dira  que  la  T*  per* 
sonae  a  pris  le  A""*  objet ,  la  3™  le  B"^*,  la  4"**=  le  C",  etc., 
la  l*"^  Tobjet  dod  encore  nommé.  Oo  peut  d'ailleurs  éviter 
le  calcul  de  requatîoti  qui  doit  fournir  A,  B,  C,  D,..-  en 
dressant  pour  les  cas  numériques  dont  on  veut  faire  Té- 
preuve  une  table  des  arrangements  correspondants  à  chaque 
reste,  ou  même,  si  p  est  fort  petit,  en  composant  uue  phrase 
mnémonique  faisant  Toflice  de  cette  table.  {Arithmâiiqv^k 
Reynaud^  page  309 ,  23*  édition,) 


NOTE  ^ 

Sur  t*€3^ressiùH  analytique  de  la  pluâ  courte  distance  ef un 

point  à  une  droite  ait  d'un  point  à  un  pian. 

PAR  M.  IS>  PB.Ot7H£T, 

professeur  au  CoUége  royal  d'Auch. 


Pour  eiprimer  la  plus  courte  distance  d  un  point  à  imi 
droite  eu  fonction  des  cour  don  nées  du  point  et  des  coefRcieoti 
de  l'équation  de  la  droite,  ou  commence  ordinairement  par 
mener  une  perpendiculaire  du  point  à  la  droite  \  on  chercha 
ensuite  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire,  et  il 
ne  reste  plus  qu'à  calculer  la  dislance  de  deux  points  dont 
les  coordonnées  sont  connues.  Cette  marche  est  très-natu- 
relle; mais  elle  a  Tinconvénient  de  conduire  à  de  très-longs 
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surtout  qoaod  les  axes  s^t  obliques.  Le  procédé  que 
^  T«is  exposer  dans  cette  note  conduit  beaucoup  {dus  rapi* 
kjÉBmeotau  but,  et  en  le  généralisant  il  nous  permettra  d'ob- 
IJbnir  la  plus  courte  distance  d'un  pointa  un  plan,  dans  le  cas 
■0  pins  général  possible. 
I^;,  Soient  : 

,^      D    la  droite  donnée  :  Ok=a  ^  0B=  b ,  ses  coordonnées 
APorigine; 

Hf  une  parallèle  à  la  droite  D ,  menée  par  le  point 

-éoniié(ar',y,«'); 

c     le  segment  de  la  droite  D  intercepté  entre  les  axes; 
h,U    les  longueurs  des  perpendiculaires  abaissées  de  To- 
rigine  sur  les  droites  D ,  D'  ; 
9     la  distance  cherchée  ; 
ff      Tangle  des  axes. 

On  aura  évidemment  : 

-  Si  on  appelle  m  le  rapport  de  similitude  des  deux  triangles 
0AJ8,  OA'F,  on  aura  h'z^mh:  donc 
S  =  (m—i)h. 

Pour  avoir  la  valeur  de  ^ ,  je  remarque  que  Faire  du 

bc  .        absin9    , 

triangleOABest  exprimée  par  - ,  et  aussi  par  — - — :  donc 

ab  sin  <p 

/*  = . 

c 

Pour  avoir  la  valeur  de  /ti  ,  je  remarque  que  Téquation  de 
la  droite  D  étant 

(i)  ay'\'bx — ^6  =  0, 

l'équation  de  la  droite  O  dont  les  coordonnées  à  l'origino 
sont  ma^  mby  doit  être 

W  ay-^bx  —  mab  =  0^ 


Téquâfiofilï)  devant  être  salisfaiie,  quand  ou  fait  x^é,^ 
y^y,  on  aura  en  TaisaDl  celte  subâtitatioti  et  résolvant  prj 
rapport  k  m  -. 


D'ai!leuf£,  da  triaDgIcOAB,  on  lire  =  c^l/a'+ô' — 2afra 
donc, en  substituant  dans  la  formule  è-={m — \)k  ces  Taie 
que  ROQS  venons  de  trouver,  nous  aurons  t 

V^û'  +  b^ — âaéreoif 

Sî  réquatioii  était  donnée  ious  la  forme  A^+Bjr-j-C=0,  il 
suffirait  de  remplacer  dans  cette  formule  a^  b^  ab  par  Ici 
quantités  A,  B,  -^C  qui  leur  ^nt  proportionnelles,  et  m 
aurait  : 

^  ^  (Ay+Bx'  +  C)siiiy 

lï 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  plus  courte  dîi- 
lance  d'un  poinl  H  à  un  plan  donné  P. 

Soient  : 

OA  =  a,      OB=Z^,      OC=c,  les  coordonnées  à  l'ori- 
gine du  plan  donné  P; 

OA'  =  ma,  OB'=m^,  OC -=  me,  celles  d'un  plan  F  pa- 
rallèle au  plan  P,  et  passant  parle  point  donné  M(j:',y,s'); 
s      la  portion  du  plan  P  inlerceplce  entre  les  plans 
coordonnés  ; 

A,  h'    les  perpendiculaires  abaissées  de  Torigine  sur  les 
plans  P,  P'j 

J      la  distance  cherchée  ; 
«,  jô,  Y  les  anjj^les  des  axes. 
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•  Oa  aura  comme  plus  haut  : 

La  pyramide  triangulaire  OABC  a  pour  mesure  -hs  et  aussi 

o 

--  abcFy  F  désignant  ici  pour  abréger  la  fonction 

3 

-  V/l — COS'a— COS*p— C0S*7-f-2C0SaC0SpcO97. 

Donc  on  aura  : 

^abcF 
s 

L'équation  du  plan  P'  dont  les  coordi^nnées  à  l'origine  sont 
ma,  mby  mc^  est 

bcx  -j-  acy  -|-  bcz  —  mabc  =  0 , 

d'où  Ton  tire,  en  faisant  x  =  a/,  ^  =^',  z  =  z'  ; 

bca^-\-acy-\-bcz' 

m  = ; 

abc 

donc  on  aura  : 

(bcjc'  -f-  acy  +  bcz'  -^  abc)  F 
s 

Pour  résoudre  complètement  le  problème ,  il  reste  à  ex- 
primer s  en  fonction  des  quantités  a,  b,  c,  «,  p,  7.  Si  nous 
désignons  par  e,/^  g  les  côtés  de  ce  triangle  respectivement 
opposés  aux  arêtes  a,  b,  c,  nous  aurons  d'après  une  formule 
connue: 

i  65*=  2fY+  ^e'g'+  2e!r~  e*— /*-^*. 

Mais  on  voit  facilement  que 

rt*  =  6*+c'  — 26ccosa,/^  =  ô^-[-c*— 2«ccos|S, 
^'  2=  a'  +  6"  —  9iab  CO87. 


-..-ij. 
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En  faisant  1a  stitiMilution  et  rédiiEiant^  oo  aara  U  Tormule 
sjmétriqiie 

Li  valeur  de  S  sera  donc 

Ki  —  CÙ^a.  —  COS'  P  —  COS*7  +  'i  COS  a  COS  p  COS  7 


\/l  b^C*  SID*  Jt  —  -2la*ÙC  {CQS  a  —  cûS  (i  COS  y) 


NOTE 
SUR  LES*NOMBRES  PARFAITS, 

PAR  M.  x.is»zïsaim, 

proFe^seur  à  la  fa  eu  Lié  de  Bonieaiiï. 


d 


La  règle  d'Euclide  qui  donne  des  nombres  parfaits  essen- 
tiellement  pairs,  les  donne-t-elie  tous?  L'afiSrmative  s'établit 
en  deux  roots;  mais  quant  à  cette  autre  question  :  y  a-t-il  des 
nombres  parfaits  impairs?  elle  reste  pour  moi  tout  à  fait  in- 
décise î  j'ai  bien  démontré  que  ara?,  j:«^^,  x^y^zf^  ne  sau- 
raient être  impairs  et  parfaits;  le  cas  de  x^yH^u^^X  quelques 
autres  s'établissent  peut-être  de  la  même  manière  ;  mais  en 
laissant  indéterminé  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs 
et  différents  or,  >-,  s,  a,...  je  ne  puis  établir  qu'il  n'y  a  point 
de  nombres  parfaits  impairs.  Les  propriétés  que  vous  énoD- 
cez  relativement  aux  nombres  parfaits ,  doivent  donc  être 
attribuées  aux  nombres  parfaits  pairs. 

Legendreditque  2''— 1  {Théorie  des  nombres ,  1. 1,  p.  229, 
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1830),  est  le  plus  grand  dos  nombres  premiers  vériGés. 
D'après  la  lable  que  vous  avez  donnée,  2*'  —  1 ,  2*'  —  1 
seraient  premiers,  et  Fasserlion  de  Legendre  inexacCe,  ce 
qui  est  fort  possible. 

Théorème,  L'équation  des  nombres  parfaits 

oùjc,^^  z,...  sont  des  nombres  premiers  différents,  est  pos- 
sible quand  x  =  2,  ou  pour  les  nombres  pairs.  L'équatioj) 
devient  alors  -. 

dont  l'impossibilité  est  manifeste,  quand  les  exposants  p  ,  7.. . 
sont  autres  que  1,0,0;...  mais  pour  ce  cas,  on  obtient  la  so- 
lution d'Euclide. 

Problème.    L'équation  (1)  est-elle   toujours  impossible  , 
quand  les  nombres  x,^,  z,...  sont  impairs  ? 


NOTE  SUR  LA  TOROÏDE, 

PA&  E.  CATAIiAN, 

Répétiteur  à  l'École  polytechnique. 


Pour  obtenir  l'équalion  de  celte  courbe,  il  faut,  ainsi  que 
Ta  fait  voir  M.  Cauchy ,  éliminer  6  entre  les  deux  équations 

a-x»     ,     by_  _        ov  ^y    _ 


{Nouvelles  Annales,  t.  111,  p.  455). 
Cette  élimination  se  fait  assez  simplement  de  la  manière  siii- 
vanîe. 

Ans.  de  Mathém.  lU  «^/ 
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Cliassaiiiles  dùnominateurs,  on  obtient  d'abord  . 

Multipliant  1  équation  (1)  par  0\  l'équation  (2)  par£ï';tt3- 
tranehant  membre  à  membre^  et  sappriiuanl  )e  faclmar 
(0+^')%  j'obtiens  : 

On  auTîiît  de  même  :  J 

Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (3)  et  (♦)»  «i 
SI  Ton  supprime  le  facteur  a'— ^%  commun  aux  dcuE  mem- 
bres de  l'équation  résultante,  an  obtient  : 

Multiplions  Fèqaation  (3)  par  a%  l'équation  (4)  par  b\ 
aJDUtonâ,  et  supprimons  le  facteur  (et* — ^^)ô;  il  viendra  : 

e  ^aY  +  b'x')  rr:  0(^'Z;^  — ô'^  +  A'^Ô  (a^+  Z^^)  4-  2a'6'A\     (6) 

Ces  deux  dernières  équations  étant  ordonnées  par  rapport 
à  6 ,  deviennent  : 

263 — 0' (or'  +  j^^  _ a^  —  6^  -^ k")  —  a'Z^'/t'  =  0  ,         (5) 
Ô^  +  ô  (ay  +  b'x'—  a'k'  —  b'k'  —  a'b')  —  2a'6'yt'  =  0.  (6') 

J'élimine  tour  à  lour,  entre  ces  deux  dernières  équations, 
le  terme  en  6^  et  le  terme  indépendant  ;  j^obliens  ainsi  : 

A0"4-2Bô  — 3C=0,  (7)  30*— 2Ae~B=0;  (8) 
en  posant ,  pour  abréger  , 

A  =  x^+y— ^'-^^"— A',  B  =  ay'+b'a:'—a'k'--b'k*^a^b\ 
G  ==  a'b'k\ 

Les  équations  (7)  et  (8),  traitées  comme  les  deux  précé- 
dentes, donnent 
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2(A'  +  3B)e  +  (AB— 9C)  =  0,  (9) 

(AB  —  9C)0+2(B'  +  3AC)  =  0.  (10) 

EnGn ,  réliminatioa  de  0  entre  ces  deux  dernières  équations, 
conduit  à 

(AB— 9Cr  =  4(A'  +  3B)  (B^+3AC). 
L'équalton  de  la  toroïde  est  donc 

■^r^a'b'k^  (x»+r'— «*— ^  — *^'  —  27  a^b^k'^ 
+\Sa'b*k\x*'\-y'^a'^b^—k'){ay^-\-b*x*'-n*le--^b^k'^a'b*) 
+4(ay+^«^'— a'it*— /^'^'-  a'by  =  0. 


THÉORÈMES 

DE   DESCARTES,   DE   ROLLE,   DE  BUDAN   ET  FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduUs  d'un  seul  principe. 

(Suite,  voir  page  213.' 


15.  Théorémk  Vf.  Si  Ton  désigne  par  «  l'excès  relatif  à  U 

xF'(x) 
fraction    ^/     et  pris  entre  les  limites  —^el  +b  ;  soient  de 

F(x) 

plus  ir  le  nombre  des  racines  positives  et  v  le  nombre  des 
racines  négatives  de  Téqualion  F(a:)  =:ô,  comprises  entre  ces 
mêmes  limites,  on  aura  e  =  xr  —  v ,  pourvu  que  le  polynôme 
F(x)  ne  soit  pas  divisible  par  or. 

Dém<mstration,  Décomposons  e  en  deux  parties,  e'  relatif 
aux  racines  négatives  et  e"  relatif  aux  racines  positives  jje 
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T(a1  =  Ô  î  on  aura  c-  i,%e'\  D'ailleurs  ^^  el  ^^  ml 

t  X  F.r 

de  signe  toujours  opposé  dans  rinlcrvalle  de  —a  h  0 ,  eUc 
roérae  signe  dans  rinlcr valle  de  +  0  à  -|-  d ;  donc  (Prob  II)  ? 
^  =  —  V  ;  é'='sr  ;  ainsi  tt  —  v  ==:#  ;  o!  comme  od  sait  cal- 
culer e,  on  connaît  dotic  la  différence  entre  le  nombre  des 
racines  positives  et  ie  nombre  des  racines  négatives  d'une 
équation. 

16.  Lëmme  i;  p  étaul  une  racine  de  F'(x) ,  Fip)  est  on  mi- 
nimum  on  un  maximum  absolu  [  abstraction  faite  du  signe  t, 
selon  gaele  produit  Fip)  F"(p)  mi  ptmitif  ou  négatif.  _, 

La  démonstraiion  esl  dans  tous  les  traités  élémentaires.    ^ 

17.  PnoBLÉME  (ÏII).  Etant  donnée  la  fonction  euttèrc  F(a) , 
trouver  la  différcnre  entre  le  nombre  des  maxima  et  des  mi- 
ni ma  absolus  dont  elle  est  susceptible.  On  suppose  que  ni  F(j} 
ni  F'{.r)  liront  de  racines  égales. 

Solution.  Posons  les  deux  équaiions  : 

Y'[x)  =  0,      j  +  F(x)  ¥"{x)  =:  0  ; 

soit  jK  =  0  le  résultai  de  Féliminalion  de  jc  ,  j  ne  peut  avoir 
plus  de  valeurs  que  F'{x)  n'a  de  racines;  les  valeurs  posi- 
tives de  j  correspondent  h  des  maxima ,  et  les  valeurs  néga- 
tives à  des  minima  ;  y  est  donc  de  même  degré  que  F'{x)  ; 
d'après  le  théorème  YI,  on  peut  connaître  la  dififérence  entre 
le  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  né- 
galives  de  l'équalion  ^  =  0,  et  celte  différence  est  égale  à  la 
différence  cherchée  (15). 

18.  Théorème  YIl.  Le  nombre  de  racines  réelles  distinctes 
dune  fonction  algébrique  entière ,  augmenté  d'une  unité,  est 
toujours  égal  au  nombre  des  maxima  dont  la  fonction  est 
susceptible,  moins  le  nombre  des  minima. 

Démonstration,  11  suffit  de  construire  la  courbe  parabo- 
lique représentée  par  l'équation  j-  =  F{t)  ,  et  de  discuter  les 
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diverses  formes  de  la  courbe  ;  et  le  théorème  devient  d'une 
évidence  intuitive.  On  peut  aussi  parvenir  au  même  but 
d'une  manière  discursive  et  plus  longue ,  par  des  considéra- 
tions purement  analytiques. 

Remarque  historique,  A  Taide  des  théorèmes ,  lemmes  et 
problèmes  contenus  dans  les  quatre  paragraphes  précédents, 
et  qui  appartiennent  tous  à  M.  Cauchy  ,  on  peut  donc  tou- 
jours trouver  le  nombre  des  racines  réelles  positives  et  né- 
gatives d'une  équation.  C*est  ce  que  l'illustre  analyste  a  fait 
connaître  en  1815  C).  11  indique  comment  on  peut  remédier 
à  la  restriction  que  les  racines  égales  ou  nulles  appojrtentà  la 
méthode.  Ainsi  dès  1815  on  possédait  des  moyens  certains  de 
déterminer  le  nombre  de  racines  réelles,  en  considérant  la 
succession  de  lignes  de  certaines  fonctions ,  dont  l'une  était 

-pr-7;  ce  n'est  qu'en  1829  que  M.  Sturm,  au  lieu  de  cette 

fonction ,  a  pris  celle-ci ,  -^ ,  et  est  parvenu  au  théorème 

d'une  si  admirable  simplicité  ;  les  procédés  laborieux  de 
M.  Cauchy  sont  sans  doute  Tunique  motif  qui  ont  détourné 
l'attention  que  méritait  un  travail  d'une  si  haute  importance 
et  qui ,  quinze  après  son  apparition ,  était  presque  oublié. 
Nous  reviendrons  sur  plusieurs  autres  théorèmes  que  con- 
tient ce  beau  mémoire  ;  on  y  trouve  le  germe  de  la  proposi- 
tion Sylvester  que  M.  Sturm  vient  de  démontrer.  (Journal 
de  Liouville ,  t.  5.) 

Venons  maintenant ,  comme  s'exprime  M.  l'abbé  Moigno , 
à  l'une  des  plus  belles  conquêtes  qu'on  doit  au  génie  de 
M.  Cauchy.  On  sait  que  toute  racine  imaginaire  est  composée 
de  deux  parties  réelles,  mais  dont  la  seconde  est  multipliée 

par  V  —  1  ;  M.  Cauchy  a  découvert  le  moyen  de  déterminer 


(*)  Mémoire  sur  la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  dans  les 
équations  algébriques.  Journ.  de  l'Ecole  polylechn.,  17'  cahier,  p.  457,  I8IS, 


Im  linuies  de  cf^  parlies  réelles,  à  l'aide  duo  oiagmfiqtie 
Uiéorétne,  généra lisalton  d'un  Ihéorèine  semblable,  qu'oo 
doit  à  rilluatro  analyste  de  GOliîngue  (vmri^i^p.Wl 
MM.  Slurm  (  Charles)  et  Liouville  en  ont  les  preiïiîers  émié 
une  démon stralion  élémentaire  ^  mais  nous  pretidronf^  c^lle 
que  M.  Cauchy  a  indiquée^  en  la  faisant  précéder  de  quel- 
ques éclatrcissetnenls  à  Tusage  de  nos  jeunes  lecteurs,      J 

i^.  Soient/(.r,j^)=^0{î),  F(x,j)=0(2)  et  ^="^i^{â) 

les  é^ujitîons  de  deux  lignes  et  d'une  surface  rapportées  aai 
mémefi  axes  reclangulaires*  Les  deux  premières  fonctioi» 
étant  algébrfqaes  etenlièreSt  les  valeurs  de  z  sonl  eoostam- 
nienl  réelles,  et  par  conëéquent  ne  peuvent  changer  de  st^ae 
qu'en  passant  par  zéro  ou  par  l'infini  i  ptmr  tous  les  points  de 
la  ligne  représentée  par  rêquatian  (Ij ,  les  valeurs  de  z  sont 
nulles ,  et  pour  les  points  de  la  ligne  rc^présentée  par  Téqua- 
iioii  (2),  ces  valeurs  sont  infinies.  Mais  pour  les  points  d'inter- 
section de  ces  deux  lignes,  les  valeurs  de  z  sont  -  ou  indéter- 
minées. C'est-à-dire  que  Tordonnée  z  fait  partie  de  la  surface. 
De  sorte  que  la  surface  cylindrique  ayant  pour  directrice  la  li- 
gne (2)  et  pour  génératrice  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  z, 
sera  asymptote  à  la  surface  (3) ,  et  les  deux  surfaces  auront 
autant  de  droites  en  commun  que  les  deux  lignes  (1)  et  (2) 
ont  de  points  d'intersection ,  que  nous  désignons  avec  M.  Prou- 
het  (voir  t.  i ,  p.  444)  sous  le  nom  de  points-racines.  Concevons 
qu'on  trace  sur  le  plan  jcy  un  contour  fermé  pouvant  être 
une  ligne  continue  ou  composée  de  plusieurs  lignes  quelcon- 
ques, mais  avec  la  condition  essentielle  de  ne  pas  passer  par 
un  des  points-racines.  Supposons  que  ce  contour  fermé ,  que 
nous  désignons  par  C,  renferme  dans  son  intérieur  un  nom- 
bre m  de  points-racines.  Si ,  en  partant  d'un  point  M  de  ce 
contour,  on  marche  toujours  dans  le  même  sens  ,  il  est  évi- 
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dent,  le  contour  étant  fermé,  qu'on  reviendra  an  même 
point  M  ;  à  chaque  station  correspond  une  valeur  réelle  de  z  ; 
dans  les  passages  par  la  ligne  (1)  ces  yalenrs  sont  nulles,  et 
par  la  ligne  (2)  elles  sont  infinies.  Ne  considérons  que  ces 
derniers  passages  :  un  instant  avant,  et  après ,  les  valeurs  de 
z  présentent  une  variation,  soît  ascendante,  soit  descen- 
dante ;  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  ascen- 
dantes et  dcscendatites  est  ce  que  nous  avons  appelé  Vexcès 
E  (p.  191).  Lorsque  les  fonctions  (1)  et  (2)  sont  entièrement 
indépendantes  Tune  de  l'autre,  il  n'y  a  aucune  relation  entre 
£  et  m  ;  mais  si  Ton  établit  une  relation  entre  les  deux  fonc- 
tions, il  s'ensuivra  aussi  quelque  relation  entre  E  et' /7i  ;  or 
SI  l'on  a  cette  relation  : 

f  désignant  une  fonction  algébrique  entière ,  alors  £  =  2m  ; 
c'est  là  le  théorème  de  M.  Cauchy,  qu'il  nous  reste  à  démontrer. 

20.  La  relation  entre  les  deux  fonctions  se  décompose  en 
ces  deux  équations  : 

F(x,^)  =  ,'..r-f'x.^+,vx.^^^      .... 

Ainsi  la  fonction  cp  étant  donnée ,  on  voit  comment  on  en 
déduit  les  fonctions/et  F  ^  c'est  une  conséquence  évidente  du 
théorème  de  Taylor. 

21.  Lemme  I.  Considérons  deux  fonctions  y  (5}  et  F{s)  de  la 
variable  s  et  continues  entre  les  limites  5  ==  ^o  et  «  =  5,  ^  on 
donne  de  plus  les  équations  de  condition  : 

F(5o)  =  FW; 

f{s)                          Fs 
et  sont  des  fractions  plus- 


i^ifsr  +  {Fs)*     ^iM+{Fsr 


I 


runité  ï  la  première  peut  donc  représenler  le  cosinus  d'un 
tire  ^  ^'t  k  seconde  le  ^luus  ;  fléy^nont  lu  dénomiuateur  prb 
positivement  par  r,  on  aura  : 

fls)  =  rcmp     et     F(s)=^rsinp; 

//  est  un  arc ,  fonction  de  s-  ^  et  fonctîoQ  qu'on  assujettît  à 

Ff^) 
h  conlîntiité.  L'excès  e  de  ta  fracHon  >— -  ,   prb  entre  la 

limiles  »,  el'f. ,  est  égal  h  — — —  ,  p,  et/?^  sont  les  valeurs  de 
pùux.  deux  limites. 

Démomiration.  --7-^=iang  w..  ■  -^  ^  tang/j,  ;  ainsi,  eu 

vertu  de  rétiuatiou  de  €onditiOEi^  lang/io  —  tang^.  i  donc 
p^  —p^  ^=  ?tTi  ;  n  étant  un  nombre  entier  ;  si  Ton  fait  croUre 
msensiblemcnt  Tare  p  depuis  p^  Jusqu'à  p, ,  p,  —  p„  sera  égale 
à  la  somme  de  tous  les  accroissements  :  la  taogenlo  de  cet  arc 
pourra  passer  plusieurs  fois  par  llnGnî ,  de  deux  manières  ; 
du   négatif   im  positif;   alors  l'arc  passe  brusquement  de 

^  à  -  +  o',  <?  et  rî' sont  des  quantités  inflniment  petites; 

l'accroissement  est  donc+7r  +  ^+rî',  quantité  Gnio,  et  la  fonc- 
tion est  discontinue;  mais  à  tang-^"*^  ^^  P^^t  substituer 

tang^^  +  ^—  t:  ;  alors  l'accroissement  devient  ^  —  (T,  quan- 
tité inflniment  petite^  et  la  fonction  reste  continue.  Ainsi 
toutes  les  fois  que  la  tangente  passe  par  Tinfini ,  au  moyen 
d'une  variation  ascendante ,  il  faudra ,  pour  empêcher  les 
accroissements  brusques  de  l'arc,  retrancher  tt  ;  et  pour  le 
mémo  motif,  il  faudra  ajouter  tt,  lorsque  la  variation  est 
descendante.  Si  nous  appelons  donc  e  Vexcès  de  la  fonction 

fractionnaire  — -,  on  aura/?  — P(o\^^  —  ^^'  raaise  =  — e; 
doiic/^  —P   ^=zen.  C.  Q.  F.  D. 
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ObservcUion.  11  est  évident  que  le  théorème  subsiste  si  JT 
est  une  fonction  de  plusieurs  variables  j?,  j^,  2. . . . ,  pourvu  que 
chacune  de  ces  variables  soit  une  fonction  continue  de  s. 

22.  Lemmb  II.  Considérons  deux  fonctions  fractionnaires 

'^r-r:  et  tI—  de  la  môme  variable  s  j  et  ces  fonctions  sont  sou- 

F(5)       Ms) 

mises  aux  équations   de  condition   du   lemme  précédent; 
soit 

f{s)  =  rcosp'y  F(5)=r8in/?î  <p(5)  =  r'cos/?' j  ^K5)  =  r'sin/?' ; 
ou 

fis)  +  F(5)V/^  =  r  {œs/?  +  J/^sin/;), 
? W  +  K^)\/^^=  r'{cosp'+  y/^^i  sin/?')  ; 

multipliant  ensemble  membre  à  membre  les  deux  équations , 
il  Tient  -. 

S+TJ/^='t'[cos(/^  +  /7')  +  J/HTsin  (/;+;>')], 

S=/(.^)?(5)  — FM^!;(5), 

T=f(sms)^Y[s)<f{s), 

s     fs     tf{s) 
Soit  E,  e,  e'  les  excès  relatifs  aux  fractions  =  ,  4^-r ,  — ~  > ^^ 

T    Y(s)    -^s 

aura:  " 

Démonstration.  e=^ — 

g 

est  Tare  correspondant  à  —  ;  donc  .... 

Corollaire,  La  même  démonstration  a  lieu ,  quel  que  soit 
ie  nombre  des  fonctions  fractionnaires. 

23.  Soit  une  courbe /èriwéc,  rapportée  à  des  coordon- 
nées polaires  ;  supposons  d'abord  le  pôle  dans  rintérieur 
de  la  courbe.  Désignons  par  p^  Fangle  polaire  d'un  point 
M  de  la  courbe.  Si  le  point  M  mobile  sur  la  courbe  par- 
court son  contour  dans  le  même  sens ,  po  croîtra  sans  cesse  ; 


quand  on  sera  reveni]  au  même  point  M,  quand  on  aura  par 
ctfturu  îout  le  contour,  /?„  sera  dcvena 

p^  +  2Tr  ;  ou  p^  =p^  +  27C  ;  p^  — /lo  =  âw- 

Mais  si  le  pôle  est  extérieur,  le  même  mouvetnent  du  point 
M ,  après  avoir  fait  croître  p^ ,  le  fera  déeroilre  de  la  même 
quanlité  :  de  sorlc*  que  Ton  aura ,  à  la  fin  du  mouvcmeni 
p,=p^  ou  p^—p^  =  iy, 

OUtrvatiùn.  C'est  ainsi  qu'on  explique ,  dans  le  système  du 
monde ,  les  rétrograda  lions  apparent(*s  ^ii%  planètes* 

2*.  Théorème  de  M.  Cauchy^  Supposons  que  F[s)  soit  une 
fonction  entière  du  degré  n,  qui ,  lorsqu'on  change  s  en 

^  +^K-^  ,  devient  /(x ,  x)  +  F(jr,  ^)\/^  ;  traçons 
dans  le  plan  de  x,  jr  une  courbe  Fermée  dont  la  longueur  da 
«.^ntour  soit  t\  et  dont  les  coordonnées  x\y  puisseol  élrp 
considérées  comme  des  fonction.^  continues  de  l'arc  s  de 
celte  courbe  ;  le  nombre  m  des  points  dont  les  coordon^ 
nées    JT  =  a ,  ;>'  =  ^    (  points-racines }  vérifient  l'équalioTî 

/(•^  1  cT)  +  F  («^  7  ^)  \/—- 1=0  sera  donné  par  Féquation 
m  =  —  ;  E  étant  l'excès  relatif  à  la  fonction*^     ^    , ,  cl  pris 

entre  les  limites  s  =  0,  s  =  c. 

Démonstration.  Rapportons  la  courbe  fermée  à  des  coor- 
données polaires ,  et  choisissons  pour  pôle  le  point-racine 
dont  les  coordonnées  soient  jc  =  a ,  ^  =  p  ;  nous  aurons 
.r  —  a  =  rcosp  et  y  —  ^  =  r  smp ,  r  et  /?  étant  le  rayon 
vecteur  et  Tangle  polaire  du  point  mobile  M;  a:  —  a  et  j^  -—  p 
sont  des  fonctions  continues  de  Tare  s  ;  donc  aussi  reip\ 
et  r  est  essentiellement  positif. 

Appelant  e  Texcès  relatif  à :   ou  tang^    considérée 

y  — P 

comme  fonction  de  s  et  pris  entre  les  limites  5  =  0,  s  =  c , 
ou  a ,  d'après  le  lemme  I  : 
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e  =  ^ — £2  .  si  le  p^ie  est  intérieur,  p,  — po  =  2it , 

si  le  pôle  est  extérieur,/?,— /?o  =  0. 
DoDC  e  =  2  si  le  point-racine  est  intérieur,  et  e  =  0  s'il  est 
extérieur  ;  pour  un  autre  point-racine  ayant  pour  coordon- 
nées a',  f^\  on  aura  de  môme  e'  =  2  ou  e'  =  0 ,  selon  que  le 
point-racine  est  au  dedans  ou  au  dehors  de  la  courbe  ;  cet 

excès  étant  relatif  à  la  fraction r-,  ;  et  ainsi  des  autres 

points-racines. 

Donc,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  aucun  point-racine  sur  la 
courbe,  et  qui!  y  ait  m  points-racines  dans  l'intérieur,  on 
aura  c-f-e'-f-e"  +  ....■=:  2m. 

Or 

donc ,  d'aprôs  le  lemme  précédent, 

E  =  e  +  e'  +  e"+etc =:2/w. 

C.Q.F.D. 

Remarque  L  Les  ordonnées  p,  p',  p"  ....  peuvent  être 
nulles  ;  alors  les  points-racines  correspondent  à  des  racines 
réelles. 

Remarque  IL  Lorsque  léquation  a  des  racines  égales,  il  y 
a  des  points-racines  qui  coïncident  ;  ces  points -racines  sont 
multiples. 

Remarque  III.  Le  théorème  a  de  même  lieu  pour  les  fonc- 
tions non  entières  ou  transcendantes ,  pourvu  qu'elles  admet- 
tent la  forme  (2  — a  — pV/^)  et  que  a  +  pV/^^  ne 
rende  pas  infini  ou  nul  le   quotient  de  la  fonction  par 


I 


I 


I 


^  5cr  — 

/?fm«n/ii«  ff ".  Lm  fonctitins/elF  auitqadleâ  s'applique 
'le  ihéort^nio  de  M.  Csiuchy  sont  les  équalioQs  (U)  ci  (T; 
de  M.  Gaus»  (t.  1^  p^  '^^H  t  ^ui  ^  mootré  aassî  coRimenl 
on  trouve  le  nombre  de  ptnnts'-racines  rciifermés  dans  un 
€iTclo  de  rayon  quelconque  décrit  de  Toriglae  comme 
centré.  De  sorte  que  le  théorème  de  M.  Caucïiy  n'est  âa  îouéy 
comme  nous  lavons  dit,  qu*une  généralisalton  da  ttiè:krèmc 
ÛQ  M.  Gauss. 

95*  Problème.  Étant  donnée  Téq nation  F(s)  =:  0  ,  tioavef 
combien  elle  a  de  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
renfermée  entre  les  limites  x^,  ,r, ,  et  dont  le  coefScient  de 

V^ —  1  est  renfermée  entre  les  limites  j^^,  y^. 

Solution  (fîg*  T8j.  Soient  les  axcsrectangiilaîresOX,  OY; 
faisons  OM  =  Jt\  ;  ON  =r  j7,  ;  AM=n  i  BM^j^,  et  formons 
le  rectangle  ABOS. 

Remplaçant  z  par  jc  +jr  %/ —  t ,  on  aura  : 

r(z)  =f{x,  y)  +  F(x,  y)  V^^  ; 

la  question  est  donc  réduite  à  trouver  le  nombre  des  poinls- 
racines  renfermés  dans  le  contour  ABCD;  parcourons  ce 
contour  en  allant  de  A  vers  B,  s  étant  comme  ci-dessus  la 
longueur  d'un  arc  de  la  Ijgne  parcourue,  on  a  pour  la  droite 


Limites. 

Excès 

AB     x^s-    y=y,\ 

x,  ...a. 

E 

BC    y=s;     x  =  x,-. 

Jo      "J\ 

CD     .r  =  5;     y=y,; 

X,  ...  X^ 

DA    j=s;     a=ao; 

J\'--^-o 

^oil  ,;'^'^'  — '^(a,  v);  désis 

nons  par 

Fi^^r 
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E».  l'excès  de  la  fonclion  <f{x,y,)  entre  Icslimiles 

•r.,  J^.; 

E*.               <f(Xo,j^) 

J^o  »  J^i  5 

E'».               ?(J^,^.) 

•^o  J^« 

E'«,               ?(-r.,j') 

J^i  î  J'o  i 

d'où               E=E,,+  Ex.+  E'«.+  E'«.= 

=  2/». 

Désignant  par 
Ey,  l'excès  rclatir  à  (p  (or,  ^,)  pris  entre  les  limites  o:^ ,  x,  ^ 

Earo  ?(-2^o,^)  ro,.)i; 

on  aura  E=Ey,— Ey.  -  [E^o  —  EarJ  : 

car  Ton  a  évidemment  Ey,=  —  Ey,.  On  calcule  ensuite  les 
quatre  excès  nécessaires  pour  trouver  E  d'après  le  pro- 
blèn^CII,  p.  1 92)  ;  et  la  moitié  deE  donne  le  nombre  de  points- 
racines  qui  se  trouvent  dans  Tintérieur  du  rectangle. 

Observation,  Lorsque  y^  et  y,  sont  de  même  signe ,  la  par- 
ticcomprise  ncpent  être  nulle  ;  donc,  dans  ce  cas,  le  rectangle 
ne  peut  renfermer  des  racines  réelles. 

(La  fin  prochainement.) 

DÉMONSTRATION. 

De  la  quadrature  de  V hyperbole  par  la  méthode  des  limites. 

PAR  H.  PRUDOT, 

proresseur  de  matbématiqaes. 

Lemme.  Soient  A,  B ,  C  des  quantités  constantes ,  et  a,  6 
des  quantitésqui  peuvent  devenir  aussi  petites  que  Von  veut; 
je  dis  que  si  l'égalité 

(A  — «)B+6  =  C,  (i) 

a  toujours  lieu,  quelque  petits  que  soient  :«  et  6,  on  a  aussi 
AB=C. 
En  effet ,  développant  (1),  il  vient  ; 
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en  nommant  R»  le  roste  de  la  série.  Or  en  prenant  assez  (le 
termes,  œratne  h  série  est  convergente,  R»  poarra  deveuir 
aussi  petit  que  Ton  voudra.  D'un  autre  nùié  chacun  des  fi 
lerraes  renfermant  3  comme  facteur ,  pourra  aussi  devenir 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée ,  et  comme  le  degré  de 
petitesse  de  a  est  iadépendant  du  nombre  n,  ou  pimrra  tou- 
jours prendre  a  asseï  petit  pour  que  la  somme  des  n  lermes 
renfermaut  a  soit  aussi  petite  que  l'on  voudra.  Doue  la  diffiè- 
rcncc,  le  premier  membre  de  [2)  et  le  premier  terme  da 
deu!ïiéme  membre,  est  une  quantité  variable  à  rînftnî.  Eq 
la  représentant  par  ^  on  pourra  poser  : 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

ABfS— ^  =  C,      d'où      A8+^— C  =  cr.        (4 
Cela  posé ,  si  A^  n'était  pas  égal  à  G  on  aurait  : 

AB  — G=D, 
D  étant  une  quantité  finie  j  mais  on  a  évidemment  AB+^^>A'^ 
d'où  AB+6  — C>AB— C;  donc  on  aurait  AB+^  — C>D; 
d'où  à  cause  de  (:{j , 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  d  est  variable  à  Tinfini,  cl 
D  constant,  donc 

AB-.C=:D. 

QUADRATURE  DE  L'HYPERBOLE. 

Soit  KEF  ifig.  77)  une  hyperbole  équiiatére ,  rapportée  à 
SCS  asymptotes,  et  ayant  par  conséquent  pour  équation  : 

IVonoiJs  sur  OX  ,  OAr=  1,  0B  =  j:  ,  divisons  AB  en  un 


i 
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BOiubrc  quelconque  de  parties  qui  peuvent  ne  pas  être  égales, 
et  construisons  les  rectangles  indiqués  par  la  figure.  Il  est 
évident  d'abord  que  la  différence  entre  la  somme  des  rec- 
tangles extérieurs  et  Taire  hyperbolique  EABI,  peut  devenir 
aussi  petite  que  Ton  veut  en  faisant  croître  successivement 
le  nombre  de  ces  rectangles  ;  car  la  différence  entre  la  somme 
des  rectangles  extérieurs  et  celle  des  rectangles  Intérieurs 
est  égale  à  la  somme  des  rectangles  DMN ,  etc.»  lesquels  ont 
pour  expressions  (x'— I)  (1—/),  (^'—x')  (y— y')»  etCv- 
soit  (j'Cp)— ^^^^*)),  le  plus  grand  des  seconds  facteurs  de  ces 
produits,  lasomme  des  rectangles  EOMN,  etc. ,  sera  plus  petite 
que  (^(P)— yP-0)  [x'—1+j:"^j:'^x'"^  j;"+...+x-jcC-0], 
ou  que  yp) — yp— 0(j: —  i),  or  le  facteur yp)—-j^(P-0  peut 
devenir  aussi  petit  qu'on  le  veut,  tandis  que  le  facteur  {x — 1) 
est  constant,  donc  la  différence  entre  la  somme  des  rectan- 
gles extérieurs  et  celle  des  rectangles  intérieurs,  décroit 
indéfiniment ,  donc  à  fortiori,  etc. 

Cela  posé,  si  au  lieu  de  prendre  arbitrairement  les  points 
G,  G,  H,  etc.  ;  on  les  détermine  de  manière  que  les  abscisses  OA, 
OC,  etc.,  soient  en  progression  géométrique,  ce  qui  se  fera 
en  intercalant  un  certain  nombre  de  moyens  géométriques 
entre  1  et  j:,  ces  abscisses  pourront  se  représenter  par 

en  nommant  x^  la  raison ,  et  les  ordonnées  tirées  de  Téqua- 
tion  de  la  courbe ,  seront 

1111 

Le  premier  rectangle  extérieur  sera  alors  exprimé  par 
(.r'  —  1)  X  1  =  :r  —  1  ;  le  second  aura  pour  valeur  : 

(a/*— x')x-^=x'— lî  le  3* sera  (j:'^— x")x— =^'— 1,  etc., 

JC  X 

c'est-à-dire  qu'ils  seront  tous  égaux  à  x' — 1.  Donc  si  on 
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considère  les  sommes  successives  de  rectangles  terminés 
aux  différentes  abscisses,  sommes  que  l'on  obtiendra  en  pns 
nant  d'abord  0 ,  puis  le  premier  rectangle ,  puis  la  summe 
des  deux  premiers,  puis  la  somme  des  trois  premiers,  etc. 
Ces  sommes  formeront  la  progression  arithmétique, 
0,  a:'— 1,  2{x'-i),  3(x'— 1),  «(j/—!). 
Mais  en  intercalant  assez  de  moyens  géométriques  eotrc 
1  et  or ,  on  peut  rendre  la  différence  entre  1  et  la  raison  j/, 
aussi  petite  qu'on  veut  et  en  même  temps ,  ainsi  que  nous 
Tavons  démontré  plus  haut ,  la  différence  entre  l'aire  hyper- 
bolique EABI,  et  la  somme  de  tous  les  rectangles  extérieurs 
décroîtra  indéfiniment.  Si  donc  on  représente  par  A  Faire 
hyperbolique ,  par  S  la  somme  des  rectangles ,  et  par  s  et  a 
des  quantités  variables  à  l'infini,  on  pourra  écrire: 

Cela  posé,  nous  allonc  démontrer  que  si  on  prend  une  ab- 
scisse quelconque  OB  =  jc,  il  existe  un  nombre  constant, 
c'est-à-dire  indépendant  de  j:,  qui,  élevé  à  une  puissance 
égale  à  Taire  hyperbolique  correspondante ,  reproduit  l'ab- 
scisse proposée. 

Pour  cela  cherchons  le  nombre  qu'il  faudrait  élever  à 
une  puissance  égale  à  S  = /i(a:' — 1),  pour  reproduire  l'ab- 
scisse correspondante  jc=  .r'".  Si  on  nomme  E  ce  nombre. 

il  suffira  de  poser  : 

1 

(1)      ES  =  j:  ou   EM^'-i   =  jc""  d'où  E=  x^^^^ , 
ce  qui  donne  en  remplaçant  x'  par  \  -{-  z-. 


i 


E    =     (1    +    Z;2. 

Le  deuxième  membre  développé  donne  : 

J_  \    IZZl     ^— ^'       \-(n-\)z  _.  ^ 
■■         =  ■    :>:     ■      3i      '■■  HZ 
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=^+G-i)+G-l)(i-")+- 

/l  Z\  /l  {tt-l}z\ 

série  oonTergente,  car  le  rapport  da  ri^*^  terme  au  précè- 

dent  est ^ z= z,  nombre  plus 

petit  que  z,  qui  ici  est  supposé  uoe  fraction. 
Cette  série  peut  encore  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

(2)       E  =  [2  +  J^  +  ^+...  +  i:^J  + 

une  suite  de  termes  tels  que  —  -  —  r-::  —  ;ri:+;r^v 

^  2       2.3       2.3^2.3' 

renfermant  tous  z  comme  facteur,  et  dont  le  nombre  sera 
limité  quand  n  le  sera ,  -)-  R^ ,  en  représentant  par  B«  le 
reste  de  la  série,  lequel  pourra  devenir  plus  petit  que  toute 
quantité  donnée ,  puisque  la  série  est  convergente. 

La  partie  2  +  r^  +  ^-5  +  etc. ,  est  elle-même  une  autre 

série  convergente  dont  la  limite  est  généralement  repré- 
sentée par  e ,  et  si  on  nomme  r^  le  reste  de  cette  série , 
r^  sera  variable  à  Tinfini.  Or,  si  on  ajoute  et  retranche  r« 
dans  le  deuxième  membre  de  (2) ,  il  vient  : 

E=  [2  +  — -f  ...-i — l+r«+ 
L   ^1.2^      1.2.. .nj~  "^ 

,    r      z  1  22    ,    2z3  ,   2"-l   ,  B 

+  L""2"'ÏÏl""2r3+^3"--Tj+^'»""'*- 

ou 

or  chacun  des  termes  entre  parenthèses  renfermant  z  comme 
focteur  pourra  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée, 
et  comme  le  degré  de  petitesse  de  z  est  indépendant  du 
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nombre  de  ces  termes  qai.  sera  Uwjonrf  limité  pour  ane 
valeur  déterminée  de  n,  on  pomrra  toujours,  quel  que  soit  n, 
prendre  z  assez  petit  pour  que  la  somme  des  termes  entre 
parenthèses  soit  aussi  petite  qu'on  voudra.  Quant  à  R^  et  r,, 
ce  sont  aussi  des  quantités  variables  à  Tinfini  ;  donc 
e=:  lim.  de  E 

quand  on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  moyens 
géométriques  intercalés  entre  1  et  x.  Donc  ^  on  représente 
par  6  une  quantité  variable  à  l'infini ,  on  pourra  poser  : 

si  ou  remplace  maintenant  dans  (1  )»  E  par  e  —  6 ,  et  S  par 
A  +  a ,  on  aura  : 

Or  e  et  A  sont  des  constantes ,  tandis  que  €  et  «  sont  variables 
a  l'infini  ;  donc ,  en  vertu  du  lemme  démontré  plus  haut , 
e^  =  X, 

Donc  il  existe  un  nombre  constant  e,  qui,  élevé  à  une 
puissance  égale  à  une  aire  hyperbolique  quelconque ,  repro- 
dait  l'abscisse  correspondante.  C'est-à-dire  que  les  aires  hy- 
perboliques sont  les  logarithmes  Népériens  des  abscisses. 


LETTRE 

Sur  la  sommation  d'une  série  trigonométrique.  (^.  p.  519.) 

Mon  cher  M.  Terquem , 

Le  mémoire  de  M.  Lecoiote,  contenu  dans  le  dernier 
numéro  de  votre  journal ,  renferme,il  me  semble ,  quelqoes 
inexactitudes.  Permettez-moi,  dans  l'intérêt  de  la  vérité 
mathématique^  de  les  relever  en  peu  de  mots. 


1 


—  Wl  — 
Je  reproduis  d'abord  les  pardes  et  les  cakuls  de  raataiir  : 
«  Maintenant  si  l'on  MBinarque  que 

sina= sin  â 

sin2a=  sinâoos  a-f-sinacosa 
sin  3â  =  sin  2a  oosa  +  sin  a  oos2a 

et  €Osa=  .  .  .  Gosa 

cos2ascosacosa — sin^sina 
cos3a  =  ooi2acosa— sinâasina 

OQ  aura  les  équations  snivantes  : 

S=:S.cosa  +  (t+G)sina, 
G=r  (l  +  C)cosa  — Ssina.  »  (p.  519) 
Cette  dernière  oonclosion  est  fausse,  attendu  que  si  l'on 
ajoate  les  équations  ci-dessus ,  la  somme  des  premiers  mem^ 
bres  ne  sera  pas  égale  à  la  quantité  multipliée  par  sina  ou 
par  cosa  dans  la  somme  des  seconds  membres.  Dira*t-on , 
conformément  à  la  métaphysigue  introduite  dans  certains 
livres,  un  terme  de  plus  ou  de  moins  ne  fait  rien  à  rafihîre, 
c'est-à-dire  à  la  somme?  Cette  manière  de  raisonner  est 
commode,  elle  abrège  les  discussions;  malheureusement^ 
appliquée  à  la  série  infinie  1  -f  ^  +  ^+S +••  •  j  ^Ue  donne , 
pour  somme  de  cette  série ,  la  quantité  ^  ^  ! 

Mais  d'abord  qu'appelle-t-on  somme  d'une  série  infinie. 
C'est  probablement  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme , 
Sn  d^  n  premiers  termes  de  cette  série  y  lorsque  le  nombre  en- 
tier n  augmente  indéfiniment.  Si  donc  il  arrive  que  S^  aug- 
mente au  delà  de  toute  grandeur,  ou  que  cette  quantité, 
repassant  périodiquement  par  les  mêmes  valeurs,  n'ait  pas 
de  limite  déterminée ,  la  recherche  que  l'on  se  proposait  n'a 
plus  d'objet. 


I 


,  r==  0,  s^O  ,  sont  les  équations  des  côtés ,  Vè 
quatjoii  de  la  ctmiqae  peut  se  mettre  sous  la  forme  j^f  =lrt. 

Chacune  de  ces  dé  mous  tra  lions  (|e  parle  de  eelles  où  j'ii 
employé  le  calcul  :  les  autres  peuvent  être  combattues)  m 
rapporte  à  un  système  d'axes  déterminés ,  et  peut  élre  gè^ 
ralisêe  par  une  transformation  de  coordonnées.  Ces  déinoas- 
tratiQos  sont  rigoureuses  et  complètes  pour  t'objet  que  j'arab 
ea  Yue.  les  courbes  du  second  dtgré.  Rien  n'empéclie  de 
démontrer  les  mêmes  propriétés  sans  le  secours  des  données 
sQT  lesquelles  je  me  suis  appuyé ,  et  ta  discussioii  n'est  ni 
très-longue,  m  dilBcile.  tant  s'en  faut. 

Du  reste ,  dans  les  limites  où  je  me  suis  renfermé,  je  puis 
décliner  lobligation  que  Tous  m'imposez  «  de  traiter  les 
courbes  de  degré  supérieur ,  cependaut  si  vous  et  vos  lec- 
teurs y  Y  trouvez  de  riotérét ,  Je  vous  donnerai  les  courbe» 
du  troisième  degré. 

Sur  la  page  465. 

Vous  vous  étonnez  de  ce  que  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques ,  n'ait  pas  trouvé*  place  dans  renseignement  clas- 
sique, vous  en  savez  la  raison  et  moi  aussi.  Toutefois  pour 
ma  part  je  n'accepte  pas  ce  reproche  ,  parce  que  je  ne  le 
mérite  pas.  Pour  en  être  convaincu ,  on  n'a.  qu'à  ouvrir  ma 
Géométrie  élémentaire  y  3®  édition,  p.  113,  prop.  15,  Coroll', 
p.  121,  remarque  3,  p.  2i0,  remarque,  p.  290,  remarque. 
Il  me  semble  que  j'en  ai  dit  là,  suffisamment  quant  à  la 
Géométrie  élémentaire^  et  j'enseigne  to%U  ce  qui  y  est  dit.  J'a- 
joute que  la  Géométrie  analytique  me  fournit  Toccasion  de 
compléter  cela. 

Réponse  de  M.   Terquem. 

Note.  Je  n'ai  jamais  prétendu  que  par  une  transformation 
de  coordonnées ,  on  ne  puisse  généraliser  la  démonstration , 
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et  la  randre  tout  à  fait  rigoureDse  ;  mais  j'ai  dit  que  ce$  trois 
fbnnatioiis  amènent  de  noavelles  constantes  qui,  se  joignant 
aux  constantes  arbitraires,  exigent  denoaveUes  distinctions* 
de  noavelles  discussions  ;  de  sorte  que  si  Ton  tient  à  la  ri- 
gueur, il  n'y  a  plus  de  brièveté ,  et  si  Ton  tient  à  la  brièveté 
il  n'y  a  plus  de  rigueur.  Quant  au  cas  particulier  des  tan* 
gentes ,  je  n'ai  jamais  mis  en  doute  la  légitimité  des  résultats 
ni  les  moyens  employés  pour  les  obtenir ,  mais  ce  genre  de 
raisonnonents  est-il  d'une  application  générale?  J'avoue  que 
je  n'en  ai  nulle  conviction ,  je  m'explique. 

Soient  I,,  I,,  I,,...  1^9  m  fonctions  déânies  chacune  par 
l'équation  I,  =  dpy  +  CpX+fp  j  dp^e^^fp  sont  des  con- 
stantes données ,  et  soit  T  le  produit  de  toutes  ces  fonctions. 
Oiacune  de  ces  fonctions  égalée  à  zéro  représente  une  droite, 

le  système  de  ces  droites  donne  — ^— — •  points  d'intersec- 
tien.  Écrivons  l'équation 

T  T  T 

fl,-+a^-+...a^-  =0}  (1) 

^>9  ^s9  a,,...  ^xm  sont  m  constantes  arbitraires  ;  cette  équa- 
tion représente  une  ligne  du  degré  m — 1  et  passant  par 

les  — —- — -  points  d'intersection. ,  Il  est  facile  de  con* 

struire  la  tangente  à  la  courbe  à  un  de  ces  points  d'intersec- 
tion ;  p  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  qui 
passe  par  l'intersection  de  I,  et  de  I,,  on  a  : 

ce  que  l'on  obtient  en  preâsintla  dérivée  de  l'équation  (1); 
on  peut  conclure  d'autres  propriétés  communes  à  toutes  ces 
courbes ,  et  analogues  à  celle  que  M.  Cayley  vient  d'indiquer 
au  moyen  de  la  même  méthode ,  pour  les  lignes  du  troisième 
ordre  (Journal  de  Liouville,  août  1844,  p.  283)  ;  mais  toute 
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ï%iic  du  degré  m — 1 ,  peut-elle  élre  mise  sous  la  forme  (!) 
à  Vaîde  des  m  eonslanics  arbilrâires?  G*esl  là  ce  qu'il  faudrait 
démontrer,  nous  rerîeiidroiis  là -dessus  à  tinc  autre  oeca- 


COMPOSITION  BE  MATHÉMATIQUE, 
Proposée  au^  candidats  à  l'École  normale  (1844). 

1**  Exposer  les  règles  qui  servent  à  déterminer  les  limites 
supérieures  des  raciues  positives  d'une  équalioD  titimérique. 

Lorsque  Ton  donne  à  Tinconnue  x  des  valeurs  croissantes 
d^une  manière  continae^  à  partir  des  diverses  timitcs  que 
ces  règles  assigneotrle  premier  membre  prend-jï  des  va- 
leurs continuellement  croissantes? 

U""  AT  et  AS  sont  deux  droites  qui  touchent  unesecljoa 
conique  quelconque  POQ  aux  points  B  et  G  ;  on  mène  une 
troisième  tangente  quelconque  DE ,  et  par  les  points  D  et  E 
où  elle  rencontre  les  deux  premières,  on  trace  des  parallèles 
à  ces  mêmes  tangentes.  On  propose  :  l""  de  déterminer  le  lieu 
géométrique  des  points  d'intersection  M  ^  de  ces  parallèles; 
2°  de  reconnaître  que  l'angle  EFD ,  sous  lequel  on  voit  de 
Tun  des  foyers  F  de  la  section  conique  POQ ,  la  tangente 
mobile  £D ,  conserve  une  valeur  constante  dans  toutes  les 
positions  de  cette  tangente  ;  S"*  on  examinera  le  cas  particu- 
lier où  la  section  conique  POQ  est  une  parabole ,  et  on  fera 
voir  que  dans  ce  cas,  les  segments  interceptés  sur  les  portions 
AB,  AC,  des  tangentes  Gxes  par  la  tangente  mobile  ED, 
sont  réciproquement  proportionnels. 
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THÉORÈMES 

DE. DESCARTES,  DE  ROLLE,  DE  BUDÀN  ET  FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduite  d^un  seul  principe. 
(Fin,  voir  page  555.) 


26.  M.  Gaass  est  le  premier  qaiait  démontré  qu'on  peat  de 
l'origine  comme  centre  décrire  un  cercle  de  rayOn  fini  sur 
lequel  on  a  £=2/i  ;  /i  étant  le  degré  de  réquation/(z)=:0; 
par  conséquent,  il  existe  toujours  dans  l'intérieur  de  ce  cercle 
«  points-radncs ,  en  d'autres  termes  l'équation  y  (z)  =  0  a 
toujours  n  racines.  La  démonstration  de  M.  Gauss  suppose 
que  les  coefficients  sont  réels  ^  mais  elle  subsiste  encore,  lors- 
qu'ils ont  la  forme  imaginaire  ;  alors  sans  rien  changer  aux 
raisonnements,  il  faut  substituer  aux  coefficients  leurs  mo- 
dules ;  c'est  ce  qu'ont  fait  MM.  Sturm  et  Liouville  ;  sauf 
cette  légère  modification,  la  démonstration  de  ces  savants 
est  complètement  identique  à  celle  de  l'illustre  analyste  :  s'ils 
ne  l'ont  pas  cité,  c'est  que,  comme  nous  l'avons  dit,  la  dis- 
sertation latine  est  devenue  extrêmement  rare,  même  en 
Allemagne.  Nous  allons  rapporter  cette  démonstration  modi- 
fiée et  précédée  de  quelques  éclaircissements. 

27.  ProblAme.  Soit  la  suite 

P=:r"'C0S(p  +  A,r"*"'C0S<p,-}-A«''"*'"'C^?»4"-— +A«»COSy»; 

m  et  n  nombres  entiers  positifs;  A.,A.....Aw  sont  des  nombres 
essentiellement  positifs,-  r>l;co8>>-ou  =  -,  quelle 
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"tûkur  faut- il  donner  à   r»   pour  qui!  le  pretnier  terme 

ilevienne  plas  grand  qup  la  somme  de  kios  les  termes  sui- 

«inis? 

Solution,  On  veut  avoir 

r"  cos ^  A, r"- ^  cas y,+  . .. .  Am cos  f„  j 
cos  ç, ,  cos  ?,  ctc, ,  étant  des  fractions ,  et  r  >1 ,  on  salisfen 
à  fortiori  à  celte  inégalité  ^  si  l'on  pose  i  * 

F^mBf>r'^^'  (A,+  A,+  ..,.  A„), 

ottr€OS^>  A,  +  A,+  ,...A„, 

K 


SoitA,  +  A,4- — A|„^K;  on  aura  donc  r  > — -^  m 
bien  r>K\/2îSiK>  -r-,  alors  cette  inégalilé  eotraloe 

celle-ci  r>  1  ;  si  K  <— -  ,  alors  de  V inégalité  r >  1  on 

déduit  r>  K\/^  ;  ainsi  il  suffit  de  faire  t  plus  grand  qne 

Tun  des  deoi  nombres  1  et  K  \/2. 

CoroUaire  1 .  Ainsi,  on  peut  toujours  donner  à  r  une  tcUc 
valeur,  qae  le  signe  de  P  soii  le  môme  que  celui  do  premier 
terme. 

Corollaire  2.  On  parvient  aux  mêmes  conclasions  en  rem- 
plaçant partout  les  cosinus  par  des  sinus, 

28.  PiioBii:ME.  Quels  sont  les  arcs  qui  satisfont  aux  inéga- 

1  1 

lilés  cos'  «p  >  -  et  sin'  ? >  -? 

Solution.  Les  arcs  compris  entre 


7r.         Tz      St:         5?: 


satisfont  à  Vinégalilé  cos'  <?  >  -. 


El  les  arcs  compris  entre 

4 


7r         3::      57:         7t. 


♦  ' 


—  CTd- 
satisfoDtàrin^alitésin'f  >-,  et  l'on  peat  augmenta  cha- 
can  de  ces  arcs  de  ic  ;  car 

cos*  (^4"^)  =  cos'  a  ;  sin*  (a+'c)  =  sin*  a. 
29.  Étaot  donnée  Véquation 

décrire  s'il  est  possible,  de  l'origine  comme  centre,  an  oerde 
qui  renferme  tous  les  poinU^acines? 
Solution.  On  peut  toujours  supposer  le  coeflBcient 

-^1»  =  Pp  (cos  op  +  sin  op  y^X 
p  étant  essentiellement  positif;  si  A^  est  réel  alors  op  a  0; 
faisons 

z:=  x+jr[/^i  ;r=  r(cos«ï>  +  sin«p  V^— l)  i 

subsUtnant  dans  l'équation  /z=0,  et  égalant  à  part  les  ex- 
pressicms  réelles  et  les  imaginaires,  on  a  : 

P=/(j:,^)==r*cos/i<p+p,r*^cos[(/î— !)?+«,]  + 

+  p.r'^cos[(7i— 2)<p+a.]  +  etc., 

Q=F(j:,j^)=r'*sm/iç  +  p,/^-sin[(«-l)y+aJ]  + 

+pV'-*cos[(/i-<2)y-f«']+etc., 
faisant 

Le  cercle  décrit  d'un  rayon  plus  grand  que  l'un  des  deux 
nombres  1  et  K  i/i  satisfait  au  problème.  En  effet ,  mar- 
quons sur  la  circonférence  les  4/i  points  M,,  M, ,  M,.../ 
M8n— 1  pour  lesquels  on  a  successivement  : 

/i(p=-,    ntfz=—^    n5>=— .,../î(p=8/i— 1  .-; 
Tous  ces   points  sont    différents,    et   l'on   a   toujours 
8in'n(p  =  cos*fitp=-;  par  conséquent  (ProW.  28)',  en  ces 


points  P  vi  Q  ODt  même  signe  que  leur»  premiers  tenoB, 

donc  --  a  m^oie  sigoe  que  min^  ;  en  M, ,  ce  signe  est +  i  en 

M,  ce  signe  esl  —  1  i  en  ÎW*,  îl  c»t  +  i,  et  ainsi  de  suite, 

et  en  Mi»^  i  il  sera  +.  Lorsque  sin>  <  -,  alors  cos'^y  >-^ 

donc ,  une  an  moins  ûes  fondions  est  toujours  de  mêoie 

signe  que  son  premier  terme  ^  or,  de  M,  à  M^,  de  Mj  à  M,j 

de  M,  à  M,,,  fie,  Q  csl  de  même  signe  que  son  premier 

terme    et  ne  peut  devenir    nul,    et,    par    conséquent, 

p 

-  ne  peut  devenir  infini  que  dans  les  intervalles  de  M^k^^ 

P 

de  Mj  à  Mg,  de  Mm-i  à  M.  ;  ainsi  —  devient  ^n  foi§  lofimeTi 

passant  de  —  en+  ;  c'esl-à-dire  l'excès  est  égal  à  2n  ;  ainsi , 
comme  dans  le  Ihéorème  de  IVK  Cauchy,  il  y  a  donc  n  poinls- 
racines  dan»  rintéricur  de  la  circonférence  j  en  d^autrcs 
termes  l'équation  /^s)  =  Ô  a  toujours  n  racines;  ce  qu'il  fal- 
lait démontrer.  Tm. 


DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  D'UN  THÉORÈME  DE  NEWTON. 
Sur  un  rapport  entre  des  quantités  différentielles,  (V.  p.  506.) 


Théorème.  Si  l'on  prend  un  point  E  sur  le  côté  BC  d'un 
triangle  rectiligne  ARC,  et  qu'on  mène  par  ce  point  la  trans- 
versale EFG ,  infiniment  rapproché  de  EC  et  coupant  AB  en 

17    t  Ar       r  v        r       ^^      EB.aB 

F  et  AC  en  G ,  on  a  1  équation  -— =  ^^    .  ^ 

uG      EC.  AC 

Démonstration,  La  propriété  connue  de  la  transversale 
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BF      EB   AF 
donne  ^7^  =  «7;  •  777  ;  or  BF  et  CG  étant  infiniment  peUts , 

AG     AB   ^ 

Corollaire.  Lorsque  le  point  £  s'éloigne  à  l'infini ,  on  a 
EB  =  EC  et;;77  3= -tt;;  proposîHon  vraie  lors  même  qae 
BF  et  CG  sont  des  quantités  finies. 

Observation.  On  démontre  en  géométrie  que  la  parallèle  à 
on  côté  d'un  triangle  coupe  les  deux  autres  oôtés  proportion- 
nellanent  ;  quelque  rapprochée  que  soit  cette  parallèle  du 
sommet,  les  deux  segments  infiniment  petits,  partant  de  ce 
sommet ,  ont  toujours  pour  rapport  fini  celui  des  côtés;  il  en 
est  de  même  lorsque  la  parallèle  s'éloigne  à  l'infini  du  som- 
met. C'est  ici  l'occasion  de  donner  aux  élèves  une  première 
notion  de  la  théorie  différentielle  qui  ne  consiste  qu'à  trouver 
les  rapports  finis  entre  des  quantités  infiniment  petites  on 
infiniment  grandes.  Il  y  a  près  d'un  siècle  qu'un  géomètre 
français  bien  connu  faisait  voir  combien  il  serait  important 
d'introduire  le  calcul  différentiel ,  d'une  facilité  si  vulgaire , 
dans  l'enseignement  élémentaire  ;  mais  comme  cette  intro- 
duction faciliterait  et  abrégerait  beaucoup  la  science,  l'ap- 
pauvrirait de  phrases  et  l'enrichirait  de  faits,  il  est  à  croire 
que  la  proposition  de  ce  géomètre,  récemment  renouvelée 
par  feu  M.  deCoriolis,  restera  encore  longtemps  parmi  les 
fia  desideria.  Pourquoi?  C'est  ce  que  je  me  garderai  bien  de 
dire.  Le  géomètre  bien  connu  avait  nom  Jean  Lerond  d'A^ 
lembert. 

On  devrait  aussi  ajouter  quelques  notions  de  Dynamique 
aux  théories  de  la  statique.  Euler  a  déjà  remarqué  que  l'en- 
seignement isolé  de  cette  science  propage  une  foule  d'erreurs. 
L'introduction  de  la  doctrine  si  séduisante  des  couples  a  encore 


augmenté  cette  source  d'idées  fausses  €hez  les  élèv^  qu 
n'entreot  pas  à  TËcole  polytechnique.  DaDstemoliprochâÎQ 
nous  donneroos  quelques  considérations  nullement  neuves 
et  pourtant  utiles  sur  les  unités  eti  mécanique.         Tm. 


NOTE 
SUR  LA  RECHERCHE  ÉLÈ^NTAIRE  DU  NOMBRE  if* 

aiteifln  élève  «]lâ  TÉcolo  potjf technique. 


V 
Les  méUiodes  élémeulaires  |K>ur  le  ^leiil  du  nomlire  ^ 

sont  au  nombre  de  quatre  :  deux  directes  el  deux  indirectes  ; 
deux  fondées  sur  la  formule  €  =  2iTBf  ne  faisant  dépendre 
n  que  de  la  notion  des  loagoeurs  ;  deux  fondées  sur  la  for- 
mule S  =  îrR%  faisant  dépendre  ir  de  la  notion  des  surfaces , 
ce  qui  est  moins  conforme  à  sa  définition  habitudle. 

La  première  (méthode  directe  fondée  sur  la  f<N*muIe 
C  =  27rR),  dont  Archimède  est  le  premier  auteur,  consiste  à 
chercher  la  longueur  d'une  circonférence  d*un  diamètre 
connu ,  spécialement  d'un  diamètre  1 ,  comme  limite  com- 
mune des  périmètres  réguliers  inscrits  et  circonscrits,  dont 
on  double  continuellement  le  nombre  des  côtés. 

La  seconde  (méthode  directe  fondée  sur  la  formule 
S  =  'iiR'),  introduite  par  Jacques  Gregory,  géomètre  anglais, 
consiste  à  chercher  la  surface  d'un  cercle  de  rayon  connu, 
spécialement  de  rayon  1 ,  comme  limite  commune  des  poly- 
gones réguliers  inscrits  et  circonscrits,  dont  on  double conli- 
Duellement  le  nombre  des  côtés. 

La  troisième  (méthode  indirecte  fondée  sur  la  formule 
fl  — ;>7tR),  dont  Schwab  est  le  premier  auteur,   consiste  à 
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diercher  te  rayon  d'nne  circonférence  de  longueur  connue , 
eonune  limite  commune  des  rayons  et  des  apothèmes ,  d'un 
périfliàire  régulier  de  longueur  constante ,  dont  on  double 
continuellement  le  nombre  des  côtés. 

La  quatrième  (méthode  indirecte  fondée  sur  la  formule 
S=7rR^,  et  dont  je  ne  trouve  de  trace  que  dans  Legendre 
(liv.  IV,  prop.  XVI),  consiste  à  chercher  te  rayon  d'un  cerde 
de  surface  connue ,  comme  limite  commune  des  rayons  et 
des  apothèmes  d'un  polygone  régulier  de  surface  constante , 
dont  on  double  continuellement  te  nombre  des  côtés. 

Sans  exposer  ici  ces  méthodes^  et  sans  discuter  leur  supé- 
riorité relative ,  ce  qui  serait  assez  épineux ,  yu  les  exigences 
contraires  du  point  de  vue  géométrique  et  de  la  pratique  du 
calcul,  nous  renverrons ,  pour  la  première,  aux  Éléments  de 
géométrie  de  M.  Uonnet ,  où  die  nous  a  paru  d'une  exposi> 
tion  plus  élégante  et  plus  heureuse  que  partout  ailleurs  ; 
pour  la  seconde  et  la  quatrième ,  à  la  Géométrie  de  Legendre  i 
pour  la  troisième ,  à  celle  de  M.  Vincent. 

II.  M.  Vincent  tire  de  la  méthode  de  Schvirab  cet  élégant 
théorème  :  a  Une  suite  de  nombres  comm^ençant  par  Oeti  ^  et 
dont  les  smvanU  sont  altemativemmt  ^  à  partir  du  troisième 
induawement^  moyens  différentiels  ^  moyens  proportionnels 
enire  ks  deux  qui  les  précédent  immédiatement,  converge  vers 

2 
la  «ofeur  (fe  -  ;  »  et  le  but  de  cette  note  est  de  montrer  que  ce 

n 

théorème  résulteégalement  des  deux  premières  méthodes  O. 
1"*  M.  Uonnet  désignant  par/i  et  P  deux  périmètres  régu- 
liers semblables  inscrits  et  drconscrits,  par  y  et  F  ceux 
d'un  nombre   double  de  côtés,   parvient  aux  formules 

P'=:      ^^   ;  p'=\/Vp.  Mais  si  au  calcul  des  périmètres 

C)  L'énoncé  dt  ce  théorème  appartient  ausii  à  Schwab.  Tm. 


iucceisifs  Ofi  substitue  celui  des  uoiulires  rét:ipruque9 ,  mi 

-+-  — 

trcMi?e  T  nr=  — ^ i  3  =  Y /  "S^r    -^  Cest-àniiteqnem 

nombres  se  succèdent  alterualîvemeDt,  moyens  dîflereiitkts 
et  moyens  proporlionuels  entre  les  deux  qui  précèdent.  — 
Pren^Dl  alors  pour  premier  polygone  le  quarré  circonscrit  de 

e6té  '  ,  on  a  t  P  =  2,  p  ^V/â,  et  pour  la  série  des  nom- 

*        *       l/i+i     , 
bres  réciproques  ;  -,  — r,   - — — ^  j  ctc»....  ou  bieo»  pre- 

tiaQt  pour  premiers  termes  0  et  1 ,  ce  qui  ne  change  rien 
à  la  loi*  puisque  -  est  moyenne  différentielle  entre  O  cl  1, 

el-^  moyenne  proportionnelle  entre  I  el^-t 
0   1    1    -L     ^â+^    etc 

t 

d'où  le  théorème  de  M.  Vincent. 


j 


2°  Legendre  désignant  par  A  et  B  la  surface  de  deux  po^ 
lygones  réguliers  semblables  inscrit  et  circonscrit ,  par  A'  et 
B'  celles  des  polygones  d'un  nombre  double  de  côtés,  par- 
vient aux  formules  A'  =  V/a  .  B  j  B'==  .  Mais  si  au 

A  -j—  A. 

calcul  des  surfaces  on  substitue  celui  des  nombres  récipro 

_                    i  +  1 
1       \  /l    1             1        B  ^  A'    , 
ques,  on  trouve     ^'^  V    Â*B    ^^    ff  "" 2 ' 

à-dire  que  ces  nombres  se  succèdent  alternativement,  moyens 
proportionnels  et  moyens  différentiels ,  entre  les  deux  qui 
précèdent.  Prenant  alors  pour  premier  polygone  le  quarré 
inscrit  de  côté  1 ,  on  a  :  A  =  1 ,  B  =r  2 ,  et  pour  la  série  des 
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nombres  réciproques  !  1, -,  — =,     ■  ,    elc..,..     ou 

l»en  ,  prenant  pour  premier  terme  0,  ce  qui  ne  change 
point  la  loi^  puisque  -  est  moyenne  différentielle  entre  0  et  1  : 

0    1     1    J-     ^+^     etc 

d'où  le  théorème  de  M.  Vincent. 

Quant  à  la  quatrième  méthode  y  en  désignant  par  R  et  r  le 
rayon  et  Fapothème  d'un  polygone  régulier,  par  R'  et  W  ceux 
du  polygone  régulier  de  même  surface ,  mais  d'un  nombre 
double  de  côtés,  on  a,  suivant  Legendre,  les  formules  : 

R'  =  y/ÎTr,    ifz=\/r  -i^  qui ,  en  parUnt  de  R  =  l 

et  r  =  — -z.  rayon  et  apothème  du  quarré  de  surface  égale 
V/2 


de  y/?,  d'où 


à  2,  permet  d'approcher  indéfiniment  de  \  /  -,  d'où  l'on 

peut  tirer  un  théorème  analogue  à  celui  de  M.  Vincent,  mais 
fondée  sur  une  série  dont  la  marche  est  moins  régulière  et 
le  point  de  départ  moins  caractérisé ,  par  l'impossibilité  d'y 
introduire  le  terme  zéro. 

2AB 
NoU,  On  dédoit  de  B^=  cette  autre    formule 

2BA' 
B'=  ,  que  Saurin  a  démontré  directement  (Mémoires 

de  P Académie,  1723,  p.  10);  elle  donne  cet  énoncé  élégant 
et  mnémonique  :  A'  est  une  moyenne  géométrique  entre  B 
et  A,  et  B'  une  moyenne  harmonique  entre  B  et  A'  ;  il  serait 
intéressant,  mais  très-difficile,  de  trouver  la  limite  de  la  série 
de  Schwab  par  un  moyen  direct ,  purement  analytique. 

Tm. 


NOTE  SUR  LE  RAPPORT  D'AECHIMEDE. 


l^ 


1*  I^ous  croyons  qu'il  y  a  qudque  uUlîlé  à  faire*  conniîl! 
aux  élèves  studieux  la  manière  dont  lill astre Syracusaim  i^t 
l>arveuu  à  ee  rapport.  Nous  faisons  usage  des  notatioDs  mo- 
dernes en  ootiser?ant  la  méUiode  d'ArcUimède;  car,  en  toute 
chûsejldée  est  le  point  important,  le  signe  est  un  accessoire 
d'une  importance  secondaire.  Mais  nulle  part  radoralion 
des  signes ,  la  seméiolatrie  n'est  portée  si  loin  que  dans  la 
science  mathématique.  Tel  géomètre  admettra  votre  dé- 
luoustratioD  si  vous  désignez  une  certaine  idée  par  les  sept 
lettres  rapport^  et  il  la  repoussera  si  vous  vous  aviser  de 
représenter  la  même  idée  par  les  cinq  lettres  sinus*  Si  les 
Euelide],  les  Archiraède,les  Apollonius  revenaient,  ils  ri- 
raient de  nos  superstitions ,  adopteraient  nos  systèmes  de 
notation ,  se  mettraient  au  courant  de  nos^  progrès  ei  se 
placeraient  encore  au  premier  rang. 

2.  Sept  ouvrages  d'Archimède  sont  restés.  Le  second  porte 
pour  suscription  KuxXou  {xlxpTjdKj,  Mesure  du  cercle.  11  ne  con- 
tient qu'un  livre  et  trois  théorèmes. 

1"  Théorème. 

Uaire  d'un  cercle  quelconque  est  équivalent  à  Taire  d'un 
triangle  rectangle  dont  un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  égal 
au  rayon  du  cercle  et  dont  l'autre  côté  de  l'angle  droit  est 
égal  à  la  circonférence  du  cercle. 

Démonstration.  L'aire  du  cercle  n'est  pas  plus  grande  que 
celle  du  triangle  rectangle. 
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Si  l'aire  du  cercle  était  pins  grande,  wit  If  la  différence 
entre  les  deux  aires.  Inscrivons  dans  le  cerde  an  polygone 
régulier  tel  que  la  différence  entre  son  aire  et  celle  du  cercle 
soit  moindre  que  D';  ce  qui  est  toujours  possible.  L'aire  du 
polygone  est  donc  supérieure  à  l'aire  du  triangle,  c'est-à-dire, 
le  périmètre  du  polygone,  multiplié  par  son  demi-apothème , 
serait  plus  grand  que  la  circonférence  multipliée  par  la  moi- 
tié du  rayon ,  ce  qui  est  impossible;  donc  Vaire  du  cercle  ne 
saurait  être  plus  grande  que  celle  du  triangle  rectangle. 

Si  l'aire  du  cercle  était  moindre,  soit  D'ia  différence; cir- 
conscrivons un  polygone  régulier  tel  que  la  différence  entre 
son  aire  et  celle  du  cercle  soit  moindre  que  D*  ;  ce  qui  est 
toujours  possible  ;  l'aire  du  polygone  est  donc  plus  petite  que 
ceDedu  triangle;  c'est-à-dire,  que  le  périmètre  du  polygone, 
circonscrit,  multiplié  parla  moitié  du  rayon,  est  plus  petit 
que  la  circonférence  par  la  moitié  du  rayon;  ce  qui  est  im- 
possible,  donc  ces  deux  hypothèses  étant  exclues,  le  théorème 
est  démontré. 

Observation,  Eudide  dénHmtre  (lib.  X,  Prop.  1)  qae  si, 
d'une  quantité,  on  retranche  plus  que  la  moitié  et  ensuite 
on  retranche  encore  du  reste  plus  que  la  moitié  de  ce  reste, 
et  ainsi  de  suite,  on  peut  parvenir  à  un  reste  plus  petit  qu'une 
quantité  donnée  ;  on  établit  aussi  facilement  cette  seconde  pro- 
position qu'on  ne  rencontre  ni  dans  Enclide ,  ni  dans  Arohî- 
mède  :  La  différence  entre  Taire  du  cercle  et  celle  d'un  poly- 
gone régulier  inscrit  est  plus  grande  que  le  double  de  la 
différence  entre  Faire  du  cercle  et  celle  d'un  polygone  ré- 
gulier ioscril  d'un  nombre  double  de  côtés.  Au  moyen  de  ces 
deux  propositions,  il  devient  évident  qu!(m  peut  inscrire 
dans  un  cercle  un  polygone  régulier  dont  l'aire  diffère  de 
celle  du  cercle ,  d'une  quantité  moindre  qu'une  quantité 
donnée.  Archimède  énonce  cette  proposition  comme  généra- 
l^emcnt  connue. 


THÉoniHE  IL 

L^atr^  du  cercle  est  au  carré  du  diamètre  comme  U  ni 
à  14. 

Démùmtration.  C'est  une  conséquence  du  théorème  préçé-  |i 
dent  et  du  suivant. 

Obsenmiion.  Il  semble  que  ce  tMarèoie  devrait  être  placé 
après  le  suivant,  elt  contre  son  habitude»  Ârchtmède 
étionce  comme  un  rapport  absolu ,  une  simple  approii- 
matiOD. 

Tbëoréke  IIL 

Une  ctrconféreuce  de  cercle  est  égale  à  trois  fois  soadii- 
mètre^  plus  une  partie  moindre  qu'un  septième  du  dii- 
mètre,  et  plus  grande  que  dix  soixante  et  onzièmes  du  dia* 
mètre. 

t)émonsiraiîon.  V*  Partie-  La  circonférence  est  plut 
petite  que  trois  fois  le  diamètre  plus  un  septième  du  dia- 
mètre. 

Soit  le  triangle  ECF  rectangle  en  C ,  et  ayant  l'angle  FEC 

égal  au  --  de  quatre  angles  droits;  menons  F  la  droite  £G 

1  Ji 

bissectrice  de  l'angle  F£C  ;  2°  la  droite  EH  bissectrice  de 
l'angle  GEC;  3°  la  droite  EK,  bissectrice  de  l'angle  HEC; 
4<»  la  droite  EL ,  bissectrice  de  l'angle  KEC  j  de  sorte  qoe 
l'angle 

GEC  =  |,HEC  =  g,KEC=g;LEC=^^; 
faisons  FE  =  306  ;  alors  FC  =  153. 

FÈ'==  93636  ;  FC'=  23409  ;  donc  ËC*=  70227  ^  EC  >  265; 

EC         265  ^^   . 

p^  >  --  ;  la  bissectrice  GE  donne  ; 

Lêt  153 

FE  +  EC_EC       571 
FC      '"GC'^ibS' 


-  689  — 
de  là ,  on  déduit  : 

lcVGC'_Eg      326041     EG       591^ 
G?  GC        23409  '  GC  ^  153  ' 

On  oonnatt  donc  les  trois  côtés  du  triangle  rectangle  GGE  ; 
et  GH  étant  une  bissectrice  de  Fangle  GEK,  on  en  déduit ,  en 
faivant  la  même  marche  que  ci-dessus  : 

EG1162;-    HE       1172  i 
CH^    153    '  HC-^    153 
et  passant  aux  deux  autres  bissectrices  : 

EC       2334^    KE       2339 f    EC        46731 
KC-^    153    '  KC^    153  '  LC  ^     153    ' 
Si  du  point  E  comme  centre  et  du  rayon  EC ,  on  décrit 
une  circonférence,  2EGestle  diamètre  de  cette  circonférence 
et  aXi  est  le  côté  d'un  polygone  régulier  de  96  côtés  circon- 
scrit à  ce  cercle. 

96.2LC       96.153  _  14688  _  29376  _         1     9345 
2EC    ^  4673-;  ""4673^""  9347  ""    "*"?     9347' 
donc ,  à  fortiori ,   la  circonférence  divisée  par  le  diamètre 

est  moindre  que  3  -  . 

7 

2*  Partie.  La  circonférence  est  plus  grande  que  trois  fois 
le  diamètre  plus  ---  du  diamètre. 

Soit  AC  le  diamètre  d'une  demî-circonférence ,  et  GBA  un 

4a 
triangle  inscrit ,  ayant  l'angle  BAC  =  -^ ,  menez  les  quatre 

M.d6 

cordes  bissectrices  successives  AG ,  AH ,  AK ,  AL  ;  AG  bis- 
sectrice de  BAC  ;  AH  bissectrice  de  GAC  ;  AK  bissectrice  de 
HAG  ;  en6n  AL  bissectrice  de  KAG. 
Prenons  AG=  1560  ;   alors  BG  =  780  et  AB  =  1351 

moms  une  fraction  ;  donc  .=^7=  < . 

BL        780 

Soit  F  le  point  où  la  bissectrice  AG  coupe  la  corde  BC  j 


_        _  '^    GC 

Âg'+GC;'  _^^  9082321     AC        3013^ 

eo  opértot  de  ta  môme  manière  sur  las  quatre  triangles 
AGC  j  AHCj  ARC,  ALG,  on  trouve  successivemeot  : 
AC      I838i^   AC      lOOBj  ÂC      20J7J  CL         66 

CH^^4Ô~'CK^  66  'CL  ^  66  '  ^°*^  40-^2017^' 
or,  la  corde  LCesl  le  côté  du  polygone  replier  iuscrit  d€9€ 
exilés  ;  el 


96.  CL       63  36 


AC 


1137 
8071 


=^tO. 


^01 7i 
1137 


35344  _     1137 

8069   "^^  8071 


80710"     ^^   70+r,^y 


donc  le  périmètre  du  polygoDc  de  96  eûtes  divisé  par  le  dia- 
mètre ,  el  a  fortiori  la  circoarcri^ncc  divibée  par  le  diamètre, 

donne  un  rapport  plus  grand  que  3-^.  C.  Q.  F.  D. 

71 

Observation  l^e.  Archimède  se  contente  de  donner  les  ré- 
sultats ,  mais  n'effectue  pas  les  calculs;  ce  qui  est  à  regret- 
ter. Dans  les  extractions  des  racines,  il  prend  pour  approxi- 
mation le  reste  divisé  par  le  double  de  la  racine,  comme  ont 
fait  aussi  les  Arabes.  On  sait  que  les  approximations  déci- 
males ne  datent  que  du  17^  siècle.  Il  est  certain  que  ce  genre 
d'approximation  n'aurait  pas  échappé  au  génie  de  FanteDr 
de  Vjirènaire  {V.  t.  I,  515),  si  les  anciens  avaient  eu  la 
moindre  notion  de  notre  procédé  graphique  de  numération. 
11  serait  instructif  de  savoir  co  qui  a  déterminé  Archimède 
à  adopter  pour  nombre  arbitraire  dans  la  première  partie 
:}06=2.3M7  ;  et  dans  la  seconde  partie,  1560=  2».3.5.13  : 


—  591  — 

il  y  a  élé  probablement  conduit  par  quelques  ingénieuses 
oonsidérations  d'arithmétique. 

Ob$en>aiion  9.  Archimède  a  donc  ramené  la  recherche  du 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  à  ce  problème  :  Con- 
naissant numériquement  deux  côtés  d'un  triangle  rectan^e, 
calculer  les  longueurs  de  la  bissectrice  d'un  angle  aigu  et 
dea  deux  segments  formés  sur  le  côté  opposé  à  cet  angle; 
il  applique  successivement  cette  solution  aux  polygones  ré- 
guliers circonscrits  et  inscrits  de  13,  24,  48,  96  côtés.  De 
nos  jours ,  la  théorie  des  polygones  réguliers  est  un  cas  par- 
ticnlier  de  la  théorie  trigonométriqne  et  forme  double  em- 
ploi dans  les  éléments  de  géométrie ,  ce  qui  n*a  rien  de  sur- 
prenant. Toute  la  science  ne  renferme  peut-être  qu'une 
dizaine  de  propositions,  mais  que  les  auteurs  ont  le  talent  de 
présenter  chacune  vingt  fois  sous  vingt  énoncés  difiërents  y 
ce  qui  donne  plus  d*ampleur  à  la  science  et  aux  livres. 

Observation  3.   Selon  Archimède,  ir  est  compris  entre 

3  ;r:  et  3  — . 
71         70 

Or,  3  --  =  3, 14084  ;  3  —  =  3,14285  ;  comparant  à  la 

première  tranche  durapportdeLudolph  3,14159,  on  voit  que 
la  grande  limite  d'Ardiimède  est  moins  approchée  de  tz  que 
la  petite  limite.  Ainsi ,  pour  un  diamètre  de  497  métrés ,  la 
circonférence  est  comprise  entre  1561  et  1562  mètres  ;  en 
prenant  1561,  l'erreur  n'est  pas  d'un  demi-mètre;  aussi  le 
rapport  d'Archimède  sufBt  dans  les  travaux  industriels ,  et 
serait  une  source  d'erreurs  dans  les  calculs  géodésiques  et 
astronomiques. 

ùbierwUion  4.  Endooe,  dans  son  commentaire  sur  ce  livre 
d'Ardiimède,  dit  qu'Apollonius  a  trouvé  un  rapport  plus  ap- 
proché que  celui  d'Archimède  (voy.  page  474),  et  de  même 
aussi  Glande  Ptolomée  ;  mais ,  observe  Endoce  »  cela  n*ôte 


rien  nu  mérite  d'Archiiiiède  ^  c^r  il  est  le  premier  qui  ait  in* 
diqué  un  rapport  ^  H  ce  qu'il  y  a  d'admirable ,  le  rapporl  le 
plus  simple  et  nécessaire  aux  besoins  de  la  vie^  xpoc  xàc  wi 

Le  rapport  d'Âppolonius  ne  nous  esl  pas  parvenu. 

Celui  de  Ptolémée  esl  3  J4H666  ;  trop  fort  a  partir  de  la 
quatrième  décimale.  Dans  sa  table  das  cordes  [AlmageUi^ 
Hv.  II),  Il  donne  pour  corde  à  Tare  de  aominotes  0.3t',25\ 

c'est*à-dire  •— ^  (^"1"^^)  ^^  diamètre;  rédaisant  elmiil- 

liplianl  par  120,  on  trouve  le  rapport  indiqué,  car  Ptoléméc 
divise  le  diamètre  en  120  parties  égales^  chaque  partie cti 
60  primes,  chaque  prime  en  60  secondes,  etc.,  etc,  Viéte, 
dans  son  célèbre  mémoire  jfà  ^ngtilares  seetianm^  expose  le 
premier  une  suite  de  théorèmes  sur  les  cordes  des  arcs  multi- 
ples ,  d'où  Ton  peut  conclure  les  formules  connues  sur  les 
lignes  trîgonomélriques  des  arcs  multiples  i  appliquant  ces 
théorèmes  aui  polygones  réguliers ,  il  en  conclut  les  limite^i 
suivantes  :  3,1 4t  5926535  et  3,1*15926537. 

{Opéra  Mathematica,   p.  392,  édif.  Schooten,  1646.) 


SOLUTION  DU  PROBLEME  90. 

PAR  M    HENRI  FAURZ  , 

Élève  en  spéciale. 


i'^iFig.  59.)  Les  trois  points  GA.D  sont  jsur  une  droite 
perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  Tangle  A.  Car  les  angles 
DAC,  FAG  étant  égaux,  et  de  plus  la  ligne  PAC  étant  droite, 
GAD  Test  aussi.  Si  Ton  joint  FB,  cette  ligne  est  perpendicu- 
laire à  GAD  ;  or  la  bissectrice  de  Tangle  A  étant  parallèle 
à  FB,  est  aussi  perpendiculaire  à  G  AD. 


sr  AL  est  perpendiculaire  à  GG  comoie  AM  à  BD.  Les 
angles  BAL ,  C6B  étant  égaux ,  les  triangles  GOB ,  AOK 
ayant  d'ailleurs  les  angles  en  O  égaux,  il  doit  en  être  de 
même  des  angles  0B6 ,  et  AKO  ;  donc  ce  dernier  est  droit. 

Même  démonstration  pour  prouver  que  AM  est  perpen- 
diddaire  à  BD. 

a^  AO=::AR.  Les  deux  triangles  GBD ,  ARD  étant  sem- 
idaUes,  on  a  la  proportion 

(1)  BG  :  AR  ::GD:AD. 

Les  triangles  semblables  CGF,  CAO  donnent  aussi 

(2)  PG  ou  BG  :  AO  ::  FC  :  AC, 

mais  au  moyen  des  triangles  semblables  GFA ,  AGD  on  ob- 
tient successivement 

AD  :  AG  ::  AC  :  AF, 


d'où 


ou 


AD  +  AG  :  AD  ::  AC+  AF  :  AC, 


GD:  AD::CF  :  AC. 

Comparant  cette  proportion  aux  précédentes ,  on  en  déduit 
l'égalité  de  AO  et  AR. 

4*  ^  =  j.rQQ'  Joignons  OR.  Le  triangle  AOR  étant 

isocèle ,  il  s'ensuit  que  OR  est  parallèle  à  GD;  donc  on  a  les 
proportions  : 

BD  ou  AM  :  RD  ::  AB  :  AO. 
GO  :  GGou  AL  ::  AR  ou  AO  :  AG, 

multipliant  ces  proportions  membre  à  membre 

AM  .  GO  :  RD .  AL  ::  AB  :  AG, 
d'où  AM  .  GO  .  AC  =  AL  .  AB  .  DR, 

ce  qui  revient  à  l'égalité  ci-dessus. 

Aiiii.mM4th<m  III.  40 


^*'  Tg  ^  AU    Tip-  Jo'RïiODs  EN,  Si  Ton  itiscriml  le 

Ali  AJJ  ,  Ua 
quadrilatère  AKIN  dans  une  circonféreace  (ce  qui  est  pos- 
sible d'après  ce  qae  l'on  a  ru  plus  haut) ,  Tangle  UN]  serait 
égal  à  l'aDgle  KaI  comoie  ayani  même  mesure  i  or  il  est 
auBsi  égal  à  BLA ,  donc  le  quadrilatère  LKNM  esl  ioscrip- 
Uble,  Traçant  la  circonférence,  les  deus  sécantes  AL^  AM, 
issQes  du  même  point  À ,  doonent  le  rapport 

AN  _  AL       AC  ,GO 
âK  ""  AM  ^  AB  .  DR, 

d'ailleurs  on  peut  aussi  le  prouver  de  la  manière  suiTante^ 
an  moyen  des  triangles  semblables  AOE,  GOB  on  a 

AR  :  GB  ::  AO  :  GO, 

ei  de  même  par  les  triangles  semblables  A^R  ^  BRG 
AC  ;  AN  ::  DR  :  AR  =  AO; 

multipliant  ces  deux  proportions  membres  à  membres ,  m 
arrive  à  la  solution 

6°  Les  droites  AIH ,  BD ,  GC  se  coupent  au  même  point. 
Si  je  prou'^e  que  les  six  segments  AO ,  BO ,  BS ,  SC ,  CR ,  RA 
jouissent  de  cette  propriété  que  le  produit  (*) 

AO  .  BS  .  RC  =  BO  .  SC  .  AR, 

les  lignes  AS,  BR ,  DC  se  couperont  au  même  point  d'après 
un  théorème  connu  des  transversales.  Or,  AO  =  AR  ;  donc 
il  faut  prouver  l'exactitude  de  Tégalité 

BO  .  SC  =  BS  .  RC, 

les  triangles  semblables  GOB  ,  AOC  donnent 

GB  ou  AB  ;  AC  ::  BO  :  AO, 

de  même  les  triangles  ARB ,  RCD  donnent 

AB  :  CD  =  AR:RC  =  AO  :  RC  ; 

(•)  La  lettre  S  manque  dans  la  figure. 


nralUpliaiit  ces  deux  proportions  terme  à  terme ,  on  a 

âP  :  AC"  ::  BO  :  RC, 
or  on  a  aussi 

îb':Â?  ::  BS  :  CS. 
donc 

BO:RC  ::  BS  :GS 
et  BO  .  GS  =:RC.  BS. 

Si  Ton  construisait  les  carrés  dans  le  sens  inverse  on  verrait 
que  la  même  propriété  a  encore  iiea. 

Si  l'on  prolonge  AH ,  GF ,  ED ,  ces  (rois  droites  se  coupe- 
ront en  un  même  point.  Car  soit  P  le  point  de  rencontre 
de  GF  avec  £D  ;  joignons  AP  ;  l'angle  PAF  =  G  AU  d'après 
l'égalité  des  triangles  ABC ,  PAF.  De  pins  Ton  voit  que 
AP=BG=SU.  Si,  au  lieu  de  carrés,  on  construisait  sur  les 
trois  côtés  du  triangle  ABC  des  rectangles  semblables,  les 
mêmes  propriétés  subsisteraient  encore. 


CONSTRUCTION  DU  RAYON  DE  COURBURE  DE  L'ELLIPSE 

(  à  démontrer  ). 

VA&  M.   ABX£  THAHSOV. 


On  sait  qne  l'ellipse  est  engendrée  par  le  sommet  T  d'un 
triangle  TAB ,  lorsqu'on  fait  glisser  les  extrémités  de  la  base 
sur  deux  axes  fixes.  Ce  mode  de  description  est  souvent  em- 
l^yé  dans  la  construction  des  épures  ^  mais  alors  on  réduit 
le  triangle  à  sa  ligne  de  base  AB ,  en  plaçant  le  sommet  T  en 
un  point  quelconque  de  cette  ligne. 

Datis  tous  les  cas ,  on  sait  que  si  on  élève  en  A  et  B  deux 


ligtits  iierpendîfîulairi's  respi'ctiTeinent  aux  axes  directeurs, 
ces  lîf^ncies  se  rûncootrent  en  O  ;  la  ligne  10  est  à  chaque 
insIâDt  la  normale  de  rellipse  pour  la  situation  dcloelle  dn 
point  décrivaot. 

Dans  lûus  les  cas  aussi,  oo  pt^urra  construire  le  rayon  de 
courbure  à  Faîde  de  la  remarque  suivante  ■  Abaissez  du 
centre  de  la  courbe  (point  de  rencontre  des  axes  )  une  per- 
pendiculaire sur  la  nonnale.  Soil  G  le  pied  de  cette  perpea- 
diculaire.  Le  rayon  de  courbnre  est  une  troisième  propor- 
tionnelle aux  lignes  T€  et  TO  ;  c'est-à-dire  qu'on  a 

fa 

expression  trèJ-Eacîle  à  construire  (*}. 


QUESTION  D'EXAMENS, 

De  tous  les  triangles  inscrits  dans  ,une  ellipse  et  dont  un  côté 
passe  par  un  foyer ^  quel  est  le  triangle  maximum  ? 

PAR  M.  B.  DBSaiAItSTS, 

ancien   élève  de  l'École  polytechnique. 


[Fig.  79.)  Soient  T  F  le  foyer,  2"  GN  la  direction  que  doit 
prendre  le  côté  cherché  ,  il  est  clair  que  la  condition  de  maxi- 
mum imposée  au  triangle  exige  que  la  tangente  à  Tellipse  au 
point  M  soit  parallèle  à  la  ligne  GN. 

Soient  1°  oX  le  diamètre  parallèle  a  la  direction  GN  j  2^  oY 


(*)  C'est  une  belle  généralisation  du  théorème  de  M.  Dapin  {Développements 
de  Géométrie,  p.  31) ,  TO  est  égal  au  demi-diamètre  conjugué  à  celui  qui  passe 
par  T;  le  point  T  décrit  une  portion  de  droite,  lorsque  les  trois  points  A, 
B,  T  et  le  centre  sont  sur  un  même  cercle.  Le  lien  du  point  0  est  une  circon- 
férence. Tm. 


—  597  — 

le  diamètre  oonjogoé  do  préoédeol  ;  3»  a ,  a  les  angles  de  ces 
diamètres  avec  le  prand  axe  ;  4**  oF  =  c  =  \/a* —  6%  on 
aura  : 

^.y+  ^*^^  =  ^.**.*  pour  Téquation  de  TelUpse  ; 

YN  X  NM  sin  (a'—a)  pour  la  mesure  du  triangle  cherché. 

1*  Le  facteur  VN  sera  obtenu  en  remplaçant ,  dans  l'équa- 
tion de  l'ellipse ,  ^  par  la  valeur  -: — p—  qui  appartient  à 

oY  ;  on  a  donc  : 

y^  __  g,' Vsm  (g'—  «) — g^sm  « 

&,"sin'(a'—  a) 

Si,  dans  cette  expression ,  on  remplace  dVmi{o! — a)  par 
leurs  valeurs  déduites  des  relations  connues 

/x/&;sîn«(a'— «)==a'i^\     a,'  =  -^r^ ,         (A) 

on  (d>tient  la  valeur  de  YN  en  fonction  des  quantités  con- 
nues a,  6 ,  c  et  de  l'indéterminée  sin  a , 

c*sin  a  -|-  6* 

2*^  Le  produit  YN  sin («'—«)  sera  obtenu  en  se  servant  de 
l'égalité 

Sm(y/ — a) 

Cette  égalité  est  transformée  par  l'intervention  des  rela- 
tions (A)  en 


YM  sin(3c'—  a)  =  c  sina  +  K  c'sin  a  +  b^  ; 

la  ^urface  du  triangle  est  donc ,  après  avoir  représenté  sin  a 
par  z, 


H  fia  flojt  cfaercfaer  te  maiimuin  de  t'eipression 


i:V+6* 


(C) 


La  dérivée  est 


cV+i'/c 


c'z 


|/cV+&= 


0 


—  (c3+\/cV+6')2cï 


OU  ,  après  rédactioD , 


(c^s'+ft')" 


(c's'+i'}' 


_  (_  e'a'+  fr'_  cz  V/c'«'+  6') . 


(I« 


Le  polynôme  —  c'a'-f  i'  ~  ex  p^cV-f-  i'  égalé  à  zéro  donne 


s  OD  8iB«  =  d:- 


^yi 


Or  l'ellipse  donnée  peut  présenter  trois  rircODsIances  : 

f*  Si  on  a  è<cl^.  on  c>-,  l'ellipse  est  sensiblement 

allongée ,  et  la  valeur  analytique  qui  donne  le  maximum 
étant  inférieure  à  l'unité ,  Tangle  a  existe  ;  et  la  valeur  de 
sin^ ,  substituée  dans  la  mesure  (B)  du  triangle,  donne  : 

4 
Or  cotte  valeur  est  celle  du  triangle  maximum  général  inscrit 
<lans  l'ellipse  :  on  peut ,  en  effet,  reconnaître  que  la  droite 
GN  est  le  côté  de  ce  dernier  triangle  ;  cette  droite,  menée 

b 
avec  l'inclinaison  caractérisée  par  la  condition  sina  = , 

partage  en  deu\  parties  égales  le  demi-diamètre  conjugué  de 
relui  qui  est  parallèle  à  celte  droite  :  on  a  alors,  en  effet, 

csina     /;, 

sin  (a'—  :'-)  ""  2  ' 


oVr_r- 


on  y  par  l'Mqpkri  det  rdutions  (A) , 


'Je  sina = V  c'sin  «+ ^*  > 

égalité  exacte ,  si  on  remplace  sina  par — — :  -.  ainsi  dans  le» 

cVZ 
dlipses  éloignées  de  Tétat  circolaiire ,  le  triangle  chérehé  est 

le  triangle  maximum  général  inscrit.  La  mteie  eiroonstanOe 

se  reproduit  lorsque  Ton  a  6  =  c\/3,  et  la  ligue  GN  est 

9lùn  perpendiculaire  au  grand  axe. 

2"  Si  Ton  a  6  >  c  V^3 ,  Tellipse  donnée  se  rapproche  de 

l'état  circulaire ,   la   condition   analytique  du  maximum 

b 
z  := est  étrangère  à  la  question  ;  or  le  maximum  rela- 

c\/3 
tif  Qst  alors  donné  par  la  condition  si=l  ou  arrrQO"";  il 

suflBt ,  en  effet ,  de  démontrer  que  la  fonction  (C)  croît  pour 

toutes  les  valeurs  de  z  inférieures  à  Vunité,  ou  que  la  déri* 

vée  (D)  de  cette  fonction  reste  positive  pour  les  valeurs  z  <i . 

Or  on  a  toujours  .- 


_  cV4-  ^•-.  cz  \/ifz'+  b'  >  0 ,  (E) 

in^alité  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

CZ  l/cV^^r^<  b'—  c'z'  ; 

or ,  lorsque  Ton  a2;<let*>c  1^3 ,  les  deux  membres 
de  cette  inégalité  étant  positifs,  on  peut  élever  au  carré ,  et 
on  a ,  après  réduction  : 

inégalité  qui  est  vérifiée  dans  les  conditions  actuelles. 

Ainsi  y  lorsque  Ton  a  6  >  c  y  3 ,  la  droite  qui  donne  le 
triangle  maximum  relatif  est  perpendiculaire  au  grand  axe, 
et  la  mesure  de  ce  triangle  est  : 

^>+-V.  (F) 

a 
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Ou  peut  d'ailleurs  démontrer  qae  ce  maximum  rclâty  1  if 
teûd  à  devenir  égal,  mais  est  toajoars  inférieur  au  maii- 

mom  général  ^    — ^  En  effel,  la  cooditîon 

c  ou  (/«*— d'  =  ou  <  -  qui  corri^ïiond  à  /»  >  c  (/â , 


donne  le  résullat  suivant  • 

6'  =  >3c*,     ^:«5T^  ! 

ia'      «^ttsi^ 

oo           é'  =  >  — . 

Ki^**),.    3«V/3 

Or  ^  puisque  Vod  a  ^  =  ou  <  ^  ♦  s'  ****  remplace  dans  le 

premier  membre  de  cette  dernière  inégalité  ^  par  c,  ce  pre- 
mier membre  doit  devenir  inférieur  ou,  au  plus,  égal  au 
deuxième  ;  on  a  donc  .- 

3aV/3 


Delà, 


< 


^abVz 


On  pourrait  examiner  les  conditions  nécessaires  pour  que 
le  triangle  inscrit,  dont  deux  côlés  passent  par  les  foyers, 
soit  maximum  ;  mais  il  est  clair  que  ce  triangle  est  celui  que 
Ton  obtient  en  unissant  le  sommet  du  petit  axe  aux  deux 
foyers. 

Note.  Un  polygone  d'aire  maximum  absolu,  d'un  nombre 
de  côlés  donné,  inscrit  dans  une  ellipse ,  est  la  projection  du 


polygone  régulier  d'un  même  nombre  de  eôtés  el  ioscril  dans 
le  cercle  dont  rellip0e  est  la  projection  ;  les  côtés  du  pdygone 
inscrit  dans  Tellipse  touchent  donc  une  seconde  ellipse  con- 
centrique semUabie  et  s^nblablement  placée.  Si  le  côté  du 
polygone  doit  passer  par  un  point  fixe,  il  y  a  trois  cas  à  dis- 
tinguer; si  le  point  fixe  est  hors  de  la  seconde  ellipse,  il  y  a 
deux  solutions  ;  si  ce  point  est  sur  Tellipse ,  les  deux  sdutions 
se  réduisit  à  une  seule;  si  le  point  est  dans  l'intérieur  de 
l'ellipse,  le  problème  est  impossible  pour  le  maximum  absdu  ; 
mais  dans  ce  cas  la  question  peut  être  ramenée  à  la  question 
analogue  pour  le  cercle.  Tm. 


QUESTIONS  D'EXAMEN,  en  1844  f). 


Algèbre. 

1.  Faire  voir  que  dans  l'extraction  de  la  racine  m}^^ 
d'un  polynôme  entier  par  rapport  à  jt,  les  degrés  des  restes 
successifs  vont  toujours  en  s'abaîssant. 

^*  fi^)  ^t  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rapport 
à  j:»  /  est  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion/(j:)  =  0;  si  dans  le  polynôme/Cx)  on  substitue  à  la 
place  de  x  une  suite  de  nombres  l\  V\  l"\  etc. ,  croissant 
et  plus  grands  que  /,  les  TésxAWsf(l%f[l''\f(V''),  etc.,  de 
ces  substitutions,  seront-ils  aussi  croissants  ? 

3.  Soient  a^b^c  les  trois  racines  de  l'équation 

x^  —px^  -(-  ^x  —  r  =  0. 


O  M.  le  professeiir  Léon  Anne  a  bien  touIu  ooas  commuoiquer  ces  questions 
On  en  donnera  les  solutions  dans  le  courant  de  1845 ,  ainsi  que  celles  des  ques- 
tions pour  radmission  à  l'École  normale  et  pour  l'agrégation. 
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Calculer  La  somme  a*+ô^4-c*^  celle  somme  pcul^eUc 
donner  une  limile  supérieiir«  des  racines  posItiTes  dç  l'é- 
qualion  ?  ^M 

4*  Trouver  to  nombre  qui  sobslltoé  à  la  place  ée  t  rend 

a  la  fois  lea  deux  fractions  ^~j —  et    — ^- — enliéresj  peut* 

Ofi  voir  â  priori  qoe  le  problème  est  impossible? 

5.  Un  nombre  peat-il  être  à  la  fois  on  quarré  et  un  cube 
parfait ,  mm  être  one  sixième  puissance  ? 

6.  Dîscater  par  la  résolution  directe  et  par  le  théoréoin 
de  M.  Sturm,  réquatton  èïx***+ ^rj:r*+c  =  0,  Montrer 
ridentitê  des  conséquences  de  ces  deux  modes. 

Géoméirie  anaiyîiqm, 

i .  Conditions  pour  que  les  deux  tangentes  meuées  d'un 
même  point  à  une  parabole,  soient  égales. 

â.  Étant  donnés  en  grandeur  et  en  dtrectiou  les  axes 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole,  déterminer  graphiquempnl 
en  grandeur  et  en  direction,  et  sans  tracer  la  courbe,  un 
système  de  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle 
donne. 

3.  On  mène  à  une  parabole  une  suite  de  cordes  parallèles 
que  Ton  partage  dans  un  rapport  donné ,  trouver  le  lieu  des 
points  de  division. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une 
parabole  et  à  sa  directrice. 

5.  Le  point  de  division  d'une  droite  de  longueur  {a-\-0), 
qui  glisse  dans  un  angle  droit ,  décrit  une  ellipse  dont  les 
axes  soni  2a  j '2b,  en  quelle  position  cette  droite  est-elle 
tangeule  à  celle  ellipse  ? 

H.  D'un  point  donné  mener  à  une  parabole,  une  sécante 
dont  la  corde  d'intersection  soit  d'une  longueur  donnée,  et 
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tromvcf  te  Itea  da  aouHoet  de  Vangte  circcNMcril  à  cette  pa- 
rabole et  iQrant  cette  corde  pour  oorde  de  contact. 

7.  Troaver  le  liea  des  milieux  des  tange&tes  à  une  cooiqoe 
teEmméea  ta  point  de  contact  et  à  Taxe. 

8.  Détermina  une  ellipse  passant  par  un  point  donné 
d'one  hyperbole  et  ayant  les  mêmes  foyers  qu'elle. 

9.  Snr  le  grand  axe  d'une  ellipse»  et  des  deux  cùléf  dift 
centre,  on  prend  des  distances  égales  à  une  longueur  don- 
née, ^exprimer  la  swime  des  distances  de  ces  deux  points  à 
un  point  quelconque  de  l'ellipse  ;  conditions  pour  que  cette 
somme  soit  rationnelle. 

10.  De  ce  que  la  somme  ou  la  différence  des  quarrés  de 
deux  demi-diamètres  d'une  ellipse  on  d'une  hyperbole ,  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  quarrés  des  axes , 
peut-on  conclure  que  ces  diamètres  sont  conjugués? 

De  ce  que  la  surface  d'un  parallélogramme  circonscrit  à 
une  ellipse  ou  à  une  hypeihole  est  équivalente  à  la  surface 
du  rectangle  des  axes ,  peut-on  conclure  que  les  côtés  de  ce 
parallélogramme  sont  parallèles  à  un  système  de  diamètres 
conjugués  ? 

il .  Déterminer  graphiquement  et  par  l'analyse  une  para- 
bole tangente  en  deux  points  donnés  à  deux  droites  données. 

12.  En  quel  point  de  l'ellipse  la  tangente  fait-elle  avec  le 
rayon  vecteur  mené  au  point  de  contact  un  angle  de  ^b"*? 

13.  Trouver  sur  la  circonférence  d'une  ellipse  le  point 
le  plus  éloigné  de  l'extrémité  du  petit  axe. 

Remarquer  pour  la  discussion  qu'il  faut  non-seulement 

que  l'ordonnée  du  point  soit  réelle ,  mais  encore  qu'elle  soit 

plus  petite  que  b. 

Statique, 

1.  Lieu  des  centres  de  gravité  des  parallélogrammes  con- 
struits sur  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  oo  de  Thy- 
perbole. 
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2.  En  appuyant  là  pointe  d'un  crayoïi  conire  un  61  doD( 
les  deax  extrémités  sont  û^ém,  le  crayon  décrit  une  dlip^; 
quelle  est  en  chaiiiie  point  de  la  coorbe  la  tension  da  ûl  ^  ei 
en  quel  poiat  est-elle  la  plus  grande  ou  la  plus  faible? 
TrouTer  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  gravité  du  ûl 

3.  Trouver  la  résultante  de  deux  forces  concouranlcs^ 
mais  dont  on  n'a  pas  le  point  de  rencontre. 

*.  Trouver  les  tensions  horizon  taies  de  deux  clous  aoi- 
quels  est  attaché  un  cordon  tendu  à  angle  droit  par  au 
force  verticale. 

Géométrie  dmcriptive. 

1 .  Étant  donnée  la  projection  horizontale  d  un  point  d'noe 
surface  cylindrique  à  base  quelconque,  trouver  la  projection 
verticale. 

2.  Plan  tangent  à  la  sphère  en  un  point  de  celle  surEace, 
donné  en  projection  horizontale. 

Z.  Construire  un  trièdre  dont  on  donne  un  angle  dièdre, 
et  les  deux  faces  qui  le  comprennent  ;  une  des  faces  est  un 
angle  droit. 

4.  Construction  des  polyèdres  réguliers. 

5.  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre. 

6.  On  donne  un  plan  et  la  projection  horizontale  d'une 
droite;  déterminer  sa  projection  verticale,  connaissant 
Tangle  que  cette  droite  fait  avec  le  plan. 


Courbes  à  construire 

y  = 

1 
x+t' 

1/^  — 

1 

y  — 

.r-l' 

y  — 

1 

M                                 7    ? 

1-x' 
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y  = 


1 

i-\-x>' 


J^  = 

-  a?-.\' 

y- 

1 

-x'-or' 

y  = 

l+x- 

x"— 1 

y- 

=-•+1' 

ax— 1 

y  ' 

x*+r 

y 

x+1 

=  x'+l' 

^ 

X«  — X 

y 

-    l+x- 

y 

2-x 
-x*±l* 

1 

y 

-"x"— x+1' 

y 

2x— x« 
~     X*  — 1   ' 

y 

1— X» 

~     x'     ' 

y 

=  x'-l, 

(r-i) 

x'+x— 2  =  0, 

V» 

1-x» 

^  =  X  ±:  X  |/x, 
;,.=±(x— 2)V^x— 1, 
^  =  x±V/5x*— 6x+x3, 

x^'— 2ay  +  4r  +  -r' =  0, 
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J'=*-l  + 


JT  1 


j:*+l' 


^  — 

-r^+i' 

y  = 

1 

y  = 

V»    ^ 

1  » 

J^  — 

•x'+x' 

.1 

j:'-1 

r  = 

■x^  +  1' 

y  = 

y'  = 

■        X       ' 

, 

X 

^    — 

x'+l- 

2— j: 

r  = 

l+or" 

3j— 1 

'^  "" 

X»      • 

, 

X» 

^    — 

l-x-' 

r=  :i=V 

'x±  Vi—x 

r=^± 

Vxi  +  ix, 
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y=:zx^—i±\/x*—i, 

X 


y'   —  X'A 

^  '^^X(X-i), 

y=.x*  +  x. 


y 
y 


=  x*  —  1  ±  Vx*—\  , 


y  = 


y  =  x  +  l: 


Vr^. 


y 
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^  ~  1  -f-sinw — co9«>  ' 
p  =  coa  à»  +  2  sio  w , 

—      ^ 
^'^  atangiu* 

2 

^  ~  I  +  tang  (w  ' 

^        sin  *2w  ' 
p  =  tmg  îP , 

p  =  1  -f  *2  COS  ti  , 

__  sin  w 

^""  COS^w' 

_  1 

^      sin  o)  +  cos  w  ' 

1 

^  ""  3  sin  w  —  2  cos  0)  ' 

1  +  sin  o) 
^  ""  1  —  sin  w  ' 


^         COS^  w' 


^=log 


Z;  =  arc  tang 


V 


X  — c 


-arc  tang 


X  -f-  ^ 
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Hexagone  de  Pascal ,  par  M.  Roguet 304 

Démonstration  des  deux  propriétés  fondamentales  des  diamètres  coi\)u- 

gués  dans  les  coniques  d'après  Apollonius ,  par  M.  Terquem 345 

Construction  géométrique  du  rapport — ,  par  M.  Peyronny 371 

Théorie  des  foyers  d'après  Apollonius,  par  M.  Terquem 412 

Relations  d'identité  et  équations  fondamentales  relatives  aux  courbes  du 

second  degré  (eotr  t.  II,  p.  532),  par  M.  Terquem 4i6 
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Note  itif  cei  arHcïe>  par  M*  Terquem.    ..,_.*...-..,   454 
Sjéiiii  eïf conférences  ^  touchent  intérieurement  en  Uii  poltiL  ilie,  si  l'anc 
a  un  rayon  consUnt  ti  l'aotrû  un  rayon  variable,  du  centre  de  sîmililude 
aotro  (fue  le  point  de  contre i  on  mène  kt  ra^on  nto^en  de  la  eif confé- 
rence vsHabte  ,  son  ^lirémUé  e^t  confitacomcnt  sur  une  cifisoïde  (t7i»r 
h  11 ,  p.  isi);  par  M,  M«rcou.    ...............   172 

Propriéti^»  des  arcs  âcmblablc» d'une  conique^  ihâorècneÂ  de  M.  ChaBles; 
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.  la  partie  de  la  normale  Interceptée  entre  la  courbe  et  une  droite  lise ,  par 
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Bf ote  sur  la  construction  ât&  raninca  de  réqnaiioa  oompléte  du  quattitoe 
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Note  sur  ta  loroïtîûj  par  M.  Catalan SS3 
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"IFII.  Oéovnêtrie  ncialjiîqiie  A  troia  diiEieis*iaii*> 

Mener  une  «pb^re  tangente  à  quatre  spliéres  données ,  parM,  Arcaa  Trobcft.  m 

Note  retaiive  Â  cet  article ,  par  M.  Terquem.  ....,<....,  no 
Note  sur  un  mode  partk'ulier  de  description  des  Ugncs  et  des  surraces  du 
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Note  lut  l'expression  analytique  de  la  pins  courte  distance  d'un  poiul  â 

une  droilû  oo  d'un  point  à  nn  plan  ,  par  M.  E,  Pronbet*  -,    .    ,    .    ,  S4l 

VIII.  Statique. 

Considérations  sur  les  premiers  éléments  de  la  statique,  par  M.  Breton 
(de  Champ) 14 

Déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  surface  totale  d'un  tronc  de  cône  droit 
à  bases  parallèles ,  par  M.  Huet 24 

Si  plusieurs  forces  sont  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les 
côtés  d'un  polygone  plan  ou  gauche,  et  si  de  plus  elles  agissent  dans  le 
même  sens,  elles  se  réduisent  à  un  couple;  par  M.  Huet.    .      .\  .    .    .    167 

Note  sur  cet  article,  par  M.  Terquem * .    .    .    168 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PHOPOSÉES  DANS  CE  VOLUME. 

I.  Algèbre  élémentaire. 

(Juel  est  le  nombrede  permutations  de  nlettres  a,b,c,d,...  où  aucune  lettre 
n'est  à  sa  place  (i.  111,  p.  256) ,  par  M.  Coupy 4o4 

II.  Algèbre  supérieure 

Soil  l'équation  x^  +  3px^  +  Zqx  +  r=0;  faisons  A  —  [/ p^^q.  Si  les  trois 
varjnes  sont  léclles,  ellc^  sont  comprise*,  la  première  entre  —  p--2A 
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Pag. 
et  — p— A,  la  seconde  entre— p— À  et  — p+A,  et  la  troisième  entre 
— P4-A  et  — P+2A .-  s'il  n'y  a  qu'une  racine  réelle,  elle  ne  tombe  Jamais 
entre  —  p— 2A  et  —  P+2A  (t.  II,  p.  327);  parM.  Faure I70 

m.  Oéométrîe  élémentaire* 

Étant  donnés  les  milieux  des  côtés  d'un  polygone  convexe  d'un  nombre 
impair  de  côtés ,  détenniner  ses  sommets  en  faisant  seulement  usage  du 

eompa8(t.II,p.  4i6),parM.A.Prouhet. t9 

Quatre  points  (o,  t ,  o',  a')  étant  placés  harmoniquement  (o«  :  o^t  ::  of'  :  o'/) 
sur  use  droite  (PQ)  ;  une  circonférence  qui  passe  par  deux  poiuts  conju- 
fpés  (o,  &)  coupe  orthogonalement  la  circonférence  décrite  sur  la  dis- 
taneedes  deux  autres  points  conjugués  (t,  /)  comme  diamètre  (t.  II, 

1^  327),  par  M.  Colombier. 22 

Note  sur  la  recherche  du  nombre  ff,  par  M.  Farcy. 582 

Note  sur  le  même  sujet,  par  M.  Terquem 582 

Note  sur  le  rapport  d'Arcbimède,  par  M.  Terquem 586 

VZ«  Oéométrie  analyti<iae  à  deux  dimensions. 

Un  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  la  corde  d'ane  conique  et 
pour  aommet  un  point  fixe  dans  le  plan  de  la  coniqae ,  l'enveloppe  de 
Phjpeténuse  est  une  seconde  conique  dont  an  des  foyers  est  le  point  fixe 

(t.  n,  p.  328),  par  M.  Mathieu  (Auguste) t2i 

^fote  relative  à  cet  article,  par  M.  Terquero.    .* 124 

Le  iiea  des  sommets  des  paraboles  ayant  un  foyer  commun  et  un  point 
eommun  est  une  épicycloïde  engendrée  par  un  point  d'une  circonférence 
roulant  sur  une  circonférence  de  même  rayon  (t.  m,  p.  40),  par 

M.  Gougis 124 

Liea  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  tangente  commune  et  une  corde 
commune  parallèle  à  cette  tangente  (t.  I,  p.  519),  par  M.  Vidal.    ...    172 

Note  relative  à  cet  article,  par  M.  Terquem 176 

lo  On  fait  tourner  l'angle  0  de  manière  que  ses  côtés  soient  toujours  tan- 
gents à  une  section  conique.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  quel- 
conque du  plan  de  l'angle  ?2o  On  fait  tourner  une  section  conique,  de  sorte 
qu'elle  touche  constamment  les  deux  oôtés  de  l'angle  0.  Quel  est  le  lieu 
déerit  par  «n  point  de  la  couiber  Indiquer  une  équation  qui  puisse  ré- 
soudre à  la  fois  les  deux  questions.  Faire  des  applications  à  des  cas  par- 
ticuliers (t.  II,  p.  454);  par  M.  Rispal 226 

Lieu  géométrique  d'un  point  du  grand  axe  d'une  ellipse  qui  se  meut  en 
restant  toujours  tangente  à  deux  droites  fixes,  par  M.  Ferrier.    ...    352 

Note  par  M.  Terquem 359 

Rectification  d'une  équation  de  cet  article 43^ 

Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  un  rayon  vecteur  quelconque  et  une 
perpendiculaire  à  ce  rayon  ;  puis ,  sur  ces  deux  droites  comme  côtés  et 
avec  la  normale  au  point  pris  sur  la  parabole  comme  diagonale ,  on  con- 
struit un  rectangle.  Quel  est  le  lieu- du  sommet  opposé  au  foyer  (t.  I, 

p.5i9),  parM.  Faure 365 

Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  conique,  soit  menée  une  droite  quel- 
conque parallèlement  à  la  tangente  qui  passe  par  A.  Ce  point,  le  milieu 
de  la  portion  de  la  parallèle  interceptée  entre  les  côtés  AB,  AG  et  le 
pôle  P  du  côté  BC,  sont  sur  une  même  droite  (t.  I,  p.  395),  par 

M.  Georges  Ritt 39t 

ilonstruelien  du  rayon  de  courbure  d'une  ellipse ,  par  M.  A.  Transon.    .    .    595 
Trianf  le  maiimum  inscrit  dans  une  elKpse,  par  If.  Desmarets 598 
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QUESTIONS  D'EXAMEN. 
X.   Algèlir«  éléinetïtAtve.  W^^ 

Trfiutfif  âurla  droites  AB  q^ul  unît  deui  poini»  himineux  A,  B  lo  point  le       If 

moid»  éclairé  i^ar  <^ei  deui  lumières,  p&F  M.  Gérono.    .    .    ■     .    ...  m  |r 

Noie  relative  à  ttX  ètHùïè  ,  par  M-  Terquem^    ...........   Uf 

Note  relative  à  une  tnuliia&ctlcifi  du  cube,paf  M.  Ocladèi-oère.    .    ■  .  .  S3i 
19  De  «combien  âc  maniéreA  peut-oa  ftècomposer  un  polynèm^  da  degfè 

31M  en  facleurîi  du  troisiùme  degré. 
2"  CanibLeii  peuMin  former  de  mots  composés  de  3  consonnes  et  ^  rùftlkt 

(les  3  consopnes  ne  pouf ant être  écrites  â  \a  suite  l'uinede  FaQtre}av«o 

les  19  conâotineij  et  k^  S  Vd^felles  de  notre  alptiabei. 
3o  Combien  y  a-t-il  do  nombres  ditTérent»  din^  ta  table  de  Pjfihagore?  ptr 

M.  Guilniin ,..,..*.......,,  M 

IZ.  Algèfaire  aiipèrleiire. 

Exposer  d'une  maniéré  concise  U  théorie  des  r^Lcinc»  égales  et  t^  métbodp 
que  l'on  en  tire  pour  mener  les  tangentes  au k  courbes  algébriques  {ù>ti^ 
1^0 uTs  général ,  année  1S43,  prix  d'honneur  des  aciencea),  âûlutJon  con- 
Tonnée,  de  M.  Rofrer^    ..    ^    .,...«, ,   .    14 

Condttion  do  réaliié  des  raeinea  do  l'équation  complète  dit  troisième  degté, 
par  M.  Tamier.  ........*...,......,.  tSi 

ÎJote  relaiite  à  cetarticle,  pa?M,  Terquem ,...,*  iH 

Condition  de  réaliLé  des  racines  de  Ti^quation  générale  du  quatrième  degf^» 
par  M.  Desbûves.      .......    ^    .,    -    .    ,        .   •   ^    .   *   .  Ht 

Note  retaiife  à  cet  article*  par  U.  Terqoem ,199 

m*  Gtéométrîe  élémentaire* 

Trouver  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une  base  en  fonction  da 
rayon  r  de  la  base  du  segment  et  de  sa  hauteur  A,  connaissant  le  volume 
de  la  sphère  et  sachant  que  cette  fonction  demandée  est  entière  par  rap- 
portàr  et  A,  par  M.  Lionnet 93 

Surfaces  et  volumes  engendrés  par  les  polygones  réguliers  tournant  autoar 
d'une  perpendiculaire  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  mené  par  le 
sommet  auquel  aboutit  ce  diamètre ,  par  M.  Uuet  (Voir  t.  II ,  p.  353).  .    ■   36t 

Suite  du  même  article 393 

IV.  Géométrie  analytique  à  deax  dinoiensions. 

On  donne  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  AB  est  l'axe  transverse  et  F  un 

foyer.  Par  le  sommet  A  le  plus  voisin  de  ce  foyer,  on  mène  une  droite 

quelconque  qui  rencontre  la  courbe  au  point  Cet  on  la  prolonge  d'une 

AD 

quantité  CD  telle  que  le  rapport  — -  soit  constamment  égal  au  rapport 

AC 

donné   -  ;  puis  on  tire  les  droites  BC  et  FD  qui  se  rencontrent  au  pointE. 

n 
Cela  posé  on  demande  la  courbe  que  décrit  le  point  E  quand  la  droite  AD 
prend  toutes  les  positions  possibles  autour  du  sommet  A. 
On  examinera  comment  il  conviendrait  de  modifier  l'énoncé  du  problème 
dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  serait  une  parabole  ayant  son  sommet 
en  A  et  son  foyer  en  F.  O'ie  deviendrait  alors  l'équation  du  lieu  géomé- 
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trique  demandé?  (École  normale,  i- 1,  p.  393^  par  M.  Marcou.  .  .  .  .  20t 
Jn  donne  un  cercle  et  deux  points  intérieurs  A ,  B ,  ces  points  étant  consi- 
dérés comme  des  billes  infiniment  petites  et  la  circonférence  comme  une 
ligne  matérielle  parfaitement  élastique  :  on  propose  de  déterminer  sur 
eetle  circonférence  (billard  circulaire)  un  point  D  tel  que  la  bille  A,  diri- 
gée Yen  D ,  irefienne  en  B  après  s'être  réfléchie  sur  la  circonférence ,  par 

iLGerono. 242 

Troaver  les  éléments  d'une  niche  cylindrique  dont  la  surface  et  la  capacité 
sont  données; Yérifler  parla  géométrie  la  discussion  algébrique,  par 

M.  Anne 278 

Étant  donnés  une  ellipseetun  point  Asur  sacirconférence^on  décritun  cercle 
tangent  à  cette  courbe  en  ce  point  et  Ton  mène  au  cercle  et  à  Tellipse  deux 
tangentes  communes,  autres  que  celles  qui  toucheraient  les  deux  courbes 
an  point  A  donné.  On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point 
d'intersection  de  ces  deux  tangentes,  quand  on  fait  varier  le  rayon  du 
cercle? 

ai  l'on  représente  l'ellipse  par  l'équation  ||^  4.       «  i,  on  pourra  si  l'on 

veut  exprimer  les  coordonnées  du  point  A  en  fonction  d'une  seule  con- 
stante 9 ,  de  cette  manière  rr— a  sin  9 ,  y— 6  C0S9  (  Concours  général  ,1 

t844);parM.Serret 425 

Note  sur  cette  question ,  par  M.  Terquem 43i 

Solution  couronnée  de  ce  problème,  par  M.  Mesnard 489 

Solution  purement  géométrique  de  ce  même  problème,  par  M.  Gérono.  .  495 
Une  corde,  dans  une  conique,  étant  vue  d'un  foyer  sous  un  angle  constant, 
trouver  le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  tangentes  me- 
nées par  les  extrémités  de  la  corde  (composition  écrite),  par  M.  Choquet.  439 
Par  un  point  O  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  BA  d'un  cercle ,  on 
mène  une  sécante  quelconque  qui  rencontre  le  cercle  en  deux  points  M,  M', 
et  de  ces  points  on  mène  au  centre  G  deux  rayons  MC,  M'G.  Prouver  que 

le  produit  de  tang  -HGA  par  tang  2  M'CA  est  constant,  quelle  que  soit  la 

direction  de  la  sécante  (Concours  général,  1844»  mathématiques  élé-» 

mentaires).  Solution  purement  géométrique,  par  M.  Gérono 503 

Questions  d'examen,  en  1844 .    .    601 

V.  PhysMiue. 

Théoriedes  vapeurs,  par  M.  Mathieu  Dauriac 12Y 

Loi  du  refroidissement.  —  Loi  de  Newton.  —  Loi  de  Petit  et  Dulong  dans 

le  vide  ;  par  M.  Sahuqné 195 

Statique  appliquée  au  magnétisme,  moyen  de  corriger  le  défaut  de  centrage 
des  boussoles  d'inclinaison,  par  M.  Bary.  ." 257 

VX.  Analyses  d'ouvrages. 

Développement  sur  plusieurs  points  de  la  théorie  des  perturbations  des 
planètes  de  M.  Leverrier,  par  M.  Terquem 94 

Éléments  d'arithmétique  et  d'algèbre  à  l'usage  des  écoles  royales  de  navi- 
gation de  H.  G.  Foumier ,  par  M.  Terquem *    .    138 

Programme  développé  d'un  cours  d'arithmétique  élémentaire  renfermant 
oatre  les  questions  nécessaires  à  tout  examen,  des  tableaux  comparatifs 
des  anciennes  et  nouvelles  mesures  et  do  calcul  des  intérêts,  de  U;  Cas- 
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Moau;  pat  M.  GerûRo.   ,......,,,,.,        .    .  «  îi; 
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TOxME  1,  (Second  iupplàmeftL} 

Page  298,  ligne  14,  en  descendant,  C4,  lisez:  68 

Page  49O1  ligne   i3,  en  descendant,  iky  4-/^,   6>C5 .-  2A:'/  4-/". 

Page  494»  ïïgne  10,  en  descendant,  sin^*), ,  //r^f;  .•  sin*^. 

TOME  II.  {Supplément). 

Page  iio,  ligne     5,  en  remontant,  AG,  lisez  -.    AB. 

Page  i'j3,  ligne  ao,  en  descendant,  s'y  trouve  cependant, /*5M 
Vy  retrouve  cependant. 

Page  227,  ligne  12,  en  remontant,  après  les  mots  sont  rectangu- 
laires, ajoutez:  et  la  somme  f^4-  >^  est  constante. 

Page  236,  ligne     4'  c**  remontant,  vous  en,  lisez  :  en. 

Page  3i3,  ligne   11,  en  remontant,  j=r  f  sin^j/,  lisez  .•^='^*sinr 

Page  4<>6,  ligne     2,  eu  descendai^t,  lisez  :  effacez. 

Page  426,  ligne     9,  en   descendant,  cos  <},, //5ez  ,- cos  cp. 

Page  4^4'  ligne  i3,  en  descendant  ,  point  ,  ajoutez  :  quelconque 
du  plan. 

Page  548,  ligne  dernière,   en   descendant,  rayon  de    la,    ajoutez- 
sphère. 

fnge  5r)2,  ligne  12,  en  remontant,   Courrier,  //^ci;  .-   Courier. 

P.Tgc  562.  ligne    19.  en  remontant,  5io.  //Vr^i  .•   619. 
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TOME  III. 

Page    37,  ligne  17,  en  descendant,  Lilatte,  lisez  »  Pilatte. 

Page  ^40*  ligne  dernière,  en  descendant,  ezpliner,  Uses  :  expli- 
quer. 

Page    58,  ligne  1 1,  en  descendant,  /t"""*),  lises  :  /«— *  (a). 

Page    77,  ligne  11,  en  remontant,  — i,  lises:  i. 

Page    85,  ligne  10,  en  descendant,  H'4  lises  partout  A'. 

Page  1 16,  ligue    6,  en  descendant,  BE,  lises  i  BD. 

Page  116,  ligne  10,  en  descendant,  BG,  lises:  BD. 

Page  i47t  ligne,  a,  en  remontant,  équation,  ajoutes  :  da  second 
degré.  * 

Page  ai6,  ligne  10,  en  remontant,  b-\-p,  lises  t  b=:p. 

Page  219,  ligne    a,  en  descendant,  i358,  lises  :  o56. 

Page  33a,  ligne  10,  en  remontant,  cycloïde,  ajoutes  .-  problème. 

Page  a56>  ligne  10,  en  remontant,  Fodot,  lises  ••  Faudot. 

Page  a68,  ligne  la,  en  remontant,  fig.  i,  lises  :  fig.  3i 

Page  317,  Ugne    7,  en  descendant,  Fink,  lises  :  Finck. 

Page  3a4>  dernière  ligne,  en  descendant,   1760»  lises  :  -f  760. 

Page  34a,  ligne  la,  en  remontant,  effaces  :  est. 

Page  4o6t  ligne    a,  en  descendant,  supprimes  :  et. 

Page  4i4t  ligne  11,  en  descendant,  ils  désignent, /isex  .•  il  désigne. 

AT)  ATt         TIR 

Page  4a4,  ligne    6,  en  remontant,  --;,  lisez:  -—X  77^- 

„        ,  ^  ,    AK       AC    ,.         AlT      AC    60 

Page  4^6.  en  remontait.  ÂM  =  ÂB  '  *""  -  ÂK  =  ÂB  "  DR' 
Page  575,  première  ligne,  en  remontant,  trois,  lises  :  trans-. 
Page  575,  ligne    6,  en  remontant,  a^^,  lises  :  o^d^. 
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